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VERALLGEMEINERUNG DER FAKULTAT: DIE EULERSCHE GAMMAFUNKTION

Einleitung. Die Frage nach einer reellen Funktion, welche die naturgeméal3 diskrete Fakultit inter-
poliert, hat niemand Geringerer als der groe schweizer Mathematiker Leonhard EULER (1707—
1783) bereits im zarten Alter von 22 Jahren in einem Briefwechsel mit dem aus der Zahlentheorie
bekannten Christian GOLDBACH' indirekt beantwortet,” was in weiterer Folge auch durch Beitrige
von Karl WEIERSTRASS (1815-1897), Harald BOHR (1887-1951)* und andere noch erginzt wur-
de.

Eine Funktionalgleichung als Startpunkt. Fiir die durch
o {n-(n—l)-(n—2)---1 firn € {1,2,3,...}
flirn =0
definierte Fakultdtsfolge gilt wegen
mn+1)!=m+1)-n-(n—=1)-(n—2)---1=(n+1)-n!
die Funktionalgleichung

fln+1)=(n+1)- f(n), (1)
welche durch
f(n) = n!

gelost wird. Legt man den Wert f(0) = 1 fest, ist die Folge f(n) durch die Gleichung (1) eindeutig
bestimmt.

Eine Rekursion fiir ein Integral. Genau diese Funktionalgleichung ist es, welche wir nun als
Ausgangspunkt nehmen, um einen moglichen Weg zur Verallgemeinerung der diskreten Fakultéit zu
skizzieren. Wir wechseln das Thema und versuchen, das Integral von 2" e~ zu bestimmen. Partielle
Integration fiihrt zu

b b b
/ " Medx=(n+1)- / e Cdx — <x”+1e_“"’>
Dies gilt firn = 0,1,2,3.... Wegen

=0 sowie lim 2"Tle™® =0
=0 T—00

xn+1e—x

I es sei auf die ausgezeichnete Biographie [3] hingewiesen. 2 wofiir bzgl. Details generell auf das duBerst lesens-

werte Werk [2] verwiesen sei. ° siche die jiingst erschienene Biografie [5] 4 dem jiingeren Bruder des beriihmten
dinischen Physikers Niels BOHR (1885-1962)



erhalten wir die Gleichung
/ "Medx=(n+1)- / 2"e " dx. (2)
0 0
AuBerdem konnen wir den Wert des Integrals von z"e~” fiir n = 0 bestimmen:

(o)
/ e Tde = —e7"
0

Daraus folgt nun direkt, dass

f(n):= /000 e dx

ebenso die Fakultitsfolge darstellt. Erstens wird die Funktionalgleichung (1) erfiillt, und zweitens
gilt £(0) = 0.

T = lim(—et) — (=1) = 1.

0 t—00

Die Gammafunktion. Wir erhalten aus der Folge f(n) eine reelle Funktion f, wenn wir fiir n
beliebige positive reelle Zahlen zulassen, was wir symbolisch durch den Ubergang von n zu x nach
Umbenennung der Integrationsvariable in ¢ durchfiihren:

flz) = / te~" dt
0
Aus Griinden, die den Rahmen dieses Artikels sprengen wiirden, geht man mittels

I(z):= f(x —1)

von f zu I iiber. Das fiihrt zu der Definition
[(x) := / t* et dt, 1<z < oo, 3)
0

der EULERschen Gammafunktion. Es ldsst sich zeigen, dass die Gammafunktion sogar fiir alle
positiven reellen Zahlen definiert ist. Die obige Herleitung von Gleichung (2) ergibt ganz analog
auch

f@+)=(z+1)f(z) = flz)=af(x-1),
d.h. die Gammafunktion erfiillt die Funktionalgleichung
Nx+1)=aT(z). 4)

Zusammen mit

F(l):/ toetdt:/ e*tdt:—e’too:eo—lime’tzl—Ozl
0 0 0

t—o0
folgt unter wiederholter Anwendung von (4):
rey=1-r1)y=1-1=1, r@)=2-I'2)=2-1, 4 =3-T(2)=3-2-1usw.
= [(z)=(r— 1! firz=1,2,3,...
Dies zeigt uns, dass die Gammafunktion tatsdchlich die diskrete Fakultét interpoliert, also an den

positiven ganzzahligen Stellen mit ihr tibereinstimmt (abgesehen von der Differenz 1 der Argumen-
te).



Auswerten der Gammafunktion bei halbzahligen Argumenten. Was bei der diskreten Fakultit
nicht moglich war, eroffnet uns jetzt bei der Gammafunktion spannende neue Mdoglichkeiten, wie
etwa die Berechnung von I' (%) :

1 o0
r (-) :/ 12t gy
2 0

Unter Verwendung der Substitution

t="
2

folgt wegen

dt
— =z = dt=12z-dz
dz

1 V2 2 [
T (—) —/ £67‘22/22dz: £/ e’z2/2dz.
2 0 2 J_

Nun beschreibt der Integrand ¢~2*/2 bis auf den fehlenden Faktor \/%7 gerade die Dichtefunktion

der Standard-Normalverteilung, mit der bekannten GAUSSschen Glockenkurve als Funktionsgraph.
Setzten wir deren Integral

> 1 2
—z%/2 .
e dz=1
/_oo V2T

als bekannt voraus,”’ fiihrt dies wegen
2 [~ 2 —
2 J_ o 2
zum Resultat

T (1) = T (5)

also

Ausblicke.
e Durch wiederholte Anwendung von (4) auf (5) kann man recht einfach auf

P(3) =30G) =3vm T(3)=30@)=3-3vm I'(5)=3G) =333V
und so weiter schlieBen, woraus sich

r (” + 1) - 22?17);! T

2

ergibt, siehe etwa [6, S. 199]. Das ermoglicht es, dass bei der Berechnung der n-dimensionalen
Volumina V;, von Sphéren mit dem Radius » im R" die separaten Formeln
T . 22n+1 . n'

Vo = — - 2™ sowie Vona1 =

. r2n+1
n!

(2n + 1)! ’

3 Fiir einen Beweis siche [6, S. 171].



e u
) T
1 r==31 p— 2| z=-1

[\ Umformen der Funktionalgleichung (4) zu
r 1
D(z) = @D
x

liefert ein Rezept, um die Gammafunktion, die
vorerst nur fiir x > 0 definiert war, auf negati-
ve Werte zu erweitern. Aulerdem sieht man aus
dieser Gleichung direkt, dass der Wert I'(x) fiir
x — 0 divergiert. Die analytische Fortsetzung
der Gammafunktion fiir negative Werte hat in
Folge bei 0, —1, —2, ... Polstellen. Der Funkti-
onsgraph ist links abgebildet.

vgl. etwa [6, S. 194ff], zur Formel

7Tn/2
Vi=r—orv " = V= —— 1"
- I'(2+1)

vereinheitlicht werden konnen, siehe z.B. [6, S.197ff]. Die Gleichheit der beiden Ausdriicke folgt
aus (4).

e Wie sich zeigen ldsst (hier aber den Rahmen sprengen wiirde), kann man I' auch fiir z =
auswerten [4, S. 49], was auf

()‘4“_/m

fiihrt. Fiir weitere Werte aus dem Einheitsintervall ist zumindest eine numerische Auswertung
moglich. Die Abbildung oben beschreibt, wie man daraus den gesamten Funktionsgraphen der
Gammafunktion erhilt.

=

e In der analytischen Zahlentheorie spielt die Gammafunktion eine Rolle, da sie mit der durch

Z— € (1;00)



definierten RIEMANNschen Zetafunktion ¢ im Zuge der beeindruckenden Identitit
oo t(E—l
M) (o) = [ g - ©
0 e — 1
zusammenhingt. Diese ist in der analytischen Zahlentheorie von grofer Bedeutung und tritt zum

Beispiel in der bis heute ungelosten RIEMANNschen Vermutung auf. Fiir Freunde &dsthetischer For-
meln sei an dieser Stelle die aus (6) herleitbare Funktionalgleichung

el () gy = w2 T (200 1 - ) )

angefiihrt, welche wiederum fiir die analytische Fortsetzung von ( iiber den urspriinglichen Defini-
tionsbereich (1; 0o) hinaus relevant ist.°

Wer noch mehr in die faszinierende Welt der Gammafunktion eintauchen mochte, findet dazu ne-
ben dem titelgebenden Buch [2] auch in [7, S. 16ff] zahlreiche Anregungen. Ein génzlich anderer
unkonventioneller (also von der Standardliteratur zur Analysis verschiedener) Zugang zur Gamma-
funktion, der zudem mit der Faltung sowie der LAPLACE-Transformation zwei sehr interessante
Konzepte in sich vereinigt, ist in [1, S. 246ff] zu finden.
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6 Analytische Funktionen sind solche, die durch Potenzreihen der Form Y ay, (z — x¢)* dargestellt werden konnen, von
denen jede einzelne aber nicht fiir alle x, sondern nur fiir  nahe beim jeweiligen Entwicklungspunkt zy konvergieren
muss. Man benotigt mehrere oder moglicherweise unendlich viele solcher individuellen Reihen, um die ganze Funktion
zu erfassen, und es tritt typischerweise der Fall auf, dass eine anaytische Funktion vorerst nur in einem kleineren
Definitionsgebiet bekannt ist. Unter analytischer Fortsetzung versteht man die Aufgabe, die Funktion auch im Rest des
Definitionsgebiets zu beschreiben. Dabei konnen Funktionalgleichungen wie (4) oder oder (7) hilfreich sein.



