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EINE KUGEL ROLLT AUF EINEM KEGELSCHNITT

Im dreidimensionalen euklidischen Raum E; geben wir einen Kegelschnitt &y vor, auf dem eine
Kugel fester GroBe derart rollt, dass die Kugel den Kegelschnitt stets in zwei Punkten beriihrt (vgl.
Abbildung 1). Dies kann man sich zum Beispiel so vorstellen, dass die Kugel auf einem lings des
Kegelschnitts k( ausgeschnittenen Tisch rollt. Das alles stets unter der Annahme, dass die Kugel
grof} genug ist und nicht gleich durch das ausgeschnittene Loch mit dem Kegelschnittrand fillt.
Dabei interessiert uns vor allem die Bahn des Kugelmittelpunktes M bei dieser Bewegung.

ABB. 1. Parabel ky und eine doppelt be-
riihrende Kugel.

Das geometrische Problem besteht somit darin, alle Kugeln fester Grée zu ermitteln, die den gege-
benen Kegelschnitt £y doppelt beriihren. Wir bestimmen den Ort der entsprechenden Kugelmitten
und beweisen folgenden Sachverhalt:

Die Mittelpunkte M jener Kugeln mit festem Radius R # 0, die einen Ausgangskegelschnitt kg
(der kein Kreis sein darf) doppelt beriihren, liegen im Allgemeinen auf Kurven zweiter Ordnung in
den Symmetrieebenen des Ausgangskegelschnitts. Im Fall einer Ausgangsellipse oder einer Aus-
gangshyperbel ko konnen zwei solche Kegelschnitte k, » in den Symmetrieebenen von k auftreten,
wiahrend im Fall einer Ausgangsparabel k, im Allgemeinen nur eine Tridgerparabel k, der entspre-
chenden Kugelmitten in der Symmetrieebene von ky auftritt. Dieses Ergebnis beweisen wir im
Folgenden fiir Mittelpunktskegelschnitte (Ellipse und Hyperbel) und Parabeln als Ausgangskegel-
schnitte getrennt.

Die Bahn des Mittelpunkts der auf ky in obigem Sinne rollenden Kugel ist dann Teil eines der
Kegelschnitte k; 5 aus dem angegebenen Ergebnis.



Ellipsen und Hyperbeln. In einem kartesischen Normalkoordinatensystem {O;z,y, z} sei eine
Ellipse oder Hyperbel kq in der |z, y|-Ebene in Normalform durch
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mit o, 3 € R\ {0} und v # [ (es soll ja kein Kreis vorliegen) gegeben. Jene Kugeln vom fes-
ten Radius R > 0, die ky doppelt beriihren, schneiden die Triagerebene z = 0 von k; in Kreisen,
die ihrerseits &k doppelt beriihren (vgl. Abbildung 1 fiir eine Startparabel k). Da die Mittelpunkte
doppelt beriihrender Kreise von £y auf den Symmetrieachsen x = 2 = 0 bzw. y = z = 0 von k lie-
gen, befinden sich die entsprechenden Mitten doppelt beriihrender Kugeln in den Symmetrieebenen
x = 0bzw. y = 0 von k.

Wir berechnen nun die algebraische Gleichung des Orts der in diesen Symmetrieebenen gelegenen
Kugelmitten. Dazu setzen wir fiir mogliche Beriihrkugeln die Gleichungen

2+ (y —ym)* + (2 — 2m)? = R bzw. (2 —an)® + 4 + (2 — 2n)? = R? (2)

an, wobei (0, yar, zar) bzw. (2,0, z57) die Koordinaten der gesuchten Mittelpunkte bezeichnen.
Die Kugeln (2) schneiden die Trigerebene z = 0 von kg in Kreisen mit den Gleichungen

v+ (y —yn)® + 2y = R bzw. (z —an)* + o7 + 2y = R (3)

Elimination von 2% bzw. »? aus den beiden Gleichungen (1) und (3) liefert Bedingungen fiir die y-
bzw. x- Koordinaten der Schnittpunkte von ky mit den jeweiligen Schnittkreisen (3):

3/2(1—%)—Q?JQM+y§4+z§J+a—R2:O bzw. 4)
:E2(1—g)—Qx:vM%—x?M—l—z?w%—/B—RQ:O.

Die Schnittkreise beriihren den Kegelschnitt &, genau dann doppelt, wenn die quadratischen Glei-
chungen (4) eine Doppellosung fiir y bzw. x besitzen. Dies ist genau dann der Fall, wenn

ki ...ayy +(a—B)zy = (a—B)(R*—a) (zm =0) bzw. (5)
ky ... By +(B—a)zy =B —a) (R =5) (yu=0)

gilt. Die Mittelpunkte der moglichen k( doppelt beriihrenden Kugeln gehdren somit im Allgemeinen
zwei Kurven zweiter Ordnung £ » in den Symmetrieebenen von k an. Sie besitzen den Mittelpunkt
O von kj als Mittelpunkt; eine ihrer Achsen stimmt mit einer von k tiberein. Diese Kurven zweiter
Ordnung zerfallen unter unseren Voraussetzungen (o, 3 # 0, « # ) nur fiir B2 = o bzw. R? = 8.
Je nach GroBenverhiltnissen von «, S und R konnen sie auch nullteilig sein. Damit haben wir fiir
Ellipsen bzw. Hyperbeln k( das angegebene Ergebnis bewiesen.

Bemerkungen:

— Die obige Herleitung ist rein algebraischer Natur. Nicht alle Punkte auf einem der beiden
Kegelschnitte k; oder k2 kommen als Mitten moglicher doppelt beriihrender Kugeln in Fra-
ge, wenn wir auf reellen Beriihrpunkten bestehen.

— Der Kugelradius R darf auch nicht beliebig klein gewihlt werden. Die jeweiligen Grenzen
hingen vom Typ des Ausgangskegelschnitts und dessen Achsenlidngen ab.



ABB. 2. Startellipse kg und Ort der Ku-
gelmitten in der Symmetrieebene durch die
Hauptachse der Ellipse (als Teil einer Hy-
perbel ko blau eingefirbt) fiir a = 100, 8 =
25und R = 6.

Abbildung 2 visualisiert diesen Sachverhalt fiir eine Ellipse k als Startkegelschnitt: Reelle Losun-
gen treten nur fiir jenen blau eingeféarbten Teil der Hyperbel k, auf, der iiber der Strecke zwischen
den Hauptscheitelkriimmungsmitten der Ellipse kg liegt. Fiir Kugelmitten auBerhalb dieses Hyper-
belteils wiirde die Kugel vom Radius R die Ellipse k; in einem konjugiert imaginidren Punktepaar
beriihren.

Fiir die fiir Abb. 2 gewéhlten Werte ist der Kegelschnitt £; nullteilig und liefert somit keine reellen
Kugeln vom Radius R, die die Ellipse kq doppelt beriihren.

Wenn wir nun den Kegelschnitt £, oder k2 doppelt beriihrende Kugeln vom Radius R suchen, so ha-
ben wir in den obigen Uberlegungen nur Koordinaten zyklisch durchzutauschen. So erhalten wir als
Partnerkegelschnitte des Kegelschnitts % einerseits den Ausgangskegelschnitt &y und andererseits
die Kurve zweiter Ordnung mit der Gleichung

ks ... aBxs+a(f —a)2® = Bla(a — B) + BR?] in der Ebene y = 0.

Zu ko erhalten wir den Ausgangskegelschnitt £y und die weitere Kurve zweiter Ordnung mit der
Gleichung

ki ... aBys+ Bla—p) 2% =alf(8 — a) + aR? inder Ebene = = 0.

Die beiden Kurven zweiter Ordnung k3 und k, sind zu ky bzw. k; zwar dhnlich, stimmen aber fiir
reelle «v, 5 nicht mit diesen Kurven iiberein.

Parabeln. Nun starten wir mit der Parabel k; in Normalform

*=2py (2=0) (6)

mit p € R\ {0}. Wieder liegen die Mittelpunkte doppelt beriihrender Kugeln vom Radius R in der
(nun einzigen) Symmetrieebene = = 0 von ky. Wie oben setzen wir die Gleichung moglicher Kugeln
(2) (linker Teil) mit Mittelpunkten (0, y,s, z57) mit noch unbekannter Beziehung zwischen y,,; und
zyr an. Der Schnittkreis mit der Tréigerebene z = 0 von kg hat die Gleichung 2+ (y —ya ) + 23, =
R? und beriihrt k¢ (6) genau dann doppelt, wenn die durch Elimination der z-Koordinate aus (6) und
der Schnittkreisgleichung gewonnene quadratische Gleichung

VH+2y(p—ym)+yiy +2, —R>=0



ABB. 3. Startparabel kg und Ort der Ku-
gelmitten in der Symmetrieebene als blau
eingefirbter Teil der Parabel k; fiir p = 5
und R = 10.

eine Doppelosung fiir y liefert. Dies ist genau dann der Fall, wenn
ki ooz 2pyn =p7+ R (7)

bei x,; = 0 gilt. Die Mittelpunkte der die Parabel ky doppelt beriihrenden Kugeln gehoren daher
einer zu ko kongruenten Parabel £, mit der Gleichung (7) in der Symmetrieebene z = 0 von kj an,
deren Achse mit der von kj iibereinstimmt. Damit haben wir insgesamt unser eingangs erwihntes
Resultat bestitigt.

Bemerkungen:

— Auch hier gilt wieder, dass nur fiir gewisse R > 0 in reellen Punktepaaren doppelt beriihren-
de Kugeln existieren. So muss R > p mit dem Scheitelkriimmungskreisradius p := |p| von
ko (vgl. [1], S. 94) sein, damit {iberhaupt Kugeln die Parabel %y doppelt beriihren kdnnen.

— Und auch dann treten nur Teile von k; als Mittelpunkte von die Parabel k reell beriihrenden
Kugeln vom Radus R auf. Der Scheitel von k; ist der Mittelpunkt des die Ausgangsparabel
ko doppelt beriihrenden Kreises vom Radius R. Abbildung 3 zeigt diesen Sachverhalt. Nur
der blau eingeférbte Teil von k; liefert Losungskugeln mit reellen Beriihrpunkten auf .

Wenn wir umgekehrt die Parabel k; (7) doppelt beriihrende Kugeln vom Radius R suchen, so er-
halten wir die Parabel k; als moglichen Ort der Kugelmittelpunkte, der aber wie eben beschrieben
wieder nicht zur Génze fiir reelle Losungen in Betracht kommt.
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