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DIE LOGARITHMISCHE SPIRALE - TEIL 2

Im ersten Teil dieses Mathebriefs (Mathebrief Nr. 116, Juni 2022) haben wir die logarithmische
Spirale beschrieben, auf ihre Loxodromeneigenschaft und ihre Selbstidhnlichkeit hingewiesen und
DURERS ewige Linie als logarithmische Spirale erkannt.

Wir wollen nun im zweiten Teil ein paar der unzéhligen weiteren Eigenschaften der Wunderspirale
vorstellen, ihre Verbindung zu rdumlichen Spiralen beleuchten und ihr Vorkommen in der Natur
zeigen. Zuerst und im Anschluss an den vorangegangenen Brief, wollen wir auf zwei mogliche
technische Anwendungen der logarithmischen Spirale hinweisen.

Rollung der logarithmischen Spirale. Die logarithmische Spirale kann als Profil fiir Wilzlager
verwendet werden, worauf schon W. WUNDERLICH in [5] hingewiesen hat. In FIG. 1 ist folgender
Sachverhalt illustriert: Rollt eine logarithmische Spirale (ohne zu gleiten) auf einer ihrer Tangenten
ab, dann durchlduft ihr Wickelpunkt eine Gerade.
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FIG. 1. Rollt die logarithmische Spirale s auf einer ihrer Tangenten b, dann durchléuft ihr
Wickelpunkt W eine Gerade w.

Das kann man ganz leicht einsehen, denn beim gezeigten Rollvorgang wird die Spirale aus der
Position sg in die Position s1 gerollt. Da die Tangente und der Polarstrahl stets denselben Win-
kel einschlieBen und der Polarradius von e’ auf eP! anwichst, geht die Spirale sy durch eine
Drehstreckung in die Spirale s; iiber (abgesehen von einer Translation). Dabei wird der Bogen
L(ty,11) = ]l) (et —eP'0) \/1+ p? auf der Tangente b abgewickelt, und der Wickelpunkt Wy wandert

auf einer Geraden w mit der Steigung p gegeniiber der Tangente b.

Rollen iiber spezielle Stufen. Diese Eigenschaft der logarithmischen Spirale kann zur geradlini-
gen Uberwindung von Stufen geniitzt werden. Rollen oder Rider mit logarithmischem Profil rollen



dann auf den Auftrittsflaichen von Stufen, wobei der Wickelpunkt als Achslager oder Nabe des Ra-
des dient und proportional zum zuriickgelegten horizontalen Weg (abgewickelter Bogen) an Hohe
verliert oder gewinnt. Allerdings ist der Vorgang ein wenig ,,unrund®, weil sich die Bahngeschwin-
digkeit des Wickelpunkts wihrend einer gleichférmigen Rollung rhythmisch dndert (siehe dazu das
Video https://tethys.uni-ak.ac.at/rolling-snail.mp4). Der genaue Vorgang wird in [1]
beschrieben. Dabei ist darauf zu achten, dass es zu keinen ,,Unterschnitten in der Nihe der Kanten
der Stufen kommt.

FIG. 2. Eine logarithmische Spirale rollt iiber spezielle Stufen.

Wir bemerken auch, dass die Gerade w (Bahn der Wickelpunkte) im rechten Winkel zu den Polar-
strahlen steht, die zu den Beriihrpunkten zeigen. Daher enthilt sie auch die Kriimmungsmitten der
logarithmischen Spiralen in den Beriihrpunkten mit b. Die Gerade w ist folglich das Diagramm der
Kriimmungsradien in Abhéngigkeit von der Bogenlinge der logarithmischen Spirale. Nun ist zum
einen die Bogenlinge L(t) = %\/ 1 + p2e?" bis zum Punkt ¢(7) und zum anderen gilt fiir den Kriim-

mungsradius ebendort p(t) = PyPjel" = /14 p?e’. Deshalb ergibt sich die folgende einfache
Beziehung zwischen der Bogenldnge / und dem Kriimmungsradius p als

pl=p,
welche man auch als die natiirliche Gleichung der logarithmischen Spirale bezeichnet. Sie be-

schreibt die Gerade w im kartesischen Koordinatensystem, das in & Nw zentriert ist und dessen
positive [-Achse in Richtung b (nach rechts) zeigt (siche Fig. 1).
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F1G. 3. Zwei Keile mit logarithmischen Spiralen als Profil, die in ihren Wickelpunkten
drehgelenkig gelagert sind, konnen zum Einklemmen und als Halterung dienen.

Halterung fiir Platten. Die zweite Verwendung der logarithmischen Spirale ist in FIG. 3 verein-
facht dargestellt. Zwei zylindrische Keile, deren Profilkurve eine logarithmische Spirale ist, werden
in einem bestimmten (aber festen) Abstand drehgelenkig gelagert. Die Achsen gehen durch die Wi-
ckelpunkte A und B. Ein zwischen beiden Keilen eingeklemmtes Objekt kann so nicht nach unten
rutschen und gehoben oder getragen werden.


https://tethys.uni-ak.ac.at/rolling-snail.mp4

Anniherung der logarithmischen Spiralen mittels Fibonacci-Zahlen. Im Mathebrief Nr. 69 wur-
de die Fibonacci-Folge 1,1,2,3,5,8,13,21,34,... besprochen. Die Folge kann rekursiv definiert
werden mit F(0) = F(1) = 1,F(i+ 1) = F(i) + F(i — 1). Die néchste Zahl der Folge ist also die
Summe der beiden vorangegangenen Zahlen. Der Quotient zweier aufeinanderfolgender Zahlen
konvergiert gegen die ,,goldene Zahl“ ® = (1 ++/5)/2 ~ 1,618034.

Die Zahlenfolge ergab sich aus folgender, der Natur angepassten (wenn auch stark vereinfachten)
Uberlegung: Ein junges Kaninchen-Pirchen braucht einen Monat, um geschlechtsreif zu werden,
und kann ab dann jedes weitere Monat ein Pidrchen zur Welt bringen, das sich seinerseits nach
einem Monat fortpflanzt.

FIG. 4. Links bis Mitte: Annidherung logarithmischer Spiralen mittels Fibonacci-Zahlen
(Drehwinkel —60°, —90° und der ,,goldene Winkel“ —360°/®). Rechts: Bemerkenswerte
Ahnlichkeit der 3. Spirale mit der Draufsicht einer Weinbergschnecke (Detail ohne Umriss).

Trigt man den i-ten Wert der Folge F(i) (i = 1,2,...) zunichst auf der x-Achse auf
und verdreht man die so erhaltenen Punkte jeweils um das i-fache eines vorgegebe-
nen festen Winkels (in Fig. 4 wurde jeweils um —60°, —90° bzw. —360°/® gedreht),
so erhidlt man Punkte, die mit zunehmendem i immer genauer auf einer logarithmi-
schen Spirale liegen. Die Abstinde fiir die Spirale sind (auf 4 Kommastellen gerundet)
0.7236, 1.1708, 1.8944, 3.0652, 4.9597, 8.0249, 12.9846, 21.0095, 33.9941,....

Der erste Wert ist ®/ /5. Jeder folgende Wert entsteht durch Multiplikation mit ®. Zusitzlich gilt
wie bei der Fibonacci-Folge, dass die ndchste Zahl der Folge zugleich die Summe der beiden vor-
angegangenen Zahlen ist.

Phyllotaxis. Die Blitter von vielen Pflanzen ordnen sich um einen Stiel oder den Leitspross meist
einem Spiralgesetz folgend an. Das kann besonders deutlich bei manchen Sukkulentenarten be-
obachtet werden. Hiufig wird im Zusammenhang mit spiralformigem Wuchs auch die Verteilung
der Samenkorner in den Bliiten der Sonnenblume genannt. Diese Beobachtung diirfte wohl schon
LEONARDO DA VINCI gemacht haben. Genauere Untersuchungen von Blattanordnungen und deren
Beschreibungen gehen auf den Schweizer Naturwissenschaftler CHARLES BONNET (1720-1793)
zuriick.

Insbesondere die Kerne der Sonnenblume scheinen in Mustern angeordnet, die ein Netz von an-
ndhernd logarithmischen Spiralen bilden. Diese haben den Spiralparameter p = 2% und heiflen
daher goldene Spiralen. Naherungsweise konnen diese Spiralen durch Viertelkreisbogen gezeichnet
werden, deren Radien gerade die Fibonacci-Zahlen sind. Je vier auf einander folgende kollineare
Punkte Py, ..., P4 (also zu 180°-Schritten) auf der goldenen Spirale (2. Spirale von links in Fig. 4)
bilden ein harmonisches Punktequadrupel (Py, Py, P>, P3).



FIG. 5. Links: ,,Goldene Spiralen bei der Sonnenblume, rechts: Durch Verdrehen der Blt-
ter um den goldenen Winkel ist maximale Lichtausbeute bei der Photosynthese moglich. Die
Spitzen der Blitter liegen recht genau auf einer logarithmischen Spirale wie in Fig. 4 rechts.
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FIG. 6. Phyllotaxis in Theorie (Wachstums-Simulation) und Praxis. Die kreisférmige Fli-
che wird erweitert, indem Einzelbliiten (Samen) so am Rand hinzugefiigt werden, dass die
zugehorigen Zentriwinkel jeweils um den goldenen Winkel vergrofert werden (siehe dazu
das Video https://tethys.uni-ak.ac.at/phyllotaxis.mp4).


https://tethys.uni-ak.ac.at/phyllotaxis.mp4

Ob nun der goldene Schnitt geometrische und physikalische Optima erzeugt oder nicht, im Lau-
fe der Evolution wird sich gerade diese Verteilung von Blittern und Samenkérnern als besonders
vorteilhaft erwiesen haben: Zum einen konnen die Blétter besonders viel Licht einfangen und die
Photosynthese wird daher effizienter, zum anderen ist durch diese Anordnung der Samen ein Ma-
ximum an Samen auf vorgegebenem Platz moglich. Es handelt sich also um Optimierung durch
Probieren.

Nun wenden wir uns den Spiralen im dreidimensionalen Raum zu. Hier tauchen sie zum einen als
spezielle Flichenkurven auf und zum anderen als Punktbahnen bei besonderen Bewegungen.

Loxodromen auf der Kugel und zylindrokonische Spiralen. Wir haben schon festgestellt, dass
die logarithmischen Spiralen Loxodromen eines Geradenbiischels sind. Mit Hilfe einer stereogra-
fischen Projektion, die das Geradenbiischel mit samt seinen Loxodromen auf eine Kugel zieht, er-
halten wir auf Grund der Winkeltreue dieser Projektion die Loxodromen des Meridian- und Brei-
tenkreisnetzes auf der Kugel (siehe [2]). Frither wurden diese Kugelloxodromen als Kurse in der
Seefahrt verwendet. Die Navigation war relativ einfach, auch wenn man damit nicht den kiirzesten
Weg fuhr (insbesondere in den Polregionen, s. FIG. 7, links).

FIG. 7. Links: Kugelloxodromen als stereografische Bilder von logarithmischen Spiralen.
Rechts: zylindrokonische Spiralen sind Béschungslinien auf Drehkegeln.

Die in FIG. 7 (rechts) gezeigte zylindrokonische Spirale ist die zur Trigerebene orthogonale Pro-
jektion einer logarithmischen Spirale auf einen Drehkegel. Es handelt sich hierbei ebenfalls um
eine Loxodrome, die die Breitenkreise und die Erzeugenden des Drehkegels unter konstantem Win-
kel schneidet. Dariiber hinaus ist sie auch eine Boschungslinie: Sie steigt unter konstantem Winkel
gegen die Trigerebene der logarithmischen Spirale an.

Réumliche Spiralung. Eine stetige rdumliche Spiralung ist die Zusammensetzung einer stetigen
Drehung mit einer zum Drehwinkel proportionalen Streckung aus dem Dreh- bzw. Spiralzentrum O.
Dabei geschieht die Drehung um eine Achse, die das Spiral- oder Streckzentrum O enthilt. Die
achsennormale Ebene 7 durch O wird als einzige Ebene in sich transformiert (ebene Spiralung mit
dem Spiralzentrum O). Die zylindrokonischen Spiralen sind die Bahnkurven stetiger rdumlicher
Spiralungen. Sie spielen damit eine dhnliche Rolle wie die gewohnlichen Schraublinien in der eu-
klidischen Geometrie. Verspiralt man nun eine beliebige Kurve, die nicht in 7 liegt, dann erhilt man
eine Spiralfiiiche.



Wie schon in [4] vermutet und durch die in [3] angestellten Untersuchungen bestitigt, ndhern Spiral-
flaichen die Gehduse von Schnecken und Muscheln mit hoher Genauigkeit an. Das betrifft zumindest

die Gehiuseform, sagt aber nichts tiber Wachstumspausen und -phasen aus.

FIG. 8. Links: Computergenerierte Muscheln und Schneckenhéuser, rechts: Wachstums-
marken oder Jahresringe auf einer Herzmuschel.
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