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What is a horocyclic product, and
how is it related to lamplighters?

Wolfgang Woess
TU Graz

This is a rather personal introductory outline of an interesting class of geometric,
resp. graph- & group-theoretical structures. After an introductive section about
their genesis, the general construction of horocyclic products is presented. Three
closely related basic structures of this type are explained in more detail: Diestel-
Leader graphs, treebolic spaces, and Sol-groups, resp. -manifolds. Emphasis is
on their geometry, isometry groups, quasi-isometry classification and boundary
at infinity. Subsequently, it is clarified under which parametrisation they admit
discrete groups of isometries acting with compact quotient. Finally, further de-
velpoments are reviewed briefly.

1 A problem on infinite graphs

In the mid-1980ies, in conversations with my colleagues at Leoben, I repeatedly
asked the following question:

Are there any vertex-transitive graphs that do not look like Cayley
graphs?

The drawback was that I didn’t see how to define “look like” rigorously. My eyes
were opened when I encountered GROMOV’s definition of quasi-isometry in [23],
resp. (more clearly) [24, 7.2.G].

Before proceeding, we should clarify the involved notions and start a preliminary
discussion. A graph will be written in terms of its vertex set X, which carries
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a symmetric neighbourhood relation ~. Thus, the edges are pairs [x,y] = [y,x],
where x ~ y, so that we allow loops [x,x], but no multiple edges. Usually, our
graphs will be infinite. The degree deg(x) of x € X is the number of neighbours.
Everbody is familiar with the concept of a path [xo,x;,...,x,] in a graph: one has
to have x; ~ x;_1, and the length of a path is its number of edges (here: n).

All our graphs will be connected (for all x,y € X there is a path starting at x
and ending at y) and locally finite (deg(x) < oo for every x). Being connected, X
becomes a metric space, where the graph distance d(x,y) is the minimal length of
a path from x to y.

An automorphism X is a self-isometry of (X,d). We write Aut(X) for the group of
all automorphisms of X. The graph is called vertex-transitive if for every x,y € X
there is g € Aut(X) such that gx = y. A large class of such graphs is provided by
groups: given a finitely generated group G (usually written multiplicatively) and
a finite, symmetric set S of generators, we can visualise G by its Cayley graph
X(G,S). TIts vertex set is X = G, and x ~ y if y = xs for some s € S (so that
y = xs~1). The group acts by automorphisms on X (G,S) via (g,x) — gx. The
most typical examples are

1. The Cayley graph of the additive group Z? with respect to S = {(%1,0),
(0,41) — this is the square lattice;

2. The Cayley graph of the free group [, on two free generators a, b with
respect to S = {a™!,h*!} — this is the homogeneous tree with degree 4.

See Figure 1. Furthermore, the homogeneous tree with arbitrary degree p 41 is
also the Cayley graph of the group (ay ,...ap41 : a2 = 1g).

%ﬂ,
<T> % F,
T

72 | I
%#’ Figure 1

There are vertex-transitive graphs which are not Cayley graphs. A finite example
is the well-known Petersen graph. From here one can of course construct infinite
examples (e.g. the Cartesian product of the Petersen graph with the bi-infinite
line). But there also are intrinsically infinite examples of non-Cayley vertex-tran-
sitive graphs. One of them is based on the following way of looking at trees,
which will play an important role later on: take the homogeneous tree T, with
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degree p + 1, but draw it differently, such that it “hangs down” from a point ® at
infinity. See Figure 2, where p = 2. That is, the tree is considered as the union
of generations (horizontal layers) — called horocycles — Hy, k € 7. Each Hy is
infinite, every vertex x € H; has a unique neighbour in Hy_ 1, its predecessor x™,
and p neighbours in Hy |, its successors. Thus, p is the branching number of T.
For x € T, we write h(x) = k if x € Hy, the Busemann function. An ancestor of x
is an iterated predecessor. Any pair of vertices x,y has a common ancestor v for
which h(v) is maximal. We write v = x A y. Also, we choose a root vertex o in
Hy.

Figure 2

Consider the group Aff(T) of all automorphisms g of T which preserve the prede-
cessor relation: g(x~) = (gx)~ for all x. It acts transitively. It is called the affine
group of the tree because it contains the group of all affine mappings & — af +
of the ring Q,, of p-adic numbers (field, if p is prime), where &, ., € Q, and o
is invertible, see CARTWRIGHT, KAIMANOVICH AND WOESS [11, §4]. In par-
ticular, Q, can be identified with the lower boundary 0*T, that we are going to
describe further below.

Next, we introduce the additional edges [x,(x~)~] for all x, see Figure 3. The
resulting graph is sometimes called the grandmother graph, which is suggestive
when one thinks of T as an infinite genealogical tree.

The point is that Aff(T) now becomes the full automorphism group of the grand-
mother graph.



Figure 3

(1.1) Claim. The grandmother graph is vertex-transitive, but not a Cayley graph
of some finitely generated group.

How does one prove that a given graph is or is not a Cayley graph?

(1.2) Criterion. Let X be a locally finite, connected graph and G be a subgroup
of Aut(X). Then X is a Cayley graph of G if and only if G acts on X transitively
and with trivial vertex-stabilisers.

Here the stabiliser of x € G is of course Gy = {g € G : gx = x}, and “trivial” means
that it consists only of the identity.

Now assume that a group of autmorphisms G acts transitively on the grandmother
graph. Then G < Aff(T). Let x be a vertex and y, z be two of its successors. Then
there must be g € G such that gy = z, so that g # id. But we must have gy~ = 7",
that is gx = x. Thus, Gy is non-trivial, which proves Claim 1.1.

However, everybody will agree that the grandmother graph looks (vaguely) like
the tree itself, which is a Cayley graph. So from the point of view of the initial
question, this is not yet a satisfactory example. Let us now come to the definition
of “look like”.

(1.3) Definition. Ler (X;,d;) and (X»,d,) be two metric spaces. A mapping @ :
X1 — X5 is called a quasi-isometry, if there are constants A > 0 and B > 0 such
that for all x,y; € X and x, € X3,

(i) da(x2,0X1) <B (quasi-surjective), and
1
(ii) Zdz((le ,0x2) — B < dy(x1,y1) <Adar(Qx1,0x2) — B (quasi-bi-Lipschitz).

If B =0, the mapping is called bi-Lipschitz.

Every quasi-isometry @ has a quasi-inverse ¢* : X, — X1, i.e., a quasi-isometry
such that @* @ and @@* are bounded perturbations of the identity on Xj, resp.
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X5 (i.e., the image of any element is at bounded distance). In particular, quasi-
isometry is an equivalence relation.

Any two Cayley graphs of a group with respect to different, finite symmetric sets
of generators are bi-Lipschitz. After being promoted by Gromov, the study of
quasi-isometry invariants of finitely generated groups has become a “big business”
which is at the core of what is since then called Geometric Group Theory (in good
part replacing the earlier name “Combinatorial Group Theory™).

The identity map on the vertex set is a bi-Lipschitz mapping between the grand-
mother graph and the tree, so that we have a non-Cayley vertex transitive graph
which is quasi-isometric with a Cayley graph. My question now could be formu-
lated rigorously as follows.

Is there a (connected, locally finite, infinite) vertex-transitive graph
that is not quasi-isometric with some Cayley graph?

I posed this question explicitly in [30] and [33] (published in 1990, resp. 1991).
This appeared to be a difficult problem, and I learnt that there has to be a positive
correlation between the difficulty of a mathematical question and the fame of the
person who poses it. Initially, geometric group theorists ignored my problem or
even made fun of it. However, in the world of Graph Theory, there is an exclusive
minority interested in infinite graphs, and in the mid-early 1990ies, DIESTEL AND
LEADER came up with a construction of a graph which they believed to provide
the answer to the question. This was what I later called the Diestel-Leader graph
DL(2,3), whose construction will be explained in a moment. However, it resisted
their and my efforts (as well as the efforts of several visitors of mine who were
involved in this discussion) to prove that it was indeed not quasi-isometric with
any Cayley graph. At last, in 2001, Diestel and Leader made their construction
and conjecture public without a proof [16].

Let us now describe the construction. We take two trees T, and T, with respective
branching numbers p and g (not necessarily distinct). We look at each of them as
in Figure 2, but the second tree is upside down. On each of them, we have the
respective Busemann function h. (We omit putting an index.)

(1.4) Definition. The Diestel-Leader graph DL(p,q) is

DL(p,q) = {(x1,x2) € T x Ty : h(x1) +b(x2) = 0},

and neighbourhood is given by

(x1,x2) ~ (y1,y2) <= x1~Yy1 and x2 ~ ;.



Thus, either x; = y; and y, = x, or vice versa.

To visualize DL(p,g), draw T, in horocyclic layers as in Figure 2, and right to it
T, in the same way, but upside down, with the respective horocycles Hy(T,) and
H_(T,) on the same level. Connect the two origins o1, 02 by an elastic spring.
It is allowed to move along each of the two trees, may expand infinitely, but must
always remain in horizontal position. The vertex set of DL(p,q) consists of all
admissible positions of the spring. From a position (xj,x2) with h(x;) +bH(x2) =0
the spring may move downwards to one of the g successors of x, in T,, and at
the same time to the predecessor of x; in T, or it may move upwards in the
analogous way. Such a move corresponds to going to a neighbour of (xj,x;).
Figure 2 depicts DL(2,2).

(O]

02

Q) .
Figure 4

We first explain that DL(p, q) is vertex-transitive, but when p # ¢, it is not a Cay-
ley graph. Recall the group Aff(T) of all automorphisms that preserve the prede-
cessor relation, where T = T, or = T,;. One easily verifies (se¢ CARTWRIGHT,
KAIMANOVICH AND WOESS [11]) that the mapping

@ Aff(T) = Z, P(g) = b(gx) —bh(x) (1.5)

is independent of x € T, and thus a homomorphism onto the additive group Z.
That is, every g € Aff(T) shifts the tree up or down by the vertical amount ®(g).
Now the following is not hard to prove.

(1.6) Proposition. The group

A=A(p.q) ={(g1,82) € Aff(T,) x Aff(Ty) : P(g1) + P(g2) = 0}
acts transitively on DL(p, q) by

(x1,x2) = (g1X1,82%2) -



If p # q, then this is the full automorphism group of DL(p,q), while when p = q,
then it has index 2 in the full automorphism group, which is generated by A4 and
the “reflection” (x1,x2) — (x2,X1).

(The vertex set of) DL(p, g) is the disjoint union of the horoplanes
Hi—x={(x1,x2) € T) x Ty :b(x1) =k, h(x2) = —k}

and every g = (g1,82) € A maps Hy i to H, _,,,, where m = k+®(g1).

(1.7) Lemma. If g # p then DL(p, q) is not a Cayley graph of some finitely gener-
ated group.

Proof. Suppose that g > p, and that G is any group of automorphisms that acts
transitively on DL(p,q). Consider the sets A = {(01,x2) : x, =0, } C Hyp and
B = {(x1,05) :x] =01} C Hi—1. Then |A| = ¢, |B| = p, and the subgraph of
DL(p,q) induced by A UB is the complete bipartite graph over A and B (there is
an edge between each element of A and each element of B). The set B consists of
all neighbours of A in H; _; .

For each x = (01,x;) € A there must be g, € G such that g.o = x, where 0 =
(01,02). Since G C A4, each g, sends every horoplane to itself, and preserves
neighbourhood. We conclude that each g, sends B onto itself. But since |B| < |A|,
there must be two distinct x,x’ € A and y € B such that g,y = g»y. Then g;l gy
stabilises y, although it is different from the identity. In view of Criterion 1.2,
DL(p,q) cannot be a Cayley graph of G. O

The last proof gives a clue why DL(p, g) should not be quasi-isometric with some
Cayley graph, when p # ¢: briefly spoken, our graph grows on the order of p” in
one vertical direction, and of order ¢" in the opposite direction.

The result was finally announced in 2007 by a group of quasi-isometry experts,
ESKIN, FISHER AND WHYTE [17], and the proof is contained in the first of the
two papers [18], [19] within a more general framework of quasi-isometry classi-
fication of structures whose construction is very similar to DL-graphs. Thus, at
last, my question made it to the Annals:

(1.8) Theorem. [18]. If g # p then DL(p, q) is not quasi-isometric with any finitely
generated group.



2 Horocyclic products

We now explain the first of the two notions of the title of this article. Let X be
a metric space. A level function or Busemann function is a continuous surjection
h:X — L, where L =R, or when X is discrete, resp. totally disconnected, L. = Z.
We write H; (I € L) for the associated level sets, i.e., the preimages under h of /.
We call them horocycles or horospheres.

Usually, our X will carry additional structure, and then the function f should be
adapted to that structure. If X is a (connected) graph, then it has to be a graph
homomorphism (neighbourhood preserving surjection) onto Z, the latter seen as
the bi-infinite line graph. In particular, edges of X are only allowed between
successive horocycles.

If X = G is a discrete (or more generally, totally disconnected) group, then we
will need f to be a group homomorphism onto Z, while if it is a connected locally
compact group, it has to be a (continuous) homomorphism onto R. (More general
choices of Abelian groups L also work, but will not be considered here.)

We refer to (X, h) as a Busemann pair over L, although this expression is justified
only in specific cases.

(2.1) Definition. Ler (X1 ,h1) and (X2 ,b2) be two Busemann pairs over the same
L. We shall commonly use the same symbol Y for both b;. The horocyclic product
of X1 and X3 is

Xi xp Xo = {(x1,x2) € X1 x X2 : h(x1) +b(x2) = 0}
(On some occasions it may be more natural to require that h(x;) — h(x2) =0.)

In general, X; xp X; is a topological subspace of the direct product space X; X X5 .
In the group case, it is a normal subgroup of the direct product. In the graph case,
as edges in the X; may occur only between successive horocycles, Xi X X3 is an
induced subgraph of the direct product of the two graphs. That is,

(x1,x2) ~ (y1,y2) <= xi~y; (i=1,2), and then

H(x1) —b(1) =bh(y2) —bh(x2) = £1.

(2.2) Remark. It may also be good to consider graphs as one-dimensional com-
plexes, where each edge is a copy of the unit interval. The graph metric extends
naturally to the interior points of the edges. If we have a Z-valued Busemann func-
tion b on the vertex set, and e = [x,y] is an edge with x € Hy and y € Hy, |, then we
can extend b to every interior point z € e: if d(z,x) =k € [0, 1), then h(z) =k + K.
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In this way, the Busemann function becomes R-valued, and the topology of the
resulting horocyclic product yields just the one-dimensional complex that one gets
from the graph construction with edges = intervals.

Three sister structures

We now consider three families of spaces. The fact that they share many com-
mon geometric features becomes apparent by realising that they all are horocyclic
products:

A. horocyclic product of two trees — Diestel-Leader graphs;
B. horocyclic product of a hyperbolic half-plane and a tree — treebolic spaces;

C. horocyclic product of two hyperbolic half-planes — Sol-groups, resp. man-
ifolds.

Thinking of a graph as a 1-complex as in Remark 2.2, our structures are 1-dimen-
sional in A, 2-dimensional in B, and 3-dimensional in C.

A. More on Diestel-Leader graphs

We start with some general observations. The automorphism group of any locally
finite, connected graph X carries the topology of pointwise convergence (on the
vertex set), and as such, it is a locally compact, totally disconnected group. See
e.g. TROFIMOV [31], or [33]. Let G be any closed subgroup of Aut(X) that acts
transitively. It has a left Haar measure Ag (unique up to multiplication with a con-
stant), and there is the modular function A defined by Ag(g) = Ag(Ug)/Ac(U),
where U C G is open with compact closure. Ag(g) is independent of the choice of
U, and we may take U = G,, the stabiliser of some vertex x. The group is called
unimodular when Ag = 1.

(2.3) Lemma. [29], [31]. If g € G and gx =y then Ag(g) = |G,x|/|G ol
A connected graph X with bounded vertex degrees is called amenable, if
inf{|oF |/|F|: F C X finite} = 0.

A non-amenable graph is sometimes called infinite expander. A locally compact
group is called amenable, if it carries a left-invariant mean m, that is, a finitely
additive measure that satisfies m(G) = 1 and m(gU) = m(U) for any g € G and
Borel set U C G. The follwing is due to SOARDI AND WOESS [30].



(2.4) Proposition. A vertex-transitive graph X is amenable if and only if some
(<= every) closed subgroup G of Aut(X) that acts transitively is both amenable
and unimodular.

We also note that a horocyclic product of two amenable groups is amenable, since
it is a subgroup of the direct product of the two groups. (Known fact: closed
subgroups as well as direct products of amenable groups are amenable.) Now it
is easy to see and well-known that Aff(T)) is an amenable group, see e.g. [34,
Lemma 12.14], and its modular function is Aagr(r,)(8) = p®©) . The group 4(p, q)
of Proposition 1.6 is the horocyclic product of Aff(T,) and Aff(T,) with respect
to the respective Busemann functions h(g) = ®(g), where @ is given by (1.5).

It is easy to compute the modular function of the group 4(p,q).

(2.5) Corollary. The modular function of the group A(p,q) is given by
Aa(g) = (q/r)™,

where ®(g) = ®(g1) = —P(g2) for g = 8182 € A(p. q)-
Thus, the group A(p,q) is unimodular, and the graph DL(p, q) is amenable if and

only if p=gq.

This leads to another view on the fact that DL(p, ¢) is not a Cayley graph when p #
g. Indeed, more generally, when p # ¢, then there cannot be a finitely generated
group of automorphisms that acts on DL(p, ¢) with finitely many orbits and finite
vertex stabilisers: such a group would have to be a co-compact lattice, i.e., a
discrete subgroup of 4(p,q) with compact quotient, which cannot occur in a non-
unimodular group. Further below, we shall see that when p = ¢, the Diestel-
Leader graph is a Cayley graph.

Regarding the quasi-isometry classification, we quote another result of ESKIN,
FISHER AND WHYTE.

(2.6) Theorem. [17]+[18]. DL(p,q) is quasi-isometric with DL(p’,q") if and only
if p and p' are powers of a common integer, q and q' are powers of a common

integer, and log p' /log p =logq' /loggq.

Another object whose description may be of interest is the geometric boundary at
infinity of DL(p, q).

For that purpose, we first need to describe the geometric boundary of an arbitrary
infinite, locally finite tree 7' (not necessarily homogenous). For any x,y in T,
there is a unique geodesic path T(x,y) = [xo,...,x,] such that d(x;,x;) = |i — j|
for all i, j. Analogously, a geodesic ray, resp. (two-sided) geodesic is an infinite
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path T = [xg,x1,x2,...], resp. T = [...,x_1,X0,X1,X2,...], such that d(x; ,x;) =
li — j| for all i,j. We think of a ray as a way of going to a point at infinity.
Then two rays describe the same point at infinity, i.e., they are equivalent, if their
symmetric difference is finite. This means that they differ only by finite initial
pieces. An end of T is an equivalence class of rays. The boundary 0T is the set
of all ends. For any x € T and & € dT, there is a unique geodesic ray m(x,&) that
starts at x and represents . For any pair of distinct ends &, 1, there is a unique
geodesic (&,M) =[...,x_1,%0,Xx1,X2,...] such that [xp,x_j,x_2,...] represents
& and [xo,x1,x2,...] represents 1.

We choose a reference point o € T and let |x| = d(0,x) forx € T. Forw,z e T =
T UJT, we define their confluent w A z with respect to o by

n(o,wAz) =7(0,w)N7(0,2).

This is a vertex, namely the last common element on the geodesices (o, w) and
7(0,z), unless w = z € dT. We equip T with the following ultra-metric.

*|W/\Z| f 7£
e , if zF#w,

Then 7 is compact, and 7 is open and dense. In the induced topology, a sequence
zn € T converges to & € 9T if and only if |z, A&| — co.
Back to T, we choose a reference end ® € 0T, and let 0*T), be the remaining
punctured boundary. In Figure 2, ® is at the top and 0*T), at the bottom. The
function b is indeed the Busemann function with respect to @ in the classical
sense: for any vertex x,
h(x> = hﬂé(d(x,y) - d(07y>) = d<x7x A 0) - d(o,x A 0)7

y—r
where (recall) x A o is the maximal common ancestor of x and o, see Figure 2. (It
is the confluent of x and o with respect to the end ® instead of the vertex o.)

In taking our two trees, we have two reference ends, ®; € BTI, and @, € aTq,
see Figure 4. Now we can describe the natural geometric compactification of
DL(p,q): itis a subgraph of T), x T, and the obvious geometric compactification
of the latter product space is T p X ’ﬁ‘q.

(2.7) Definition. The geometric compactification [/)I\_( p,q) is the closure of
DL(p,q) in T, x T,, and the boundary at infinity is

DL(p,q) = DL(p,q) \DL(p,q).
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We can imagine the boundary as a “filled ultra-metric 8”. It is

aDL(p.q) = (T, x {2} U ({m1} x T, ) .

The two pieces meet in the point (@ ,®;), see Figure 5.

4 .
. > hN . Figure 5

Here, the topology of the boundary dictates disk-like pictures of the two trees with
their boundaries, while Figure 2 is an upper-half-plane-like picture.

Let us clarify convergence to the boundary of a sequence x, = (xl,,,xz,n) €
DL(p,q) in the resulting topology. At least one of x; , and x; , has to converge
to a boundary point of the respective tree. If x;, — & € 0*T), then necessar-
ily x,, — @, whence x, — (§,®2). Analogously, if x;, = x; € T, for all
n > no, then necessarily x, , — @, whence X, — (x1,®;). In the same way, when
x4 — & € 0*T,, resp. x2,, = xp € T, for all n > ng, then x,, — (®1,&y), resp.
X, — (®1,x2). Finally, it is possible that x| , — ®; and x, , — ®, (for example
by staying on a fixed horizontal level). In this case, x,, — (®,®7).

To conclude this description of the geometry of DL(p, q), we display the formula
for the graph metric, due to BERTACCHI [6].

(2.8) Lemma. In DL(p, q),

d((x1,x2), (y1,y2)) =d(x1,y1) +d(x2,y2) — |b(x1) — h(x2)].

B. Treebolic spaces

Let H= {z € C:Imz > 0} be the upper half plane with the hyperbolic metric

121 — 22| + |21 — 22
21 = 22| — |21 — 22|

d(zl ,Zz) = log

12



Recall that geodesics (shortest paths) lie on semi-circles orthogonal to the real
axis, resp. vertical lines. The standard Busemann function with respect to the
upper boundary point 0o is z — log(Im z). In comparing with the tree, the sign
is reversed — it increases when going to 0. (This is related with the fact that the
real and p-adic absolute values of p", n € Z, have opposite behaviour.) Now we
rescale the Busemann function by choosing a real parameter g > 1 and setting
h(z) = by(z) =log,(Imz). Among the resulting horocycles, there are the ones
where h,(z) = k € Z, that is, Im z = g*. Drawing these in the upper half plane
yields to a picture to which we sometimes refer as sliced hyperbolic plane H,,
see Figure 6.

(0. @]
y=q
y=q
y=gq
y=1_ i
y=gq~
R ____________________________________________________

Figure 6

Now we look at the tree T, as in Figure 2, but upside down, so that @ is at the
bottom, and the tree branches upwards. As in Remark 2.2, we consider it as a
metric tree where edges are intervals of length 1, so that the Busemann function
of the tree becomes real-valued. Then we can consider the horocyclic product
with sliced hyperbolic plane. This is a situation where we pair points z € H, and
w € T, when h,(z) — h(w) = 0 with “—” instead of “+” because of the opposite
behaviour of the two functions mentioned above.

(2.9) Definition. For integer p > 2 and real g > 0, treebolic space is defined as
HT(p.q) = {3 = (w,z) € T, x Hy : h(w) = log,(Im z)}.

In these terms, treebolic space was introduced — with notation HT (g, p) and ele-
ments (z,w) in the place of (w,z) — by BENDIKOV, SALOFF-COSTE, SALVATORI
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AND WOESS [3] and studied in detail in [4]. Previously, HT(p, p) (with integer
p > 2) appeared in the work of FARB AND MOSHER [20], [21].

To visualise HT (p,q), Figure 7 shows a compact portion of that space in the case
where p = 2. To construct our space, we need countably many copies of each of
the lines Ly = {z € H: Imz = ¢*} and strips Sy = {z € H: ¢*"! <Imz < ¢'},
where k € Z. These copies are pasted together in a tree-like fashion. To each
vertex v of T, in treebolic space there corresponds the bifurcation line L, = {v} x
Ly, where k = h(v). Attached below to the line L, , there is the copy

Sy={(wz):we v ,v], z€5, h(w) =log,(Imz)}

of Sj.. Attached above L,, there are the strips S,,, where u ranges over the succes-
sor vertices of v (i.e., u™ = v).

S, u"=v

«~ L,

+~ S,

Figure 7

Thus, the sliced hyperbolic plane of Figure 6 is the front view of HT(p,q), while
the upside-down version of the tree of Figure 2 is the side view. In the latter
picture, every bi-infinite geodesic m(®,&), where & € 0*T,, is the side view of
one copy of H, . On each of those copies, we have the standard hyperbolic metric.
It extends to HT (p,q) as follows.

Let (wy,z1),(w2,22) € HT, and let v = w; A wy (confluent with respect to @, see
Figure 2). Then

du(z1,22), if thereis & € 0*T
with wi, w; € T(®,8),
min{dy(z1,2) +du(z,22) : 2 € Ly}
otherwise.

dut ((wW1,21), (W2,22)) = (2.10)

14



Indeed, in the first case, (wi,z1) and (w2,z2) belong to the common copy of
H, whose side view is n(®,&). In the second case, v is a vertex, and there are
€1,&> € 0*T such that &; A &, = v and w; € (v,;), so that our points above the
line L, on two distinct hyperbolic planes that are glued together below L, : it
is necessary to pass through some point (v,z) € L, on the way from (w;,z;) to
(w2,22). See Figure 8.

(w2,22)

L, Figure 8

Using this picture, one obtains an approximate analogue of Lemma 2.8.

(2.11) Lemma. [4]. For all (z1,w1), (z2,w2) € HT, with 8 = log(1++/2),

dut ((w1,21), (W2,22)) < dm(z1,22) + (logq) dr (w1, w2) — | Im z; — Im 25|
< dHT((Wl 7Z1)7 (W2 ,22)) +28.

Let us now describe the isometry group. We already know the group Aff(T,) of all
automorphisms of the tree that preserve the predecessor relation. (In terms of the
action on the boundary, this is the group of all automorphisms of the tree which
fix @.) On the other hand, consider the group of orientation-preserving isometries
of H which send the collection of all lines Ly to itself:

n

Aff(Hq):{g:<q0 ll)):nEZ,bE]R} actingby gz=¢"z+b, z€ H.

Left Haar measure dg and the modular function Aag (g, ) are given by

. I " b
dg=q "dndb and Apg,)(g)=q ", if gz(% 1). (2.12)

Here, dn is counting measure on Z and db is Lebesgue measure on R. We can
now consider the horocyclic product of Aff(T,) and Aff(H,). The following is
not hard to prove; see [4], where the group is called 4(q, p).
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(2.13) Theorem. The group

B = B(p,q) = {(81,82) € Aff(T,) x Aff(H,) :
log, Ang(t,)(&1) +10g, Angr(s, ) (82) = 0}

acts transitively on HT (p,q) by

(w,2) = (81w, 822).

It is the semi-direct product

R x Aff(T,)

with respect to the action
b q®8) b, gy € AfF(T,), bR,

and it acts on HT (p,q) with compact quotient isometric with the circle of length
logq. The full group of isometries of HT(p,q) is generated by B(p,q) and the
reflection

(w,x-i—zy) = (W,-X-i—ly)

As a closed subgroup of Aff(T ) x Aff(Hy), the group B(p,q) is locally compact,
compactly generated and amenable, and its modular function is given by

As(g1,82) = (p/q) .

Again, the full isometry group is non-unimodular and cannot have a discrete, co-
compact subgroup unless g = p.

Regarding the classification up to quasi-isometries, the following available result
is not as complete as Theorem 2.6 for DL-graphs.

(2.14) Theorem. [20]. Let p, p' > 2 be integers. Then HT (p, p) is quasi-isometric
with HT (p', p') if and only if p and p’ are powers of a common integer:

For the general case, there is the following working hypothesis, still to be veri-
fied:!

(2.15) Question. Let p,p’ > 2 be integers and q,q' > 1 real.

Is it true that HT (p,q) is quasi-isometric with HT (p’,q) if and only if p and p’
are powers of a common integer and log p’ /log p =logq’ /logq?

'T thank David Fisher for an exchange on this issue.
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Again, there is a natural geometric compactification. Recall that the the boundary
of His RU{oo} in the upper half plane model. The compactification H of H is
easier to visualise when one passes to the Poincaré disk model: it then is simply
the closed unit disk. The boundary point co then corresponds to the “North pole”
i (the imaginary unit), while R corresponds to the unit circle without i.

(2.16) Definition. The geometric compactification Iq?l'(p,q) is the closure of
HT(p,q) in T, x H,, and the boundary at infinity is

IHT(p,q) = HT(p,q) \HT(p,q).

Again, we can imagine the boundary as a “filled 8” as in Figure 5, but this time
the second of the two disks making up the “8” is a true unit disk: the boundary is

HT(p,q) = (Tp X {oo}) U ({m} x ﬁq) .

The two pieces meet in the point (®,00). Convergence of a sequence z, =
(Wn,zn) € HT(p,q) to the boundary is analogous to the case of DL (but re-
call that now the tree is a metric graph, so that convergence of a sequence to
a point in T does not require that the sequence stabilises at that point): When
wy, — w € TUI*T then necessarily z, — 0o, whence z, — (w,00). In the same
way, when z, — z € HUOJ"H, then z, — (®,z). Finally, it may also occur that
w, — ® and z, — 00, in which case z, — (®,00).

C. Sol-groups, resp. manifolds

We consider again the hyperbolic upper half plane H = {x+iw:x,w € R, w > 0},
but use a slightly different parametrisation and notation. The standard lengh el-
ement in the (x,w)-coordinates is w~2(dx? +dw?). We pass to the logarithmic
model by substituting z = logw, and in the coordinates (x,z) € R?, the length ele-
ment becomes e~ %dx? +dz>. Now we also change curvature to —p? by modifying
the length element into

ds® = dps2 — e g+ d?.

We write H(p) for the hyperbolic plane with this parametrization and metric and
x = (x,z) for elements of H(p), so that in the upper half plane model, x corre-
sponds to x + i e*.

The function h(x) = z is then (up to the scaling factor log p) the Busemann func-
tion with respect to the boundary point co. Thus, (]HI( p), f)) is a Busemann pair.
The affine group Aff(H(p)) = {g = (e(p)c “) :a,c € R} acts on H(p) by g(x,z) =
(eP°x+b,a+ z) as an isometry group. It modular function is A,(g) = e~ 7.
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(2.17) Definition. For p,q > 0, the horocyclic product of H(p) and H(q) is the
manifold
Sol(p,q) = H(p) xy H(q).
Topologically, it is R3, but the length element in the 3-dimensional coordinates
(x,v,2) is
ds* = dy 45 = e P dx® + T dy* +d7?,

with the procjections (x,y,z) — (x,z) € H(p) and (x,y,z) — (y,—z) € H(q).

It is harder to draw a reasonable picture than in the case of two trees. On should
imagine to replace the two trees in Figure 4 by two hyperbolic (upper half) planes,
where the second one is upside down.

Regarding the analogues of lemmas 2.8 and 2.11, so far only the following in-
equality has been proved, see BROFFERIO, SALVATORI AND WOESS [8].

(2.18) Lemma. [8, Proposition 2.8(iii)]. If (x1,y1,21), (x2,y2,22) € Sol(p,q),
then
dsol ((x1,y1,21), (x2,¥2,22))
<dpp ((x1,21), (¥2,22)) + ) (v1,—21), (2, —22)) — 21 — 22] -

It is an open (probably not too hard) exercise to derive a matching upper bound of
the form ds, ((xl V1,21), (22, )2 ,12)) + const.

In the case of Sol, the analogue of the isometry groups A(p,q) for DL, resp.
B(p,q) for HT is Sol itself. But in order to keep this analogy in mind, and also
because we want to think of space and isometry group separately, we write S(p,q)
for the corresponding Lie group.

(2.19) Facts. The Lie group

e’ a 0
5:5(p7q):{g: 0O 1 O , a,b,cER}
0 b ¥

can be identified with Sol(p,q), such that g as above corresponds to (a,b,c).
The (isometric, fixed-point-free) action on Sol(p,q) (or equivalently, the group
product) is given by

(a,b,c) ’ (X,y,z) = (epcx+a>e_qCY+byc+Z) .

The group is the horocyclic product of the two affine groups Aff(H(p)) and
Aff(H(q)), consisting of all pairs (g1,82) in the product of those two groups
which satisfy

log,Ap(g1) +1log,Ay(g2) =0.
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The modular function is

e’ a 0
A50|(p7q)(g):e(q_p)c, when g=|0 1 O
0 b e 4

Again, there is no co-compact lattice in §(p, g) unless p = g. Regarding the quasi-
isometry classification, we have the following analogue of Theorem 2.6.

(2.20) Theorem. [17]+[18]. Sol(p,q) is quasi-isometric with Sol(p’,q") if and
onlyifp'/p=4'/q.

Once more, there is a natural definition of the boundary of Sol(p,g) when we
consider our manifold as a subspace of H(p) x H(g). The boundary of H(p) is
the upper boundary point oo together with the real line at the bottom of the upper
half plane, while in the logarithmic model, the real line sits at z = —o. Anyway,
it is better to think of the Poncaré disk and its compactification ]ﬁl( p) as a closed
disk (with the proper scaling of the metric in view of the curvature parameters).

(2.21) Definition. The geometric compactification §g|(p,q) is the closure of
Sol(p,q) in H(p) x H(q), and the boundary at infinity is

3Sol(p,q) = Sol(p.q) \ Sol(p,q).

The boundary looks once more like in Figure 5, but this time, both halves of the
“8” are true full unit disks. This time, we omit the description of convergence to
the boundary, which is completely analogous to DL and HT.

At last, we mention the work of TROYANOV [32], who has given a careful descrip-
tion of various features of the geometry of Sol(1,1). This includes, in particular,
the visibility boundary. Briefly spoken, it consists of those boundary points which
can be “seen” from the chosen origin (reference point) in our space as the limit
of a geodesic ray that starts at the origin and converges to that boundary point. In
case of Sol(p,q), as a subset of the geometric boundary, the visibility boundary
is the “8” without its interior points and without the point where the two circles
meet. Note that this is not the same as in the visibility metric (where distance
between geodesics is distance in unit sphere between their tangent vectors at 0)
referred to in [32].> The visibility boundary is completely analogous for DL(p, q)
and HT (p,q).

In this section, we have undertaken an effort to underline a variety of common

°I thank Jeremie Brieussel for an exchange on this issue.
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geometric (resp. group-theoretic) features of DL, HT and Sol which become clear
thanks to visualising these spaces as horocyclic products.

3 Lamplighters and other discrete subgroups

We now come to the second question of the title of this article. So far, we have
seen that when p # ¢, then none of the groups 4(p,q), B(p,q) and S(p,q) can
contain co-compact lattices (discrete subgroups with compact quotient), and in
particular, DL(p,q) is far from even resembling a Cayley graph. What happens
when p =¢g?

During a visit of Roggi Moller (Reykjavik) to Graz in 2000, we had discussed but
not succeeded to prove that DL(p,q) is not quasi-isometric with a Cayley graph.
Shortly later, he sent me a letter (at that time, still on paper & by classical mail!)
telling that in discussions with Peter Neumann they had realised that DL(p, p) is
a Cayley graph. Later we realised that this was the lamplighter group over Z.

Let us start with an explanation in terms of graphs. Consider a finitely generated
group G (resp., for a picture, one of its Cayley graphs). Imagine that at each
group element (vertex) there is a lamp. Each lamp can be in p different states
(off, or on in different colours or intensities) which are described by the set Z), =
{0,...,p — 1} — the cyclic group of order p. (We might take any other finite
group.) We think of G, resp. its given Cayley graph, as a street network, and
imagine a lamplighter walking along. Initially, all lamps are off (state 0), and at
each step the lamplighter can choose or combine the following actions: walk from
a crossroad (vertex) to a neighbouring one, and/or modify the state of the lamp at
the current position. After a finite number of steps, only finitely many lamps will
be on. To encode this process, we have to keep track of

o the current position of the lamplighter — an element g € G (graph vertex),
and
e the current configuration of lamps — a function 1| : G — Z,, with finite sup-

port {x:n(x) # 0}.

Let € be the collection of all finitely supported configurations. It is a group with
respect to elementwise addition mod p. We have to consider all pairs (1, g), where
g € Gandn € €. Now every g € G acts on € by L,n(x) = (g~ 'x). Thus, we

have a semi-direct product, called the wreath product
ZpG=E€xG, (M,g)(M,¢)=Mm+Len' gg).
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The same works when Z,, is replaced by any other group H, in which case the
above addition mod p should be replaced with elementwise group operation in
H. Below, we shall always have G = Z, in which case, for k € Z, we have of
course Lin(x) =n(x—k), and (n,k)(n', k") = (M + L',k +k’). Wreath products
are nowadays often called lamplighter groups, in particular when the base group
1s G =7.

The following figure illustrates an element of 7, Z: the configuration 1 is = 1 at
the es, and the lamplighter stands at the o.

o . o o o P N —— Figure 9

We now explain the correspondence between the lamplighter group Z, ! Z and
the graph DL(p,p). For this purpose, let us again look at Figure 2. Given any
vertex of T, we can label the edges to its successors from left to right with the
digits 0,...,p—1 (0,1 in Figure 2). We let ¥, be the collection of all sequences
(6(n)), -, With finite support {n: 6(n) # 0}. With a vertex x we can then associate
the sequence G, € £, of the labels on the geodesic 7(®,x) coming down from ®.
Given 6 € X, and k € Z, there is precisely one vertex x on the horocycle Hy such
that 6, = ©. In other words, we have a bijection

T < X,xZ, where x> (Oyk)

For example, the vertex x in Figure 2 corresponds to (c,k), where k = 0 and
6 =(...,0,0,0,1,1). In the above identification, the predecessor vertex of any
(0,k) is (0',k— 1), where 6’(n) =o(n—1) forall n < 0.

Now let (n,k) € Z,1Z. We split 1 at k by defining ; = N|(_w » and ;7 =
n|[k+ 1,e)» both written as sequences over the non-positive integers which belong
toX,:

N = (n(k+n))n§0 and m; = (M(k+1 _n))n§0'

Then x; = (M, ,k) and x, = (1, —k) are vertices, one in each of the two copies
of T, that make up DL(p, p). This yields the correspondence between (the vertex
set of) DL(p, p) and the lamplighter group Z,Z. It is a rather straightforward
exercise to work out that under this identification, our group acts transitively and
without fixed points on DL(p, p) and that the action preserves the neighbourhood
relation of the graph. See [35], where this is explained in more detail.

For k € Z and ¢ € Z,, let 8£ € € be the configuration with value ¢ at k and 0
elsewhere. Then we can subsume the preceding explanations as follows.
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(3.1) Proposition. The lamplighter group 7,1 7. embeds as a discrete, co-compact
subgroup into the group A(p,p) of Proposition 1.6. The Diestel-Leader graph
DL(p, p) is the Cayley graph of the lamplighter group with respect to the symmet-
ric set of generators

{(85,1), (85, —1): L€ Zy}.

This means that the actions of the lamplighter that correspond to crossing an edge
in DL(p, p) are: “either make first a step to the right and then switch the lamp at
the arrival point to any of the possible states, or else first switch the lamp at the
departure point to any of the possible states and the make a step to the left.”

Regarding treebolic space and the group B(p, p) of Theorem 2.13, we have the
following.

(3.2) Proposition. For integer p > 2, the Baumslag-Solitar group

BS(p) = {(p(;” k/lpl) k,lm e Z} — (a,b|ab=b"a)

embeds as a discrete, co-compact subgroup into the group B(p,p).

We omit the explanation; see [20], and in more detail & closer to the spirit of the
present survey, [4, §2].

Finally, we consider the Sol case and exhibit discrete, co-compact subgroups of
S(p,p). We include an explanation because this is so obvious to the specialists
that it is not too easy to find in the relevant literature.

Let A = (‘C’ 3) € SLy(Z), an integer matrix with determinant 1. We require that
it has trace a +d > 2. Thus, it has eigenvalues AL = A(A) > 1 and 1/A. Then A
induces an action of Z on Z2, such that m € Z acts by

(7))

This gives rise to the semi-direct product group

k
72 47 = A" I: k1 7Z
AL = cklmeZy. (3.3)
0 0 1

We can find a matrix ((; g) € SL(R) that diagonalises A, that is,

(8668
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If we move the lattice Z? by that matrix, then we end up in S(p, p), where p =
logA. Indeed, conjugating with the matrix

oa 0 P
B=|y 0 o ,
010
we compute
am K e’ Sk—PBl 0
B! 1|B=1| 0 1 0
0 0 1 0 —vk+oal e P

Note that (?{L g) and p cannot be chosen independently. Again, we subsume.

(3.4) Proposition. For any matrix A € SLy(7) with trace > 2, the group 7> x4 7.
of (3.3) embeds isomorphically into S(p,p) as a discrete, co-compact subgroup,
where p =1og\, and A is the eigenvalue of A with A > 1.

Thus, the group acts on Sol(p, p) with compact quotient.

4 Further developments

My own interest focusses on issues like random walks on graphs and groups,
the associated harmonic functions and the spectral theory of the corresponding
transition operators, resp. adjacency matrices. In case of non-discrete structures,
it is natural to replace random walks with variants of Brownian motion. What
makes me most happy is when I can use a good understanding of the geometry of
the given structure to derive results in this direction.

Lamplighter groups have been of increasing interest in the context of random
walks since their first appearance in this field of research in the seminal paper
by KAIMANOVICH AND VERSHIK [27]. Currently, insertion of the word “lamp-
lighter” in MathSciNet yields a response of 44 articles.

Realising the classical lamplighter groups Z,!Z in terms of DL graphs enhanced
the interest to study random walks on DL(p, ¢) for arbitrary integers p,q > 2. The
asymptotics in space and time of random walks on DL(p, g) were first studied by
BERTACCHI [6].

Regarding random walk on Z, ¢ Z — corresponding to simple random walk on
DL(p, p) — without using the DL description, GRIGORCHUK AND ZUK [22] were
the first to show that the spectrum is pure point, when p = 2, then generalised to
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arbitrary p by DICKS AND SCHICK [15]. While pure point spectrum (that is, the
given self-adjoint operator admits a complete orthonormal system of — typically
finitely supported — eigenfunctions) is familar in the context of fractals, this was
the first example of this type regarding an infinite, finitely generated group. Using
the horocyclic product structure, BARTHOLDI AND WOESS [2] provide a direct,
explicit construction of the spectrum of A-invariant nearest neighbour random
walk on arbitrary DL(p,q). It is again pure point, and it can be used to determine
the exact asymptotics of return probabilities (see also REVELLE [28] for these
asmyptotics on the lamplighter group).

The other issue that could be treated in a rather complete way by using the horoy-
cyclic product geometry concerns positive harmonic functions and the Martin
boundary, see BROFFERIO AND WOESS [35], [9], [10].

A very similar approach, though comprising several different technical details,
applies to Brownian motion on the two sister structures, Sol and HT — with in-
creasing level of difficulty. For those two, spectrum as well as Martin boundary
are not yet determined rigorously, although the DL case of [9] leads to very clear
ideas how the Martin compactification should look like: in the drift-free case it
should be the respective geometric compactification, as described in §2, while
otherwise it should be its refinement in terms of horo-levels; compare with [9].
One should also mention here the recent work on the harmonic measure of dis-
crete time random walks on Sol(1,1) by BRIEUSSEL AND TANAKA [7].

While Sol has a smooth structure, treebolic space has singularities along all the
bifurcation lines. This makes the rigorous construction of a Laplace operator (with
vertical drift term) and the associated Laplace operator considerably harder, see
[3]. Once this is achieved, still with some additional difficulties in view of the
spatial singularities, one can proceed in a similar spirit as for random walk on DL-
graphs. The results on HT(p,¢) concern once more rate of escape, central limit
theorem, convergence to the boundary and positive harmonic functions. See [4],
[5].

One common feature in all three cases is that every positive harmonic function f
for the respective transition, resp. Laplace operator decomposes as

fxr,x2) = filx1) + fa(x2),

where x| and x; are the “coordinates” (with h(x;) & h(x2) = 0) in the two factors
of the horocyclic product, and each f; is a non-negative harmonic function for the
projection of the respective operator on the respective factor in that product.

Of course, there are more general types of horocyclic, resp. horospherical products
than the tree sister structures of §2. One is the horocyclic product of more than
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two trees,

DL(pl,...,pd):{(xl,...,xd)GTI,] ><~'~><Tpd:f)(xl)—f—"-—f—f)(xd):()},

equipped with a suitable neighbourhood relation. Automorphism group, spec-
trum, Poisson boundary and other issues have been studied by BARTHOLDI,
NEUHAUSER AND WOESS [1]. Again, the spectrum is pure point, and again,
DL(p1,...,pq) is not a Cayley graph when the p; do not coincide. For three trees,
DL(p, p,p) is a Cayley graph of a finitely presented lamplighter-like group that
has also been studied by CLEARY AND RILEY [12]. (The dead-end property stud-
ied in that paper and its predecessor by CLEARY AND TABACK [13] becomes
immediately clear when one realises these groups in terms of DL graphs.) For
d > 4 factors, in [1] a large number of cases is determined where DL(p,...,p) is
a Cayley graph. The smallest case when this is not known is DL(2,2,2,2), while
DL(p, p, p, p) is shown to be a Cayley graph for all odd p > 3.

Given a tree with degree p + g, where p,q > 2, one can draw it such that every
vertex has p predecessors and g successors. It also has a natural level function
b, which in reality is not the Busemann function with respect to some bound-
ary point. One can then consider the horocyclic product with “sliced” hyperbolic
plane H, (where 1 < r € R) to obtain a version of treebolic space where the strips
ramify in both vertical directions. When p and ¢ are relatively prime and r is cho-
sen appropriately, the non-amenable Baumslag-Solitar group (a,b | ab? = bP a)
acts on that horocyclic product as a discrete isometry group and with compact
quotient. This fact is used by CUNO AND SAVA [14] in order to determine the
Poisson boundary of random walks on that group.

Finally, KAIMANOVICH AND SOBIECZKY [25], [26] have constructed horocyclic
products of random trees and studied random walks in the resulting random envi-
ronment.

Many further interesting classes of horocyclic, resp. horospherical products are at
hand and waiting for future exploration. In conclusion, let me come back to a new
formulation of the question posed at the beginning, apparently still open:

Is there a (connected, locally finite, infinite) vertex-transitive graph

with unimodular automorphism group that is not quasi-isometric with
some Cayley graph?
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Mathematik UND Musik?

Personliche Ansichten zu einer schwierigen Beziehung

Christian Krattenthaler

Universitiat Wien

Dies ist die (etwas erweiterte) Niederschrift eines Vortrags, den der Autor am
16. Mai 2013 im math.space im MuseumsQuartier in Wien gehalten hat.” Da die
eigenhdndig am Klavier ausgefiihrten Stiicke auf bedrucktem Papier nicht wieder-
zugeben sind, gibt der Autor fiir jedes dieser Stiicke einen Horhinweis.

Praambel
(Robert SCHUMANN (1810-1856): ,Aveu* aus Carnaval op. 9) !

Mathematik und Musik — Betonung auf und — Fragezeichen, das ist unser heutiges
Thema. Um hier einen Einstieg zu bieten: Wenn ich in ein Gesprich verwickelt
bin, und mein Gesprichspartner herausfindet, dass ich einerseits Professor fiir Ma-
thematik an der Universitdt Wien bin und andererseits einmal in einem friiheren
Leben Konzertpianist war, dann passiert es mir oft, dass mein Gegeniiber spontan
ausruft:

»Mathematik und Musik, das liegt ja ganz nah beieinander!*
Ich pflege darauf zu antworten:

JIst das wirklich so?*

“Ich bedanke mich zutiefst bei Theresia Eisenkolbl, die die Computerprisentation fiir diesen
Vortrag angefertigt hat, von der einige Teile in diesen Artikel Eingang gefunden haben. Grofer
Dank gilt auerdem Reinhard Winkler fiir eine sorgfiltige Lektiire einer ersten Version und fiir
zahlreiche Korrekturen und einsichtsvolle Anregungen.

Tch habe nichts, was mich wirklich iiberzeugt, auf YouTube gefunden. Tal-Haim Samnons
Darstellung (http: //www.youtube . com/watch?v=EN2gUDaHqvo) trifft den Charakter, ist aber stel-
lenweise doch ein wenig zu gedehnt.
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Was will ich damit sagen? Um ehrlich zu sein: Ich hatte immer schon grof3e
Schwierigkeiten beim Thema ,,Mathematik und Musik*, ndmlich wenn man Ma-
thematik und Musik zusammenbringt, in Verbindung setzt, oder auch nur nach
Verbindungen sucht. Ja, es stimmt, Tone und Intervalle gehorchen aufgrund von
physikalischen Gesetzen strengen mathematischen Regeln; aber ist das jetzt eine
Verbindung zwischen Mathematik und Musik? Ja, es stimmt auch, dass Johann
Sebastian Bach hiufig Zahlen in seine Kompositionen gewoben hat.> Aber ist das
jetzt Mathematik? Es stimmt ebenfalls, dass Kompositionen oft sehr komplex ge-
baut sind, komplizierte Formen aufweisen. Aber ist das jetzt Mathematik in der
Musik? Wenn umgekehrt Mathematik — ich meine hier Struktur — in der Musik
das ﬂbergewicht bekommt, wie etwa in der Seriellen Musik, wo ja alle Parame-
ter — also Tonhohe, Rhythmus, Lautstirke, u.s.w. — strengen Regeln unterworfen
werden, 1st das dann noch Musik?

Um es ohne Umschweife zu bekennen: Ich kann keine direkten, substantiellen
Verbindungen zwischen Mathematik und Musik erkennen. Insbesondere habe
ich noch nie verstanden, was Mathematik etwa mit jener beriihrenden Liebes-
erklirung > Robert Schumanns — vermutlich an seine geliebte Clara —, die ich ein-
gangs gespielt habe, zu tun haben soll. Wenn Sie also gekommen sind, um meine
Antwort auf die Titelfrage zu horen: Hier ist sie! Sie konnten dann getrost nach
Hause gehen. Das wiire natiirlich erstens zu billig und zweitens hitten wir dann
noch nicht eine zweite Frage beantwortet.

Lassen Sie mich ein wenig ausholen. Vor nicht allzu langer Zeit sprach ein promi-
nenter Besucher zum Dekan der Fakultit fiir Mathematik der Universitit Wien:

“I hear that you are chairing a department of pianists!”

Was wollte der Besucher damit sagen? Wenn man sich die Mitglieder der Fakultt
fiir Mathematik — der ich auch angehore — ansieht, dann ist es in der Tat bemer-
kenswert, wie viele davon begeisterte Pianisten sind. (Der Dekan ist im Ubrigen
einer davon.) Dariiber hinaus gibt es andere, die andere Instrumente spielen, es
gibt solche, die passionierte Chorsinger sind, und es gibt weitere, die zwar kein
Instrument spielen oder singen, aber dafiir begeisterte Opern- und Konzertbesu-
cher sind. Kurzum, der Anteil der Mitglieder der Fakultit, die eine grole Affinitét

%Es ist etwa gut belegt (siehe etwa: Ludwig Prautzsch, Die verborgene Symbolsprache Johann
Sebastian Bachs, Band 1: Zeichen- und Zahlenalphabet der kirchenmusikalischen Werke. Merse-
burger, Kassel 2004), dass Bach in seinen Passionen Nummern von Psalmversen an den Stellen,
wo diese vorgetragen werden, hineingearbeitet hat. Das bleibt aber einem Horer verborgen, denn
das lésst sich nicht ,,heraushoren; das ldsst sich nur durch intensives Partiturstudium nachweisen.
Dies ist also gewissermallen eine ,,FleiBaufgabe®, die Bach sich hier auferlegt hat.

Die Zahl, die in Bachs Werk die groBte Rolle spielt, ist die Zahl 14. Sie ist gewissermaflen Bachs
Signatur (so wie Maler ihre Bilder signieren). Die Zahl 14 ist ndmlich die Summe der Stellen, die
die Buchstaben B, A, C und H im Alphabet einnehmen, also 2+ 143 + 8 = 14. So ist etwa die
Anzahl der Nummern im ,,Musikalischen Opfer gerade 14 (so man richtig zéhlt: Einer der Kanons
lasst sich auf zwei verschiedene Arten ausfiihren).

3,,Liebeserkléirung“, das ist die Bedeutung des franzdsischen Wortes “aveu”.
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zu Musik haben, ist iiberproportional hoch. Dasselbe gilt, wenn man andere Ma-
thematikinstitute ansieht. Reinhard Winkler etwa, der Organisator dieser Vortrags-
reihe, arbeitet an der TU Wien und er ist ebenfalls ein passionierter Klavierspieler.

Umgekehrt ist es auch iiberraschend, zu sehen, wie viele Musiker auch eine Af-
finitdt zur Mathematik haben. Prominentestes Beispiel dafiir ist sicher der blut-
junge Pianist und Komponist Kit Armstrong, der bekanntlich Schiiler von Alfred
Brendel in London war, und der so nebenher auch ein Mathematikstudium an der
Université “Pierre et Marie Curie” in Paris absolviert hat. Die Frage, die sich hier
also stellt, ist:

,Wieso gibt es so viele Mathematiker, die auch eine starke Affinitdit
zur Musik haben, und wieso gibt es so viele Musiker, die auch eine
starke Affinitdt zur Mathematik haben?*

Auf einer oberflachlichen Ebene konnen wir diese Frage auch so formulieren:

,Wie stellen wir uns den typischen Mathematiker — also den typischen
scharfen Denker, Intellektuellen — vor?*

Ich wiirde sagen, dass die Portraits in Abbildung 1 das vorziiglich treffen. Sie
geben mir doch recht, oder? Wir konnen die Gegenprobe machen:

,Wie stellen wir uns den typischen Musiker — also den typischen sen-
siblen Kiinstler — vor?*

So wie die Portraits in Abbildung 2, nicht wahr?

Fiir diejenigen, denen die Namen ,,Wiles* und ,,Perelman‘ nicht so geldufig sein
sollten, sollte ich vielleicht erkldren: Andrew Wiles, britischer Mathematiker, ist
beriihmt dafiir, dass er ein 300 Jahre altes Problem, das unter dem Namen ,,GrofSer
Fermatscher Satz* bekannt ist, gelost hat. Wir werden gleich noch mehr dartiber
horen. Auf der anderen Seite ist Grigori Perelman, russischer — sehr exzentrischer
— Mathematiker, beriihmt dafiir, dass er eine 100 Jahre alte Vermutung von Henri
Poincaré iiber vierdimensionale Geometrie bewiesen hat.

Bevor wir an die Beantwortung der obigen Frage schreiten, sollten wir vielleicht
zuerst genau festmachen, woriiber wir eigentlich reden. Ich bin ja Mathematiker,
und in der Mathematik miissen alle Dinge zuerst genau definiert werden, bevor
man dariiber reden kann. Was also ist die Definition von Mathematik, was ist die
Definition von Musik?

Musik ist ... entsteht ... kommt zustande, wenn Tone erklingen ... wenn Tone
und Gerdusche — Gerdusche darf ich nicht vergessen! — wenn also Tone und
Geriusche erklingen, und im Zusammenklang . ..

Ich sehe schon, das wird nichts. Machen wir doch etwas Leichteres! Mathematik
— das ist doch simpel: Mathematik ist ... Rechenkunst. Mathematik beschiftigt
sich mit Zahlen, ... geometrischen Objekten, ... abstrakteren Objekten — wie
etwa Verkniipfungsgebilden und dergleichen — und ...
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4

Gustav Dmitri Arnold )
Mahler Schostakowitsch Schonberg Abbildung 1

Nein, so geht das nicht!

Eigentlich ist es vollig idiotisch, was ich hier tue. Heutzutage zerbricht man sich
nicht mehr selbst den Kopf, heutzutage gibt es Wikipedia! Was sagt also Wikipe-
dia zu Musik?*

Musik ist eine organisierte Form von Schallereignissen. Zu ihrer Er-
zeugung wird akustisches Material — Tone und Gerdusche innerhalb
des fiir den Menschen horbaren Bereichs — [... ] vom Menschen ge-
ordnet.

Na ja. Ich wiirde sagen: Nicht ganz falsch ... Aber liberzeugend ist das nicht.
Was meint Wikipedia zu Mathematik??

Mathematik ist das abstrakte Studium von Themen, die Grifse, Struk-
tur, Raum, Verdnderung und andere Eigenschaften umfassen.

Ist das wirklich Mathematik?

Was will ich mit dieser einigermaBen tolpatschigen Ubung beweisen? Es ist selbst-
verstindlich unmoglich, genau zu sagen, genau zu definieren, was Musik ist, und
ebenso unmoglich ist es, genau zu definieren, was Mathematik ist (auch wenn das
fiir Mathematiklaien ein wenig komisch anmuten mag). Gut so!

Trotzdem kann ich genau sagen, was ich meine, wenn ich hier von Musik, wenn
ich hier von Mathematik spreche. Wenn ich hier von Musik spreche, dann meine
ich die Kunstform Musik; Kunst will etwas ausdriicken, Musik will durch Tone
und Geridusche etwas an den Zuhorer iibermitteln, etwas an das Publikum wei-
tergeben. Um das ganz klar festzumachen: Wenn ich ein paar Tasten am Klavier
zufillig driicke und vielleicht dann den Klavierdeckel zuknalle, dann waren das
ein paar Tone und ein Gerdusch. Das war keine Musik; das hat nichts ausgesagt,
und das wollte auch nichts aussagen.

4http: //de .wikipedia.org, Stand 16. Mai 2013.

Shttp://en.wikipedia.org, auf Deutsch iibersetzt; Stand 16. Mai 2013.
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Wenn ich hier von Mathematik spreche, dann meine ich die Wissenschaft Ma-
thematik; es geht also darum, Neues zu entdecken, mathematische Probleme zu
16sen, mathematische Phinomene zu untersuchen und die Struktur und Zusam-
menhinge dahinter zu ergriinden. Um auch das ganz klar festzumachen: Was wir
in Abbildung 3 sehen, das sind Zahlen und ein paar Symbole, das ist keine Ma-
thematik.

Ich kann jetzt genau erkldren, was meine Schwierigkeiten beim Thema ,Mathe-
matik und Musik* sind. Wenn Bach Zahlen in seine Kompositionen einarbeitet,
dann sind das Zahlen, keine Mathematik. AuBBerdem tun diese Zahlen nichts fiir
die Aussage des Werks, wie sie an das Publikum transportiert wird. Wenn Kompo-
sitionen komplexe Formen aufweisen, dann ist das aus der Sicht der Wissenschaft
Mathematik entweder banal oder iiberhaupt uninteressant. Wenn die Mathematik
— Struktur — in der Musik Uberhand gewinnt — wenn wir also im Extremfall einen
Computer programmieren, damit er Tone produziert (,,komponiert*), und dann
gespannt warten, was da herauskommen wird, dann werden Tone herauskommen,
keine Musik. Das wird nichts aussagen. Was die Musik fiir die Mathematik tun
soll, ist sowieso vollkommen unklar. ® Ich betrachte also nicht die Frage nach Ver-
bindungen zwischen Mathematik und Musik als die interessante Frage, sondern
jene zweite Frage:

,Wieso gibt es so viele Mathematiker, die auch eine starke Affinitdt
zur Musik haben, und wieso gibt es so viele Musiker, die auch eine
starke Affinitdt zur Mathematik haben?“

Um es gleich vorwegzunehmen, die These, die ich hier vertreten werde, ist: Bei-
des,

Mathematik UND Musik sind etwas fiir Herz UND Hirn.

Wenn man davon absieht, dass die Rekonstruktion und Analyse von Tondokumenten sehr in-
teressante und herausfordernde mathematische Probleme stellt, sieche etwa: A. Boggess und F. Nar-
cowich, A first course in wavelets with Fourier analysis, zweite Auflage, John Wiley & Sons, Inc.,
2009. Aber auch hier handelt es sich um keine echte substantielle Beziehung oder Verbindung zwi-
schen Mathematik und Musik: Die Substanz liegt hier zur Ginze auf der Seite der Mathematik,
die Musik als Kunstform wird hier nicht tangiert.

Man konnte in diesem Zusammenhang auch daran denken, dass es einige Kolleginnen und
Kollegen gibt, die scheinbar bessere Einfille haben, wenn sie nebenbei Musik laufen lassen. Ich
gehore nicht zu jenen: Schlechte Musik drgert mich, und gute Musik, die zieht mich in ihren Bann,
da muss ich zuhoren, da kann ich nicht gleichzeitig tiber Mathematik nachdenken. In jedem Fall
ist das doch ein wenig weit hergeholt .. .

Am nichsten zu einer echten Verbindung von Mathematik und Musik kommen die Forschungen
Gerhard Widmers (auch wenn seine Arbeit mehr der Kiinstlichen Intelligenz zuzurechnen ist; sie-
he http://www.cp. jku.at/people/widmer/), der etwa unter Zuhilfenahme von mathematischen
Modellen interpretatorische Eigenarten von Pianisten untersucht oder auch versucht, Computern
beizubringen, Notentexte agogisch — das heif3it: im Ablauf — ,richtig“ — auf einem Klavier wieder-
zugeben. Er ist sich aber selbst der Grenzen solcher Untersuchungen und Experimente bewusst,
wenn auch heute nicht klar ist, wo genau diese liegen.
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Andrew Wiles Grigori Perelman Abbildung 2

Vielleicht ist es ja so, dass es in unserem Hirn eine Region gibt, die besonders re-
soniert — anspricht —, wenn Emotion und Verstand zusammenkommen, eine Sym-
biose eingehen. Vielleicht liefert das die Erklidrung fiir das Phéanomen, das durch
die obige Frage angesprochen wird. Ich werde im Folgenden versuchen, diese
These mit Substanz zu fiillen.

Herz in der Musik

Sie werden sagen: ,,Das ist ja wie Eulen nach Athen tragen! Selbstverstdndlich
spielt Emotion eine enorm wichtige Rolle in der Musik.”“ Sie haben natiirlich
Recht. Ich mochte trotzdem einige Worte dariiber verlieren, weil das erstens doch
sehr viele verschiedene Facetten haben kann, und zweitens gibt mir das die Gele-
genheit, ein wenig Klavier zu spielen . ..

Sie erinnern sich: Musik will etwas ausdriicken, will etwas an das Publikum iiber-
mitteln. Das konnen sehr viele verschiedene Dinge sein. Musik kann etwa einfach
gute Laune verstromen ...

(Scott JOPLIN (1867/1868? — 1917): Maple Leaf Rag (Beginn))’
oder auch schlechte Laune ...

<R0bert SCHUMANN (1810-1856): Pantalon et Colombine (Beginn)
aus Carnaval op. 9) %

Musik kann todtraurig sein .. .

<Franz SCHUBERT (1797-1828): Andantino (Beginn) aus der Sonate

"Unbedingt horenswert ist die Pianola Roll-Aufnahme, die Scott Joplin selbst eingespielt hat:
http://www.youtube.com/watch?v=pMAtL7n_-rc.

8 Arturo Benedetti Michelangeli wei ein zankendes Paar (das sich dann auch gleich wieder
versohnt, um gleich wieder zu zanken, usw.) ganz vortrefflich darzustellen: http: //www.youtube.
com/watch?v=LgpDYQcmZB4.
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Abbildung 3

in A-Dur, D 959)°
oder himmelhochjauchzend ...

<Franz SCHUBERT (1797-1828): Impromptu As-Dur, D 899, Nr. 4
(Schluss)) 1

Musik kann Eleganz ausstrahlen, und was kann das besser als ein Walzer von
Chopin?

<Frédéric CHOPIN (1810-1849): Grande Valse Brillante Es-Dur,
op. 18 (Beginn)) !

Wir kommen zu Humor in der Musik. Das ist fiir sich ein abendfiillendes The-
ma. Der GroBBmeister des Humors in der Musik war ohne Zweifel Joseph Haydn.
Sie kennen alle seinen beriihmtesten Scherz: jenen Orchesterschlag in der — wie
wir auf Deutsch sagen — ,,Symphonie mit dem Paukenschlag®, oder — wie die
Englischsprachigen ein wenig treffender sagen: der “Surprise Symphony”, der
,Uberraschungssymphonie*. Da ist es ja so, dass der zweite Satz mit dem banals-
ten Thema, das man sich iiberhaupt vorstellen kann, anhebt, und dieses Thema
zu allem Uberfluss auch noch wiederholt wird! Es ist dann schon verstindlich,

9Das ,MaB aller Dinge™ bei Franz Schuberts Klavierwerken ist ohne Zweifel Alfred Brendel:
http://www.youtube.com/watch?v=I16-1ZYDpqY.

10Alfred Brendel: http: //www . youtube . com/wat ch?v=v0z7mUV5rSc.

'Unnachahmlich in seinem eleganten, natiirlichen Spiel ist Arthur Rubinstein: http://www.
youtube . com/watch?v=1ash3D_77zM, auch wenn er wohl “brillante” nicht so ganz wortlich nimmt
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dass man an dieser Stelle ein wenig einnickt, ehe das Orchester plotzlich fiir einen
Akkord vollig unmotiviert losbriillt (die Pauke wird dabei auch betétigt ...). Wir
sind ja heutzutage einiges gewohnt, damals war die Wirkung sicher kolossal ...
Ich mochte hier auf ein kleines Detail aufmerksam machen, das auf den ersten
Blick nicht so offensichtlich ist. Joseph Haydn ist ja im tiefsten Niederdsterreich
aufgewachsen, war anschlieBend in Wien und im Burgenland. Bei diesem Scherz
handelt es sich aber um typisch britischen Humor: '? Er wird “with a straight face”
— also ohne die Miene zu verziehen — vorgetragen. Nach jenem Orchesterschlag
wartet man ja stdndig nervos darauf, dass sich dieser im weiteren Verlauf des Sat-
zes irgendwie niederschlédgt (etwa in Form weiterer Schockeffekte ... ). Aber nein:
Nichts dergleichen passiert, die Musik lduft weiter, als wire nichts geschehen ...

Normalerweise ist der Humor in der Musik allerdings von feinerer Natur. In der
Regel werden die Erwartungen des Horers in die Irre geleitet und so humoristische
Effekte erzeugt. Ein hiibsches Beispiel dafiir ist die erste der Humoresken von
Max Reger. Diese hat ein durchaus grazioses Hauptthema, das sich aber nicht
so recht entwickeln kann. Dieses Hauptthema bestimmt zwei kurze Eckteile, die
einen Mittelteil einrahmen, der sich ein bisschen zu wichtig nimmt und so auch
wieder komisch wirkt.

(Max REGER (1873-1916): Humoreske D-Dur; op. 20/1) '3

Einen letzten Punkt hitte ich noch: Tour de Force! Sie verstehen schon: Tasten-
donner in der Liszt-Sonate etwa . ..

(Franz L1SZT (1811-1886): Sonate h-moll (Ausschnitt)) 14

Wenn Sie genau zugehort haben, werden Sie bemerkt haben, dass ich ein Wort
klinisch vermieden habe: das Wort ,,schon‘. Das bringt uns zu einer kleinen Ab-
schweifung.

Vor nicht allzu langer Zeit besuchte ich eine Auffithrung der Oper ,Mathis der
Maler von Paul Hindemith. Die Oper ist aus, der Applaus ist verklungen, da
hore ich, wie eine Person zu ihrem Nachbarn sagt: ,,Sehr schon war’s!” Ich war
wie vor den Kopf gestolen. Was war denn das? Dazu muss man wissen, dass
,Mathis der Maler zur Zeit der deutschen Bauernkriege spielt. Das war eine
ziemlich finstere Epoche. Die Bauern erhoben sich gegen ihre Ausbeutung durch
die Landesfiirsten. Diese bekdmpften den Aufstand mit unbarmherziger Hérte.
Wihrend der Oper wird etwa auf offener Biihne ein Bauernfiihrer grausam von
Soldaten hingemetzelt. Im Mittelpunkt der Oper steht der Gewissenskonflikt des

12Passend: Jene Symphonie ist eine der Symphonien, die Haydn fiir London komponiert hat.

3Marc-André Hamelin trifft den Ton unter http: //www.youtube . com/watch?v=ba53js057WGM
ganz gut.

4“Mir gefillt eine Aufnahme von den Salzburger Festpielen, die ich auf CD besitze, und in der
Emil Gilels spielt, ganz auerordentlich. Auf YouTube gibt es eine nicht ganz so gute Aufnah-
me in drei Teilen: http://www.youtube.com/watch?v=7yhGSrn3idI, http://www.youtube.com/
watch?v=gyQ-MnjRvsE, http://www.youtube.com/watch?v=EKUAFRosm48.
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Malers Mathis, wie er sich in diesen Zeiten verhalten soll. Soll er weiterhin an
seinen Gemaélden und Skulpturen arbeiten, oder soll er sich ,,politisch betitigen?
Schlussendlich schlief3t er sich dem Bauernaufstand an und richtet natiirlich genau
gar nichts aus. Am Ende der Oper verkiindet ihm eine Stimme, dass der Kiinstler
bei seiner Kunst bleiben soll, aber wirklich iiberzeugend ist das nicht. Klarerwei-
se projiziert hier Paul Hindemith seinen eigenen Konflikt, wie er sich als Kiinstler
angesichts des Naziregimes verhalten soll, hinein. Die Musik der Oper spiegelt all
das wider. Sie ist aufwiihlend, sehr gescheit, aber man kann sie nicht als ,,schon*
bezeichnen. Profan gesprochen: Es erklingen sehr wenige reine Dur-Akkorde in
dieser Oper ...

Ich mochte diesen Punkt noch ein wenig auf die Spitze treiben:
Musik will nicht schon sein!

Was ich meine, ist: Musik will etwas aussagen, will etwas an den Zuhorer
tibermitteln. Das kann mit Schonheit einhergehen, aber dann ist Schonheit nie
Selbstzweck, sie ist immer Mittel zum Zweck. Und es muss nicht mit Schonheit ein-
hergehen. “Sacre de Printemps” von Igor Strawinsky ist eruptiv, explosiv, aber es
ist nicht ,,schon®. Der Schlusssatz aus der ,,Gro3en Sonate fiir das Hammerklavier
in B-Dur, op. 106, von Ludwig van Beethoven, der Fugensatz, ist alles Mogliche
— gewaltig, kiihn, unerhort —, aber er ist sicher nicht ,,schon®. Im Gegenteil: Man
muss hundert Jahre warten, bis wieder ein Werk geschrieben wird, das dhnliche
harmonische Hirten aufweist. Auch bei Johann Sebastian Bach kann man vieles
nicht als ,,schon® bezeichnen, da er hdufig sein Hauptaugenmerk auf konsequente
Stimmfiihrung und ausgewogene Form legt und dabei weniger Riicksicht auf die
Harmonien nimmt. Ich denke da etwa an manche Kanons in den ,,Goldberg-Varia-
tionen*, die alle ihren unverwechselbaren Charakter haben, die aber nicht immer
wirklich ,,schon® sind.

Wenn ich also nach einer Auffiihrung von ,,Mathis der Maler* hore: ,,Sehr schon
war’s!, dann fiihle ich mich unweigerlich an die beriihmte Standardphrase des
alten Kaisers Franz Joseph erinnert, die dieser immer dann anwandte, wenn er
kulturellen Heimsuchungen ausgesetzt war:

»Es war sehr schon, es hat mich sehr gefreut!*

Fiir jemanden, der fiir Kultur offenbar nicht sehr viel iibrig hatte, war es anschei-
nend noch das Beste, was er dariiber sagen konnte .. .

Kehren wir wieder zum eigentlichen Gegenstand der Erorterung zuriick.

Herz in der Mathematik
Fiir Nicht-Mathematiker sieht das wohl nach einem ziemlich schwierigen Thema

aus. Schlussendlich haben wir doch alle in der Mittelschule gelernt, dass Mathe-
matik eine staubtrockene, abstrakte Materie ist, in der es darauf ankommt, Rezep-

37



te, die seit Jahrhunderten bekannt sind, auf mehr oder auch weniger intelligente
Aufgaben anzuwenden, und zu hoffen, dass man das richtige Rezept erwischt hat
... (Zur Ehrenrettung meiner Mathematiklehrerin muss ich sagen, dass ich das in
der Mittelschule nicht gelernt habe.) Wie dem auch sei: Ich denke, wir sollten zum
Thema ,,Herz in der Mathematik® den vorher schon erwihnten Andrew Wiles zu
Wort kommen lassen.

Wie ich schon anfiihrte, ist Wiles dafiir beriihmt, den ,,Gro3en Fermatschen Satz*
bewiesen zu haben. Die Aussage dieses Satzes kann jeder Mittelschiiler ohne Pro-
bleme verstehen. Ich mochte daher diese Aussage hier prisentieren.

Theorem (WILES, TAYLOR 1995, Grofer Fermatscher Satz). Sei n eine natiirli-
che Zahl grifer als oder gleich 3. Dann gibt es keine natiirlichen Zahlen' x,y, z,
sodass x" +y" = 7".

Diese Aussage hat Pierre de Fermat vor iiber 300 Jahren in den Rand eines Ex-
emplars der Arithmetica des Diophantos gekritzelt. ! Um die Sache spannend
zu machen, hat er noch hinzugefiigt, dass er einen ,,wahrhaft wunderbaren* Be-
weis dafiir gefunden habe, aber dass der Rand des Buchs zu schmal sei, die-
sen zu fassen. Seither haben sich viele kluge Leute dariiber den Kopf zerbro-
chen. Tatsédchlich hat sich ein groBer Teil der Zahlentheorie an diesem Problem
entziindet. Aber iiber 300 Jahre lang konnte kein Beweis gefunden werden. Man
kann also getrost davon ausgehen, dass Fermat keinen Beweis hatte, jedenfalls
nicht etwas, was wir heute als Beweis anerkennen wiirden. Es war eine grofle
Sensation, als Andrew Wiles am Ende einer Vortragsreihe, die er 1993 am Isaac
Newton Institute in Cambridge gehalten hat, verkiindete, dass er nun einen Beweis
gefunden hat. Nun geniigt es in der Mathematik nicht, anzukiindigen, dass man
einen Beweis fiir ein Theorem gefunden hat (so wie das Fermat getan hat), sondern
dieser Beweis muss jetzt aufgeschrieben werden, damit auch andere diesen nach-
vollziehen konnen — das tat Wiles; das Resultat war ein Artikel von 200 Seiten,
der seinerseits auf unzihligen Vorarbeiten anderer Autoren beruhte, und das Auf-
geschriebene muss dann an ein wissenschaftliches Journal zur Veroffentlichung
eingereicht werden — auch das tat Wiles —, worauf dann Gutachter diesen Beweis
sorgfiltig priifen. Dabei wurde nach einiger Zeit entdeckt, dass der Beweis eine
Liicke aufwies, die Wiles nicht beheben konnte. Es dauerte weitere zwei Jahre,
bis es Wiles zusammen mit seinem ehemaligen Studenten Richard Taylor gelang,

15Um Missverstindnissen vorzubeugen: Mit ,natiirlichen” Zahlen sind hier die Zahlen
1,2,3,... gemeint, was der urspriinglichen Bedeutung des Worts ,.natiirlich” entspricht. Heut-
zutage lernt man in der Schule (leider), dass die ,,natiirlichen Zahlen* aus den Zahlen 0, 1,2, ...
bestehen. Das mag in manchen Zusammenhéngen tatsdchlich praktischer sein, ist aber eine Per-
vertierung des Wortes ,,natiirlich®, da die 0 zweifellos keine natiirliche Zahl ist.

16Der Hintergrund/Kontext dieser Aussage ist der krasse Gegensatz zur Situation fiir n = 2: Es
gibt sogar unendlich viele Losungen der Gleichung x> +y? = z? in natiirlichen Zahlen x, y,z, die
genau charakterisiert werden konnen und als ,,Pythagordische Tripel” bekannt sind. Zwei davon
kennen wir aus der Mittelschule: 3% +4% = 5% und 5% + 122 = 132,
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die Liicke zu schlieBen. In einer BBC-Dokumentation !7 sagt Andrew Wiles iiber
den Moment, als ihm klar wurde, dass er jetzt alle Schwierigkeiten iiberwunden
hat, Folgendes:

[Wiles ist sichtlich zutiefst bewegt, spricht nur stockend und stoBwei-
se] When I was sitting here, at this desk — it was a Monday morning,
September 19 — and I was trying convincing myself that it did not
work, seeing exactly what the problem was, when suddenly, totally
unexpectedly, I had this incredible revelation. I realised [that] what
was holding me up was exactly what would resolve the problem that
I had in my Iwasawa theory attempt three years earlier.

It was ... it was the most ... the most important moment of my wor-
king life ... [An dieser Stelle kann Wiles endgiiltig nicht mehr wei-
tersprechen; die Szene wird ausgeblendet. ]

It was so indescribably beautiful, it was so simple and so elegant . ..
—and I just stared in disbelief for 20 minutes . .. — then during the day
I walked to our department, I keep coming back to my desk, looking
to see, it was still there, it was still there . ..

Eindrucksvoll, nicht? Im Gegensatz zur landldaufigen Meinung scheint Mathema-
tik eine hochemotionelle Tétigkeit zu sein. Ich habe hier alle moglichen Emotio-
nen gesehen, die alles von ,,zu Tode betriibt* — zu dem Zeitpunkt, wo das Be-
weisgebdude zusammenzubrechen drohte — bis zu ,himmelhochjauchzend — zu
dem Zeitpunkt, als sich Wiles bewusst wurde, dass er nun alle Schwierigkeiten
tiberwunden hatte — miteinschlieft. Man mag einwenden, dass Wiles deswegen
so bewegt ist, weil er dieses beriihmte Problem endlich als Erster gelost hat. Das
ist sicher eine Komponente dabei. Es greift aber zu kurz. Denn Wiles sagt auch:
,,Das war so unbeschreiblich schon, so elegant!” Mathematik muss also noch an-
dere Qualititen haben, als nur ,,staubtrocken” und ,,abstrakt zu sein. Wir sollten
daher auf einige dieser anderen Qualititen noch niher eingehen.

Wie ich schon erwihnte: Wenn ein Mathematiker ein tolles Theorem bewiesen
hat, dann muss dies aufgeschrieben werden und zur Veroffentlichung eingereicht
werden, worauf der entsprechende Artikel dann begutachtet wird. Die Gutachter
beurteilen dabei nicht nur die Korrektheit der Beweise, sondern auch die anderen
Qualitdten des Artikels. Ein Standardsatz, der ausdriickt, dass dem Gutachter der
Artikel gefillt, ist:

“This is a very nice paper!”

Im Lichte unserer vorigen Abschweifung iiber Schonheit in der Musik: SpaBig,
nicht? Den Mathematikern féllt auch nichts Besseres ein, als ,,schon* zu sagen ...

"Die gesamte Dokumentation kann unter http://www.youtube .com/watch?v=TFnXgprKgSE
angesehen werden. Die zitierte Stelle kommt etwa 5 Minuten vor dem Ende. In diesem Zusam-
menhang ist auch der unmittelbare Anfang der Dokumentation sehr bemerkenswert . ..
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Wenn es sich allerdings um ein fundiertes Gutachten handelt, dann wiirde der
Gutachter auch noch spezifischer schreiben, was ihm an diesem Artikel gefillt.
Da kann man dann etwa lesen:

wDas ist ein sehr eleganter Beweis!*

Was ist das, ein eleganter Beweis? Also, was ist das, so ein ,,mathematischer Cho-
pin-Walzer“? In der Regel handelt es sich um die Situation, dass sich — in ei-
nem Beweis — vor dem Mathematiker ein scheinbar uniiberwindbares Hindernis
auftiirmt. Es gelingt ihm jedoch, mithilfe eines zwar einfachen, aber gar nicht na-
heliegenden Einfalls, dieses Hindernis — eben elegant — zu umschiffen. Ich versu-
che ein Beispiel: den allseits bekannten Satz, dass es unendlich viele Primzahlen
gibt.

Theorem. Es gibt unendlich viele Primzahlen.

BEWEIS. Wenn man die Aussage des Theorems wortlich nimmt, dann miisste
man jetzt eben unendlich viele Primzahlen irgendwie konstruieren. Am besten
wire es iiberhaupt, eine Formel zu finden, die uns die Primzahlen (oder zumindest
unen%lich viele davon) produziert. Das ist ein ziemlich aussichtsloses Unterfan-
gen.

Es gibt aber einen — eleganten — Ausweg. Nehmen wir doch an, es giibe nur endlich
viele Primzahlen. Wenn wir — unter dieser Annahme — auf einen Widerspruch
gefiihrt werden, dann muss unsere Annahme falsch gewesen sein und wir haben
dann gezeigt, dass es tatsachlich unendlich viele Primzahlen gibt.

Nehmen wir also an, es gédbe nur endlich viele Primzahlen; sagen wir 2, 3, 5, 7,
11, 13, ..., 1031. Wir betrachten nun

2-3.5-7-11-13-...-1031 4 1.

Diese (grof3e) Zahl ldsst sich in Primfaktoren zerlegen. Jeder dieser Primfaktoren
muss einerseits diese Zahl teilen und muss andererseits unter den Primzahlen 2,
3,5,7, 11, 13, ..., 1031 vorkommen. (Wir haben ja angenommen, dass das alle
Primzahlen wiren!) Sei p ein solcher Primfaktor. p kann nicht gleich 2 sein, denn
die obige Zahl ist offensichtlich ungerade. Aber p kann auch nicht gleich 3 sein,
denn 3 teilt die obige Zahl auch nicht, da sie die Gestalt 3X + 1 hat. Ebenso kann

8Mathematik hat jede Menge unglaublich Faszinierendes respektive Absurdes — je nachdem,
welchen Standpunkt man einnimmt . . . — aufzuwarten: Der russische Mathematiker Yuri Matijase-
vic zeigte, dass es Polynome in mehreren Variablen gibt, deren positive Werte — wenn die Variablen
zu konkreten natiirlichen Zahlen spezialisert werden — alle Primzahlen durchlaufen; siehe Dokl.
Akad. Nauk SSSR 196 (1971), 770-773; Soviet Math. Dokl. 12 (1971), 249-254. Solche Polynome
wurden seither auch explizit konstruiert. Sie haben nicht nur die ,,storende” Eigenschaft, dass sie
eben auch (irgendwelche) negative Werte annehmen, sondern auch jene, dass sie das meistens tun
... Sie sind daher bis heute nichts als eine Kuriositit, da sie, abgesehen von ihrer Existenz, sonst
fiir nichts gut zu sein scheinen.
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p nicht gleich 5 sein, ..., und auch nicht gleich 1031. Das konnen daher nicht alle
Primzahlen gewesen sein. [

Sie werden nun einwenden: ,,Das stimmt zwar alles, aber ein rigoroser — allge-
meingiiltiger — mathematischer Beweis war das jetzt nicht.“ Schlussendlich ist
1031 ja nur eine spezielle Primzahl. Sie haben recht, aber der rigorose Beweis
sieht ganz genauso aus. Man muss nur statt 2, 3, 5, ..., 1031 Symbole schreiben:

P1, P2, P35 -+ Pn-

BEWEIS. Angenommen, es gibt nur endlich viele Primzahlen; sagen wir, py, p2,
P3, P4, D5, P6s - - - Pn. WIr betrachten nun

P1-DP2P3°P4-P5-P6+ .- Pnt+ L.

Diese (groBe) Zahl lésst sich in Primfaktoren zerlegen. Jeder dieser Primfakto-
ren muss einerseits diese Zahl teilen und muss andererseits unter den Primzahlen
P1,P2,---,Pn vVorkommen. (Wir haben ja angenommen, dass das alle Primzahlen
wiren!) Sei p ein solcher Primfaktor. p kann nicht gleich p; sein, denn pg teilt die
obige Zahl nicht. Aber p kann auch nicht gleich p, sein, denn p; teilt die obige
Zahl auch nicht. Ebenso kann p nicht gleich p3 sein, ..., und auch nicht gleich
pn. Das konnen daher nicht alle Primzahlen gewesen sein. 0

Wir kommen zu Humor in der Mathematik. Ja kann es denn so etwas geben? Das
muss es schon geben, denn manchmal kann man in Gutachten lesen:

,Das ist aber ein witziger Beweis!*

Wie kommt Witz in Mathematik zustande? Humor in der Mathematik ist — wie
auch der Humor in der Musik — normalerweise von feinerer Natur. Auch hier wer-
den die Erwartungen des Lesers eines Beweises in die Irre geleitet, ehe plotzlich
ein kleines Detail sichtbar wird, das man bisher noch gar nicht wahrgenommen
hat, und dieses kleine Detail ist dann das letzte (aber entscheidende!) Baustein-
chen, das zur Vervollstindigung des Arguments noch fehlt. Da muss der Mathe-
matiker schmunzeln (auch iiber sich selbst: Wie konnte er das nur iibersehen?),
und das erfreut sein Herz.

Ich versuche wieder ein Beispiel, diesmal aus dem Werk des beriihmten indischen
Mathematikers Srinivasa Ramanujan (siehe Abbildung 4). Geboren 1887 in der
Nihe von Madras (dem heutigen Chennai), stammte Ramanujan aus sehr beschei-
denen Verhiltnissen. Er hatte nur eine Grundschulausbildung, hatte sich aber im-
mer schon mit Mathematik und mathematischen Problemen beschiftigt. Nach Ab-
schluss der Schule arbeitete er als Beamter in der Hafengesellschaft von Madras,
aber in seiner Freizeit unentwegt an mathematischen Problemen. Im Alter von
25 Jahren sandte er seine mathematischen Ergebnisse an beriihmte Mathematiker
der damaligen Zeit. Einer von ihnen, Godfrey Hardy, Professor an der University

41



Srinivasa Ramanujan Godfrey Harold Hardy Abbildung 4

of Cambridge, sah sich den Brief von Ramanujan tatsdchlich genauer an und er-
kannte das Genie des unbekannten Verfassers. Er lud ihn ein, nach Cambridge zu
kommen, um bei ihm zu studieren und zu arbeiten. Forderern Ramanujans gelang
es, die Reise zu finanzieren, und so verbrachte Ramanujan einige Jahre an der
University of Cambridge. Aus dieser Zeit stammen einige sehr beriihmte Artikel
Ramanujans, oft in Zusammenarbeit mit Hardy. Ramanujan hat aber leider das
englische Klima nicht gut vertragen (und auch die Kost nicht ...) und war meis-
tens sehr krinklich. Er kehrte nach Indien zuriick und verstarb ein Jahr danach im
Alter von nur 32 Jahren.

Eines der Objekte, fiir die sich Ramanujan in seiner mathematischen Arbeit mit
grofler Hingabe interessierte, waren sogenannte (Zahlen-)Partitionen. Eine Par-
tition einer Zahl n ist eine Summendarstellung dieser Zahl, wo die Summanden
aufsteigend angeordnet sind. Fiir n = 1 gibt es genau eine Summendarstellung,
niamlich

1

selbst, fiir n = 2 gibt es zwei, ndamlich
2, 141,
fiir n = 3 gibt es drei Partitionen,
3, 142, 14141,
fiir n = 4 schon fiinf,
4, 1+3, 242, 1+1+2, 1+4+1+1+1,
und fiir n = 5 sieben:

5, 1+4, 243, 1+1+3, 1+2+2, 1+1+1+42, 1+1+1+1+1

Es bezeichne p(n) die Anzahl aller Partitionen von n. Percy Alexander MacMa-
hon, Major in der britischen Armee und ebenfalls bedeutender Mathematiker der
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damaligen Zeit, hatte die Anzahlen p(n) bis n = 200 ausgerechnet. !° Die ersten
Anzahlen p(n) sind hier wiedergegeben:

p(1)=1 p(2) =2, p(3) =3, p(4)=5, p(5) =17,
p(6)=11  p(7)=15,  p(8)=22,  p(9)=30, p(10)=42,
p(11)=56 p(12)=77, p(13)=101, p(14)=135 p(15)=176,
p(16) =231 p(17)=297, p(18) =385, p(19)=490, p(20)= 627.

Ramanujan studierte MacMahons Tabellen eingehend und machte dabei bemer-
kenswerte Entdeckungen. Eine davon ist im unten angegebenen Theorem enthal-
ten. Sie besagt, grob gesprochen, dass jede fiinfte Partitionsanzahl durch 5 teilbar
ist; siehe die fett gedruckten Eintriige in der obigen Tabelle. 2

Theorem (“Ramanujan’s most beautiful theorem”, 1919).
p(5n+4) ist immer durch 5 teilbar.

Den angegebenen Beinamen “Ramanujan’s most beautiful theorem” erhielt die-
ser Satz deswegen, weil er so simpel und elegant zu formulieren und gleichzeitig
so ganz unerwartet ist. AuBBerdem hat Ramanujan selbst einen Beweis dafiir ge-
funden. Es ist dieser Beweis, den ich nun besprechen mochte. Mir ist bewusst,
dass das Kommende nun (mathematisch) anspruchsvoller ist, als das Bisherige.
Wenn Sie nicht alles verstehen sollten (oder kaum etwas verstehen sollten ...),
dann macht das aber nichts. Es geht mir nur darum, anzudeuten, was ,,Witz“ in
der Mathematik bedeuten kann.

Ramanujans Beweis stiitzt sich auf ein altes Resultat von Leonhard Euler. Es be-
sagt, dass die Potenzreihe, in der die Anzahlen p(n) als Koeffizienten auftreten,
als unendliches Produkt geschrieben werden kann.

Theorem (EULER). Es gilt

1
(1=g)(1-g*)(1-¢*)(1—¢*)--+
BEWEIS. Moglicherweise beschleicht Sie beim Anblick von unendlichen Sum-

men und Produkten ein ungutes Gefiihl, und Sie stellen sich etwa die Frage: ,,Kon-
vergiert denn das?“?! Es ist die falsche Frage! Die obigen Ausdriicke sollten als

14+p(1)g+p2)a*+p(3)g +p(d)g* +--- =

19Und das fehlerlos! Auch wenn er das nicht durch Auflisten aller Partitionen aller Zahlen bis
200 bewerkstelligte, sondern sich einer Rekursionsformel Eulers bediente, handelt es sich — zu
einer Zeit, die keine Rechenmaschinen aufler Papier und Bleistift kannte — trotzdem um eine be-
achtliche Leistung!

20Ramanujan machte #hnliche Beobachtungen fiir die Primzahlen 7 und 11. Zusammen mit dem
im Text diskutierten Theorem begriinden diese die Forschungsrichtung der ,,Partitionskongruen-
zen®, in der es gerade in den letzten Jahren bedeutende Durchbriiche gab; siehe Seite 1525 im
Uberblicksartikel “Srinivasa Ramanujan: Going Strong at 125, Part I”, der in den Notices of the
American Mathemathical Society, vol. 59, Nr. 11, 2012, von Krishnaswami Alladi herausgegeben
wurde und unter http://www.ams.org/notices/201211/rtx121101522p.pd£ erhiltlich ist.

2 Das tut es fiir |¢| < 1.
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formale Ausdriicke betrachtet werden, die man ganz naiv addiert, multipliziert,
22
usw.

Nehmen wir also den naiven Standpunkt ein. Dann beweist sich Eulers Formel
folgendermaBen. Das Produkt auf der rechten Seite besteht aus lauter Faktoren
der Gestalt 1,_qu- In der Mittelschule haben wir gelernt, dass sich die unendliche

geometrische Reihe aufsummieren lésst: 23
1
1+0+0°+0°+0%+--- = o
Wir konnen diese Summenformel dann auf jeden der Faktoren (sozusagen: ver-
kehrt herum) anwenden:

1 o 1 1 1
1-q)(1-A)(1-)(1-¢* 1-qg 1-¢ 1-¢ 1-¢*
I B I
4@+ L2
-(1+q3+q3+3+q3+3+3+---)---

Jetzt miissen wir uns noch vorstellen, was passiert, wenn wir dieses letzte Produkt
ausmultiplizieren. Jeder Term im Ergebnis entsteht dadurch, dass wir aus jedem
der Faktoren einen Term auswihlen und diese Terme dann zusammenmultiplizie-
ren. Wenn wir also etwa aus dem ersten Faktor den Term ¢!*! wihlen, aus dem
zweiten Faktor den Term q2+2+2, aus dem dritten Faktor den Term q3, und aus
allen anderen Faktoren den Term 1, dann erhalten wir beim Zusammenmultipli-

zieren

qH— 14+2+24-243

Es kostet jetzt noch einige Momente, um sich davon zu iiberzeugen, dass man im
Exponenten der Ausdriicke, die man so erhilt, genau alle Partitionen durchléuft.
Somit ist das obige Produkt in der Tat gleich der linken Seite im Eulerschen Theo-
rem. 0

Wir kénnen nun an Ramanujans Beweis seines “most beautiful theorem” heran-
gehen.

RAMANUJANS BEWEIS SEINES THEOREMS. Um eine kompakte Schreibweise
zu haben,?* kiirzen wir das Produkt (1 —¢)(1 —¢*)(1—¢*)(1—¢*)--- durch

22Das kann alles durch die Theorie der sogenannten formalen Potenzreihen rigoros gemacht
werden.

23Die Formel ist auch in der Theorie der formalen Potenzreihen giiltig.

24Ramanujan hat diese Schreibweise nicht gekannt und auch keine andere Kurzschreibweise
verwendet. Dementsprechend gewohnungsbediirftig ist dann auch die Lektiire von Aufzeichnun-
gen Ramanujans.
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(¢;q)= ab. Allgemeiner schreiben wir
(0:q)e0 = (1 —)(1 —ag)(1 —0g*) (1 —ag’) -

Ramanujans Beweis beruht auf mehreren Hilfssdtzen. Diese Hilfssdtze lassen sich
durch elementare (aber trickreiche) Manipulationen von Potenzreihen und Jacobis
Tripelproduktformel

o)

Y (1) = (g:0)e (1) (9/X:9) oo

Nn—=—oo

ableiten. Es wiirde hier allerdings endgiiltig den Rahmen sprengen, das im Detail
zu erkldren.

Lemma. Sei @ =1, ® = 1. Dann gilt
(0 0)eo (O:00)er (7507 ) (0P 0% ) (0 03 = L3 )
4:9)e= (O 09)o0 (0743 0°q)or (03 0°G)e0 (073 0" )0 = 357 555
Dieser Hilfssatz zieht zwei weitere nach sich.

Lemma. Es gilt
(4:9)e
q(4%;¢%)es

wobei R eine Potenzreihe in q° ist. >

= q_lR_ 1 _qR_la

(@%:4°)%
@ (q%:4%)8

2

Lemma. Es gilt q_SR5 — 11— qSR_5 =

Wir kénnen diese Hilfssitze nun kombinieren, 2° um den folgenden Ausdruck fiir
die sogenannte ,.erzeugende Reihe* der Partitionsanzahlen zu finden:

1+p(1)g+p(2)¢* +p(3)q + p(4)g*+p(5)q
+p(6)q® + p(7)q" + p(8)¢* + p(9)g°+p(10)¢"°
+p(11)g" + p(12)¢"% + p(13)¢"* + p(14)g** + . ..
25. .,25\5
4(47:97)%

2SRamanujan gibt auch eine explizite Formel fiir die Reihe R an.
ZDer Ausdruck aus dem letzten Lemma wird durch jenen im vorherigen dividiert, und dann
wird Eulers Theorem eingesetzt.
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Spitestens an dieser Stelle haben wir den Uberblick endgiiltig verloren. Warum
schreiben wir einen dermafB3en komplizierten Ausdruck fiir die erzeugende Reihe
der Partitionsanzahlen hin? Was wollten wir eigentlich beweisen? Hier kommt
nun die Pointe zum Vorschein! Wir interessieren uns doch eigentlich nur fiir die
Partitionszahlen p(4), p(9), p(14), p(19), usw., also fiir

p(A)q* +p(9)g® + p(14)g™ + p(19)¢'° + ...

Sehen wir uns die rechte Seite im obigen komplizierten Ausdruck an: Da gibt es
die Reihe R, die laut Lemma nur aus Potenzen von ¢° besteht. Auch die Produkte
(¢°:¢° ) und (¢*°;¢**).. bestehen nur aus Potenzen von ¢°. Ganz vorn in diesem
Ausdruck steht der Faktor q4. Also, was uns dann in der groBen Klammer inter-
essiert, sind nur Potenzen von q5, alles andere brauchen wir nicht zu beachten.
Aber, wenn man da in die Klammer genau hineinsieht (wohlgemerkt: die Reihe R
hat nur Potenzen von q5 1), dann ist der einzige Term, der da infrage kommt, die
einsam dastehende 5 ! In anderen Worten: Aus der obigen horrenden Formel (man
beachte die fett gedruckten Terme) ldsst sich unmittelbar extrahieren:

(@%:4%)3
(4%4°)%
Der springende Punkt hier ist: Auf der rechten Seite wird alles mit 5 multipliziert!
Daher miissen auf der linken Seite alle Koeffizienten — also p(4), p(9), p(14),

p(19), usw. — durch 5 teilbar sein. Genau das ist die Aussage, die es zu beweisen
galt. 0

p®)g* +p(9)¢’ +p(14)g™* +--- = ¢* XS5.

Ich weil} nicht, wie es Ihnen gegangen ist. Wenn ich diesen Beweis in einer Vor-
lesung vortrage, dann gibt es immer ein paar Studierende, die, wenn die Pointe
sichtbar wird, schmunzeln miissen.

Wir kommen zur Tour de Force ! Selbstverstindlich ist das, was Andrew Wiles ge-
leistet hat, eine Tour de Force, ein unglaublicher Gewaltakt. Da dieser aber grofie
Teile der modernen Zahlentheorie und Algebra bendtigt, kann ich hier in wenigen
Minuten genau gar nichts dariiber sagen. Ich habe also zur Illustration ein ande-
res Beispiel gewéhlt — aus meinem eigenen Fachgebiet —, nimlich Doron Zeilber-
gers (siehe Abbildung 5) Theorem iiber Alternierende-Vorzeichen-Matrizen. Dazu
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miissen wir zunichst wissen, was eine Alternierende-Vorzeichen-Matrix ist. Eine
Alternierende-Vorzeichen-Matrix ist eine quadratische Anordnung von 0-en, 1-en
und (—1)-en, die folgende Regel befolgt: Wenn man entlang von Zeilen oder ent-
lang von Spalten liest und dabei die 0-en ignoriert, dann liest man alternierend 1,
—1, 1, ..., 1. Wohlgemerkt: Man beginnt und endet mit 1. Hier ist ein Beispiel
einer Alternierende-Vorzeichen-Matrix:

SO = O OO
[eNeNeNe N =
|
SO = OO0
|
O = O == O
S oo~ OO

Sie werden jetzt fragen, warum sich Mathematiker fiir Alternierende-Vorzeichen-
Matrizen interessieren. Ich kann hier dariiber nicht allzu viel sagen. Alternieren-
de-Vorzeichen-Matrizen sind so um das Jahr 1980 in Arbeiten von David Rob-
bins und Howard Rumsey iiber eine Verallgemeinerung von Determinanten ganz
natiirlich aufgetreten. Man hat spiter entdeckt, dass dieselben Objekte in anderer
Verkleidung auch in der Theoretischen Physik auftreten, ndmlich als Konfigura-
tionen in einem — zugegebenermalen etwas simplizistischen — Modell fiir Eisbil-
dung. William Mills, David Robbins und Howard Rumsey haben sich gefragt, wie
viele Alternierende-Vorzeichen-Matrizen es gibt. Um genau zu sein:

Wie viele n-zeilige Alternierende-Vorzeichen-Matrizen gibt es?

Offensichtlich gibt es genau eine einzeilige Alternierende-Vorzeichen-Matrix,

namlich
.

Es gibt zwei zweizeilige Alternierende-Vorzeichen-Matrizen:

1 0 01
01 1 0

Und es gibt 7 dreizeilige Alternierende-Vorzeichen-Matrizen:

1 00/ (1 00 (010 (010 (001 001 1 0
01041001 |1 0O |0 01 1 0 0 |01 O |1T —11
001,01 0 /0 0 1] |1 O O (01 O0 (1 00O 1 0

Wenn wir mit A(n) die Anzahl aller n-zeiligen Alternierende-Vorzeichen-Matri-
zen bezeichnen, dann sehen wir in der folgenden Tabelle,

n |[1|2]3]4] 5] 6
Aln) [ 1]2]7] 42429 | 7436
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wie die ersten Folgenglieder lauten. Mills, Robbins und Rumsey haben diese Zah-
len genau studiert und haben die folgende bemerkenswerte Entdeckung gemacht.

Vermutung (MILLS, ROBBINS, RUMSEY ~ 1980). Es gilt
14070 ... 3n—-2)!
A = Gn2)
n-(n+1)-(n4+2)!----- (2n—1)!
wobeim!=m-(m—1)-(m—2)----- 2-1.

Das ist extrem iiberraschend. Wenn man als Mathematiker die obige Fragestellung
hort, wiirde man nicht glauben, dass es irgendeine verniinftige Formel fiir die An-
zahl aller n-zeiligen Alternierende-Vorzeichen-Matrizen geben wiirde. Aber nein,
es scheint sogar eine elegante, kompakte Produktformel zu geben!

Aber wie das beweisen? Uber 10 Jahre lang wussten Mathematiker nicht ein-
mal, wie man diese Vermutung iiberhaupt angehen konnte. Alle waren daher sehr
iberrascht, als Doron Zeilberger im Jahr 1993 verkiindete, dass er einen Beweis
gefunden hatte. Gleichzeitig legte er einen Artikel von 25 Seiten vor, in dem dieser
Beweis aufgeschrieben war.

Sie wissen ja, dass es nicht geniigt, zu verkiinden, etwas bewiesen zu haben. Der
Beweis muss zur Veroffentlichung eingereicht werden, um dann begutachtet zu
werden. Zeilberger reichte also seinen Artikel zur Veroffentlichung ein und — Sie
ahnen es — der Gutachter fand Liicken im Beweis. Der Artikel ging also zuriick an
Doron Zeilberger mit der Bitte, diese Liicken zu schlieen. Zeilberger nahm Re-
paraturarbeiten vor und reichte die neue Version wieder ein, worauf der Gutachter
neue Liicken fand. Der Artikel ging wieder zuriick an Zeilberger, dieser nahm
wieder einige Veridnderungen vor, und so ging es einige Male hin und her, bis dem
Gutachter der Geduldsfaden riss. Er lieB Doron Zeilberger vermutlich ungefihr
Folgendes ausrichten: ,,.Lieber Doron! Bevor Du das nichste Mal den Artikel ein-
reichst, dann bitte tue etwas! Arbeite den Artikel sorgfiltig durch; wenn Du dazu
nicht imstande sein solltest, dann gib den Artikel einem Studenten zum Durchle-
sen; aber bitte: tue etwas!

Doron Zeilberger tat etwas. Erstens sah er sich den Artikel (endlich) genau durch.
Er strukturierte den Beweis vollkommen hierarchisch, sodass der Artikel ,,Jokal‘
lesbar wurde; in dem Sinne, dass jeder Teil unabhingig lesbar war, unter der An-
nahme, dass alles, was in der Hierarchie weiter unten angesiedelt war, korrekt ist.
Anschlieend bat er etwa 80 Kolleginnen und Kollegen, den Artikel zu priifen.
Jedem von ihnen teilte er 2 bis 3 Seiten zu, und die Aufgabe bestand darin, diese
2 bis 3 Seiten auf Korrektheit zu priifen unter der Annahme, dass alles, was sich
weiter unten in der Beweishierarchie befand, richtig war. So geschah es. Dabei
flogen noch ein paar Kleinigkeiten auf, aber nichts Weltbewegendes mehr. Und
so ist der Artikel 1995 erschienen. In Abbildung 6 ist die erste Seite des Artikels
zu sehen. Nach dem Titel folgt die Liste jener etwa 80 Kolleginnen und Kolle-
gen, der “Checker”. Der Artikel hat jetzt nicht mehr 25 Seiten, sondern 85. Wie
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(Sepher Yetsira IV,12)

Abstract: The number of n X n matrices whose entries are either —1, 0, or 1, whose row- and
column- sums are all 1, and such that in every row and every column the non-zero entries alternate
in sign, is proved to be [114!...(3n—2)!]/[n!(n+1)!...(2n—1)!], as conjectured by Mills, Robbins,
and Rumsey.
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1 Abbildung 6

schon gesagt, der Beweis ist vollkommen hierarchisch aufgebaut. Der eigentli-
che Hauptsatz heifit im Artikel Lemma 1 (siehe Abbildung 7). Dieses beruht auf
Sublemma 1.1 und Sublemma 1.2. Diese beruhen wieder auf Subsublemma 1.1.1,
Subsublemma 1.1.2, ..., Subsublemma 1.2.1, Subsublemma 1.2.2, ..., welche
wiederum auf Subsubsublemma 1.1.1.1, ... beruhen, und das geht so weiter bis
Sub®, also bis zu Subsubsubsubsubsublemma, wovon wir eines in Abb. 8 sehen.
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THRE RLECTRONIC JOURNAT OF COMBINATORIGS 3 (2) (1996), #R13
[In order to view all of them type ‘GOG(3,5):” in ROBBINS]

On the TSSCPP side, it was shown in [MRR3] that TSSCPPs whose 3D Ferrers graphs lie in the
cube [0,2n]® are in trivial bijection with triangular arrays ¢;;, 1 <i <n,1 < j <n—i+1,
of integers such that: (1) 1 < ¢ ; < j, (i) ¢; > ciy1, and (iii) ¢ < ¢ j41. We will call
such triangles n-Magog triangles, and the corresponding chopped variety, with exactly the same
conditions as above, but ¢; ; is only defined for 1 <+ < k rather than for 1 <14 < n, n x k-Magog
trapezoids. For example the following is one of the 429 5—Magog triangles:

3 5
3

e
DD NN N
NN W

[In order to view all of them type ‘MAGOG(5,5):" in ROBBINS.] Retaining only the first three rows of the
above Magog-triangle, yields one of the 387 5 x 3-Magog trapezoids:

3 5
3

_ e
NN N
NN W

[ In order to view all of them type ‘MAGOG(3,5):” in ROBBINS.]
Our goal is to prove the following statement, conjectured in [MRR3], and proved there for k = 2.

Lemma 1: For n > k > 1, the number of n x k-Gog trapezoids equals the number of n x k-Magog
trapezoids.

[ The number of n by k Magog trapezoids, for specific n and k, is obtained by typing b(k,n); while the number of

n by k Gog trapezoids is given by m(k,n) ;. To verify lemma 1, type S1(k,n):.]
This would imply, by setting n = k, that,
Corollary 1’: For n > 1, the number of n-Gog triangles equals the number of n-Magog triangles.

Since n-Gog triangles are equi-numerous with n X n alternating sign matrices, and n-Magog tri-
angles are equi-numerous with TSSCPPs bounded in [0,2n]?, this would imply, together with
Andrews’s[A2] affirmative resolution of the TSCCPP conjecture, the following result, that was
conjectured in [MRRI1].

The Alternating Sign Matrix Theorem: The number of n x n alternating sign matrices, for

n>1,is:

n—1

L Bn-2) 31!
nln+ DL 2n—1)! 1:[0 (n+1)!

5 Abbildung 7

Sie bekommen einen Eindruck davon: Es handelt sich um eine wahre Tour de For-
ce. Eines kann man dariiber aber nicht sagen: Man kann nicht behaupten, dass das
ein schoner Beweis, dass das ein eleganter Beweis wire. Um das zu verteidigen,
hat sich der selbe Doron Zeilberger in einem anderen Zusammenhang einmal zu
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THRE RLECTRONIC JOURNAT OF COMBINATORIGS 3 (2) (1996), #R13 29
We now need the following (sub)® lemma:

Subsubsubsubsubsublemma 1.2.1.2.1.1.1: Let U;, j = 1,...,[, be quantities in an associative
algebra, then:

l j—1
1-1]v; —Z{HUh}(lUj)

j=1 j=1 Lh=1

Proof: The series on the right telescopes to the expression on the left. Alternatively, use increasing
induction on [, starting with the tautologous ground case [ = 0. O

Using (sub)®lemma 1.2.1.2.1.1.1 with

we get that (Marvin) implies:

L j—1 Th i
Jamie(zq,...,x) = { H 1r} Z H H (Ti—rzs) p- [ 1— H (Tj—1;)
m=1 j=1 | h=li=rp_1+2 i=rj_1+2
(Marvin’)

We can split (Marvin') yet further apart, with the aid of the following (sub)lemma:

Subsubsubsubsubsublemma 1.2.1.2.1.1.2: Let U;, (j = K,..., L), be quantities in an asso-
ciative algebra, then:
L L L
1-JJui=>0-0)< ] Un
i=K p=K h=p+1

Proof: The sum on the right telescopes to the expression on the left. (Note that it is in the
opposite direction to the way in which it happened in 1.2.1.2.1.1.1.) Alternatively, the identity is
tautologous when K = L + 1, and follows by decreasing induction on K. This completes the proof
of (sub)® lemma 1.2.1.2.1.1.2. o

Going back to (Marvin'), we use the last (sub)Slemma (1.2.1.2.1.1.2), with K =r;_1 +2, L =1},
and U; := (Z;—1;), to rewrite:

1 j—1 Th T T
Jamie(ml,...,xk) = Hi’,«_y Z H H (3’37',11,,-) . Z (1—531,,1331,) H (i’iflﬁi)
j=1 j=1 | h=1i=r,_142 p=rj_1+2 i=p+1

L Tj l j—1 Th T
> 3 A= B e f-0-smm] T @
j h=1i=ry_1+2 i=p+1
(Marvin')

29 Abbildung 8

folgender Aussage verstiegen: 2/

“Extreme UGLINESS is new BEAUTY!”

Ich denke, wir lassen das einmal so stehen. Die Sarkasten unter Ihnen werden

27 Auszug aus einem Vortrag auf der dritten Internationalen Konferenz iiber “Formal Power
Series and Algebraic Combinatorics”, Bordeaux, 4. Mai 1991.
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sagen: ,,Ja, ich hatte immer schon den Eindruck, dass genau das die Idee vieler
moderner Komponisten ist.“ Ich wiirde darauf entgegnen, dass es zu allen Zeiten
bessere und schlechtere Komponisten gab. Wenn die Zeit dann fortschreitet, gera-
ten die schlechteren in Vergessenheit, und nur die herausragenden bleiben iibrig.
Man kann Letzteres sehr gut iiberpriifen, wenn man sich fragt, wie viele Kom-
ponisten es gab, als Beethoven eine Beriihmtheit war. Antwort: unzéhlige! Wenn
man sich allerdings fragt, welche davon man heute noch kennt, welche davon heu-
te noch aufgefiihrt werden, dann fallen einem Franz Schubert (der ,,ironischerwei-
se* zur damaligen Zeit groBteils unbekannt war), Carl Maria von Weber und die
italienischen Opernkomponisten Gioachino Rossini und Gaetano Donizetti ein.
Das ist es! Dasselbe wird in 100 oder 200 Jahren fiir unsere heutige Zeit gelten.
Die meisten Komponisten werden vergessen sein, und nur die herausragenden
werden Bestand haben. Wenn ich dazu eine personliche Bemerkung aus lokalpa-
triotischer Sicht machen darf: Ich bin tliberzeugt, dass Friedrich Cerha einer von
jenen Komponisten sein wird, die in 100 oder 200 Jahren immer noch zu horen
sein werden. Seine kraftvolle, ausdrucksstarke musikalische Sprache ist beeindru-
ckend und auch in jenen Stiicken klar vernehmbar, die mir weniger gefallen.

In einem {iibertragenen Sinne — nicht im wortlichen Sinn — ist obige Aussage im
Wesentlichen das, was Arnold Schonberg und die Komponisten in seinem Umfeld
getan haben. Die romantische Tonsprache war, nachdem sie auch ins Expressio-
nistische gegangen ist, ausgereizt. Da konnte es keine weitere Entwicklung mehr
geben. Das, was Arnold Schonberg nun tat, als er sich zur Zwolftontechnik wand-
te, war ein totaler Bruch mit allen herkommlichen (H6r-)Gewohnheiten und Re-
geln. Er stellte seine Musik auf eine vollkommen neue Basis, mit vollkommen
neuen Regeln. Er glaubte — hoffte —, dadurch eine neue musikalische Asthetik
zu schaffen. Ich personlich betrachte dieses Experiment als gescheitert. Wie ich
an diesem Ort schon einmal gesagt habe: Ich verstehe, dass ein Genie wie Arnold
Schonberg diesen Weg versucht hat, aber ich verstehe nicht, warum er aus dieser —
so wie ich es sehe — Sackgasse der Musikgeschichte nicht wieder herausgefunden
hat. (Dass Schonberg ein musikalisches Genie war, ist allein durch sein Streich-
sextett ,,Verkldrte Nacht” bewiesen. Dieses ist ein so unglaublich beriihrendes und
bewegendes und gleichzeitig komplexes Werk, wie es eben nur ein Genie schrei-
ben kann. Es gehort fiir mich zu den allergrof3ten Kompositionen tiberhaupt.)

Hirn in der Mathematik

Da werden Sie einwenden, dass man dariiber nicht viel sagen kann. Klarerweise
sind Vernunft und Uberlegung das Um und Auf in der Mathematik. Sie haben
natiirlich recht. Wir konnen daher diesen Punkt als abgehakt betrachten ...
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Hirn in der Musik

Das ist fiir sich wieder ein abendfiillendes Thema. Es gibt die landldufige naive
Vorstellung, was etwa Pianisten betrifft, dass ein Pianist fleiBig iiben muss, und
am Abend des Konzerts stiirmt er dann auf das Podium, setzt sich ans Klavier und
legt los. Ja, das ist eine Moglichkeit. Aber so funktioniert das nicht. Der Zuhorer
wird nimlich am Resultat bemerken,2® dass nicht sehr viel Uberlegung in diese
Interpretation eingeflossen ist. Diese wird nicht wirklich Hand und Fuf3 haben,
sie wird unschliissig bleiben. Tatsédchlich, wenn man sich die groBBen Pianistin-
nen und Pianisten ansieht, dann wird man bemerken, dass immer Emotion und
Verstand einhergehen — eine Symbiose eingehen —, sicherlich jeweils mit ande-
rer Gewichtung. Das prototypische Beispiel ist Alfred Brendel, wo durch seine
Biicher ausreichend belegt ist, wie viel Uberlegung und Reflexion in seine Inter-
pretationen eingeflossen sind, und wo es andererseits geniigte, ihm beim Spielen
bloB zuzusehen, um zu begreifen, was fiir ein sensibler und emotionaler Kiinstler
er war.

Bei Komponisten gibt es eine dhnliche landldufige Vorstellung, dass es das Wich-
tigste ist, gute Einfille zu haben, alles weitere ergibt sich von selbst. Dazu kann
ich nur sagen: Zu allen Zeiten gab und gibt es viel mehr Komponisten, die gute
Einfélle haben, als es gute Komponisten (nicht zu reden von herausragenden Kom-
ponisten) gab und gibt. Die gro3e Kunst ist es, wie man die Einfille, die Themen
zur Geltung bringt, wie man Stiicke autbaut, formt und entwickelt. Auch hier gilt:
Wenn man sich die groen Komponisten ansieht, gehen immer Emotion und Ver-
stand Hand in Hand. Bei Komponisten wie Bach, Beethoven oder Brahms ist das
sowieso evident. Aber es trifft auch auf Komponisten zu, die nicht gerade im Ver-
dacht stehen, besonders intellektuell an das Komponieren herangegangen zu sein.
Zu dieser letzteren Kategorie wiirden mir spontan Franz Schubert, Anton Bruck-
ner, oder auch Modest Mussorgsky einfallen. Man wird iiberrascht sein, wie viel
Uberlegung selbst bei diesen Komponisten in ihre Kompositionen eingeflossen ist.
Bei Mussorgsky geniigt es dafiir, sich die ,,Bilder einer Ausstellung anzusehen;
wie etwa die Promenaden das Werk raffiniert zusammenhalten, wie das Thema
des letzten Bildes, des ,,Gro3en Tors von Kiew*, aus dem Promenadenthema ge-
wonnen ist, welches seinerseits selbstbeziiglich geformt ist. Bruckners Partituren
sind sowieso hochkomplex. Und auch bei Schubert ist die Rolle des Verstands viel
grofer, als man gemeinhin glauben wiirde. Ich mochte hier den Hauch einer Idee
davon geben. Das Beispiel, das ich ausgewdhlt habe, ist die gro3e Sonate in A-
Dur, D 959, aus Schuberts letztem Lebensjahr. Diese Sonate hat vier Sitze. Einen
ausladenden ersten Satz, dessen stolzes Kopfthema so lautet:

28Singulidre Ausnahme hier ist vermutlich Martha Argerich, die offenbar nicht sehr viel
Uberlegung in ihre Interpretationen einflieBen lisst, sondern in ihren Konzerten spontan drauflos-
musiziert. Ich habe grofite Hochachtung vor Martha Argerich. IThr Musikantentum ist in der Regel
hinreilend. Ich habe allerdings auch schon Stiicke von ihr gehort, die aufgrund ihres spontanen
Zugangs unter ihren Fingern zerbroselt sind . ..
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Es folgt ein neckisches Scherzo, das auch Léindler-Elemente enthiilt:
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Sie werden es nicht bemerkt haben, aber Sie werden es vielleicht gefiihlt haben:
Diese vier charakterlich sehr verschiedenen Themen werden durch eine verborge-

ne Klammer verbunden: Diese mochte ich nun sichtbar machen.

Sieht man sich das Kopfthema des ersten Satzes néaher an, dann erkennt man, dass
(in der Oberstimme) zunédchst mehrmals die Note a wiederholt wird, ehe sie ganz
am Schluss zu gis aufgeldst wird, das auch noch mit einem fis umspielt wird.
Wenn man also das Thema auf seinen Kern reduziert, dann wird klar, dass es sich

um einen grof3 aufgeblasenen Vorhalt a—gis handelt:

Wie beginnt nun der zweite Satz? Die Antwort lautet: a—gis. Wie sieht das im
Scherzo aus? Da ist es ein wenig versteckter. Hier muss man die Unterstimme
ansehen, um auch wieder a—gis zu entdecken! Im Thema des letzten Satzes kommt
der Vorhalt a—gis sogar zweimal vor (ndmlich im zweiten und im vierten Takt,

beide Male in der Oberstimme).

Sicherlich, diese Feinheiten nimmt man als Zuhorer nicht bewusst wahr. Sie tun
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aber unbewusst ihre Wirkung. Im konkreten Fall tragen sie zur groen Einheit die-
ser Sonate bei. Es sind unter anderem diese Details, die den Unterschied zwischen
einem Meisterwerk und Durchschnittsware ausmachen.

Unterschiede zwischen Mathematik und Musik

Ich habe bisher sehr viel iiber Parallelen zwischen Mathematik und Musik ge-
sprochen. Ich sollte dann wohl auch auf die Unterschiede zu sprechen kommen.
Da gibt es viele. Ich mochte hier nur den allerwichtigsten herausarbeiten.

Dieser beginnt mit einer weiteren Parallele. Wenn ein Komponist die tolle Ein-
gebung hatte und eine Komposition in seinem Kopf entstanden ist, dann muss er
diese jetzt aufschreiben, damit sie auch aufgefiihrt werden kann. Das kann dann
so wie in Abbildung 9 aussehen.

Wenn ein Mathematiker den brillanten Einfall hatte und jetzt ein tolles neues
Theorem bewiesen hat, dann muss er das jetzt aufschreiben, damit das andere
auch nachvollziehen konnen. Das kann dann so wie in Abbildung 10 aussehen.

Wenn jemand nicht Noten lesen kann und auch von Mathematik nichts versteht:
Ich wiirde sagen, kein groBer Unterschied; eines so unverstidndlich wie das andere

Nehmen wir die Partitur her. Diese muss nun zum Leben erweckt werden. Im
Fall der ,,Appassionata” brauchen wir dafiir einen Pianisten. Dieser muss das
Werk einstudieren und dann zur Auffiihrung bringen. Und diese Auffiihrung —
das ist es! Das ist die ganze Komposition! Da ist nichts hinzugefiigt, da ist nichts
weggelassen (wenn wir davon absehen, dass sich der Pianist vielleicht hin und
wieder vertippt ...). Und jeder kann sich dazusetzen und sich das anhoren. Man
braucht dafiir keine Vorbildung. Wenn man einen Draht zur musikalischen Spra-
che Beethovens hat, dann wird man von der diisteren, spannungsgeladenen Atmo-
sphire der Appassionata mitgerissen werden.

Betrachten wir nun die aufgeschriebene Mathematik. Auch diese muss zum Leben
erweckt werden. Aber: Die Auffiihrung von Mathematik, die gibt es nicht! Man
kann Mathematik nicht auffiihren. Sie werden vielleicht einwenden: Aber auf der
Universitit, in den Vorlesungen, da wird doch Mathematik ,,aufgefiihrt. Gewis-
sermallen, ja. Aber das ist doch anders. Sie konnen sich nicht einfach dazusetzen
und die Qualititen der dort aufgefiihrten Mathematik genieBen. Abhingig davon,
wie fortgeschritten die Vorlesung ist, bendtigt der Horer mehr oder weniger Vor-
kenntnisse, um iiberhaupt zu wissen, wovon die Rede ist. (Selbst die Vorlesungen
des ersten Semesters bendtigen gewisse Vorkenntnisse, ohne die es nicht ratsam
ist, sich in die Vorlesung zu setzen. Leider gibt es jedes Jahr mehr erstsemestrige
Studierende, als uns lieb ist, denen das scheinbar nicht so ganz klar ist ...) In den
Vorlesungen ist es iiblich, auf diesem Vorwissen aufzubauen und schon Bekanntes
nicht noch einmal zu wiederholen. Aulerdem werden dem Horer oft Schliisse zur
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Abbildung 9: Ludwig van BEETHOVEN (1770-1827): Sonate f-moll, op. 57 (,,Ap-
passionata‘)
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Abbildung 10: Srinivasa RAMANUJAN (1887-1920); Notebook I
56



genauen Ausfiihrung iiberlassen, wenn diese so quasi ,,selbstverstiandlich® sind.
In diesem Sinne findet auch in Vorlesungen keine (vollstidndige) Auffiihrung von
Mathematik statt.

Sie werden dann sagen: Ja, aber auf mathematischen Konferenzen, da stellen
doch die Mathematiker ihre neuesten Ergebnisse ihren Kolleginnen und Kolle-
gen vor, da wird doch Mathematik ,,aufgefiihrt! Ersteres stimmt zwar, aber auch
hier kommt es zu keiner ,,Auffiihrung“ von Mathematik im selben Sinne, wie
Musik aufgefiihrt wird. Auf Konferenzen hat man vielleicht 30 Minuten, viel-
leicht eine Stunde Zeit, sein neuestes Resultat zu prisentieren. Was présentiert
wird, dariiber haben die Vortragenden wochenlang, monatelang, vielleicht jahre-
lang nachgedacht. Das ldsst sich nicht in 30 Minuten oder einer Stunde zur Génze
in jedem Detail priasentieren. Was man also tut, ist, die Aussage seines neuesten
Theorems zu erkldren und dann anzudeuten, welche Ideen in den Beweis einge-
flossen sind. Wenn ein Horer einen Beweis vollstindig nachvollziehen mochte,
beziehungsweise zur Ginze iiberpriifen mochte, dann muss dieser den Artikel, in
dem der Beweis aufgeschrieben ist, studieren. Auch hier kommt es also nicht zur
,ZAuffiihrung von Mathematik.

Das hat eine fiir Mathematiker sehr leidvolle Folgerung: Ich wiirde sagen, dass
— Daumen mal © — 90 Prozent der Bevolkerung Musik zuginglich sind. Wenn
man dann die populdre Musik weglésst, dann bleiben immer noch — vorsichtig
geschiitzt — mindestens 10 Prozent, die durch — ich sage jetzt — aussagekriftige >
Musik ansprechbar sind.

Wie sieht das mit der Mathematik aus? Ich wiirde das so formulieren. Sie wer-
den sich moglicherweise aus der Mittelschulzeit erinnern, dass Mathematiker ein
spezielles Symbol fiir verschwindend kleine Groen haben: das € ! Ich wiirde also
sagen, dass — grob geschitzt — € Prozent der Bevolkerung durch die vielféltigen
Qualitdten der Wissenschaft Mathematik ansprechbar sind.

Das ist sehr schmerzlich fiir Mathematiker. Mathematikern wird oft vorgeworfen,
sie sollten doch aus ihrem Elfenbeinturm heraustreten und einem breiten Publi-
kum erkldren, was sie so tun. Und Mathematiker wiirden genau das liebend gern
machen: Sie wiirden mit gro3er Begeisterung ihr neuestes Theorem — sozusagen:
ihre neueste Komposition — einem breiten Publikum vortragen. Allein, aufgrund
der oben beschriebenen Schwierigkeiten: Es ist ein Ding der Unmoglichkeit. Wohl
gemerkt: Ich sage nicht, dass man iiber Mathematik nicht reden soll. Ganz im
Gegenteil. Was ich hier mache, ist ja in einem gewissen Sinne auch ,,iiber Ma-
thematik reden”. Und es ist das, was hier im math.space — mit groBem Erfolg —
geschieht. Aber, wenn es zur aktuellen Forschung kommt, dann wird man nur in
Bildern sprechen kénnen, dann wird man nur andeuten konnen, was hier wirk-
lich vor sich geht. Wie gesagt: Die Auffiihrung von Mathematik gibt es nicht,
und so wird ein Mathematiker einem breiten Publikum nie wirklich nahebringen

29Mit den Bezeichnungen ,.E* und ,,U* weil} ich nimlich wenig anzufangen.
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konnen, was er erlebt, wenn er sich mit mathematischen Problemen und deren
Losung beschiftigt. In diesem Punkt haben Mathematiker gegeniiber Musikern,
aber auch gegeniiber Forschern in anderen Wissenschaftsdisziplinen, immer ein
Handicap. Musik spricht den Horer unmittelbar an, da sind keine ,,Ubersetzung*
oder zusitzliche Erklirung notwendig, ganz im Gegensatz zur Mathematik. 3

Personliches

Was bedeuten mir personlich Mathematik und Musik? Viel, natiirlich. Da ist ein-
mal die unerkldrbare, magische Komponente. Wenn ich gefragt werde, warum
ich zur Musik oder Mathematik gekommen bin: Ich wei3 es nicht. Ich erinnere
mich gut, dass ich als 6-7-Jahriger schon leidenschaftlich gern vor mich hinge-
sungen habe. Warum? Ich weil} es nicht. Ich erinnere mich auch gut, dass ich
mich als 13-14-Jdhriger brennend dafiir interessiert habe, wie grof3 die Wahr-
scheinlichkeit ist, dass man mit einer gegebenen Anzahl von Wiirfeln eine ge-
gebene Gesamtaugenzahl wiirfelt, dass man also etwa mit 10 Wiirfeln die Au-
genzahl 36 wiirfelt. Ich habe mit Hingabe lange Tabellen aufgestellt und diese
untersucht. Nach mehrjihriger Arbeit gelang es mir tatsdchlich, eine Formel zu
finden. Natiirlich hatte ich damals nicht die geringste Ahnung, wie man diese
auch beweisen konnte.>! Warum mich das so fasziniert hat? Ich weif es nicht.

Was fasziniert mich heute an Mathematik und Musik? Bei der Mathematik ist da
einmal die Herausforderung, offene Probleme, wie sie laufend aus der Physik, der
Informatik, oder auch der Mathematik selbst kommen, zu ,.knacken*. Interessan-
terweise kommt es in meiner Forschungsarbeit sehr hdufig vor, dass ich, um ein
Problem zu 16sen, lange Tabellen studiere (die aber heutzutage mit dem Compu-
ter erstellt sind) und ich versuche, eine mathematische Formel fiir die Zahlen in
diesen Tabellen zu erraten (auch das unter Mithilfe des Computers) und dann — im
erfolgreichen Fall — die so gefundene Vermutung zu beweisen. Weiters fasziniert
es mich natiirlich, verborgene Strukturen und Zusammenhénge, die sich hinter den
Problemen und deren Losungen verbergen, aufzudecken. Die édsthetische Kompo-
nente der Mathematik spielt fiir mich klarerweise eine grof3e Rolle.

Auch bei der Musik fasziniert es mich, Neues zu ergriinden. Es ist einfach unge-

30Folgerichtig versucht Cédric Villani in seinem bemerkenswerten, aufsehenerregenden Buch
“Théoreme vivant” (in der deutschen Ubersetzung: wDas lebendige Theorem™) — in dem er be-
schreibt, wie der Beweis jenes Theorems entstanden ist, das wesentlich zur Verleihung der Fields-
medaille an ihn im Jahr 2010 beitrug — gar nicht erst, die Mathematik dahinter zu erkliren, sondern
bleibt im Gegenteil dazu sogar fiir ein Fachpublikum, das nicht Experte auf dem Gebiet der par-
tiellen Differentialgleichungen ist, mit voller Absicht unverstindlich, um sich dafiir ganz auf die
emotionelle Seite der Auseinandersetzung mit Mathematik zu konzentrieren. Dies gelingt Villani
ganz hervorragend, aber — niichtern betrachtet — wird hier nicht einmal iiber Mathematik gespro-
chen.

31Heute weiB ich, dass man diese Formel problemlos mithilfe von erzeugenden Funktionen oder
auch mithilfe des Prinzips der Inklusion und Exklusion beweisen kann.
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mein interessant, sich ein neues3? Stiick vorzunehmen und zu beginnen, daran zu
arbeiten. Wie wir schon besprochen haben: Eine Partitur muss zum Leben erweckt
werden. Am Anfang weil man oft gar nicht, was die wichtigen Dinge in einem
Stiick sind, wie der Aufbau des Stiicks zu verstehen ist und wie das Stiick ablau-
fen soll. Ich erinnere mich gut an die Situation, wie ich mit meinen Triopartnern
begonnen habe, den dritten Satz aus Mozarts Klaviertrio in C-Dur, KV 548, fiir
eine Zugabe eines Konzertabends einzustudieren. Auch wenn wir — jeder fiir sich
— die eigenen Parts vorher gelibt hatten, die ,,erste Lesung* des Satzes verkam zu
einer veritablen Katastrophe: Nichts ergab auch nur irgendeinen Sinn. Der Geiger
pléadierte sofort dafiir, etwas anderes als Zugabe zu wihlen ... Ich bestand jedoch
darauf, dem Stiick eine Chance zu geben. Wir begannen also, daran zu arbeiten.
Und siehe da: Allméhlich formte sich das ,hdssliche Entlein” zu einem lebhaften,
witzigen Stiick Musik, das uns allen grof3e Freude bereitete.

Ein weiterer wichtiger Punkt ist natiirlich, dass man, nachdem man eine Interpre-
tation eines Stiickes erarbeitet hat, diese — eigene — Sicht der Komposition nun
einem Publikum darbieten will. Das ist jedes Mal ein ungeheuer interessantes und
aufregendes Erlebnis. Man weifl nie im Vorhinein, wie das ablaufen wird, aber
umso spannender ist das und umso bereichernder kann das sein.

In jedem Fall aber waren und sind Mathematik und Musik fiir mich zwei sehr
verschiedene Dinge, die komplementir zueinander sind. Und genau diese Kom-
plementaritit habe ich immer als so interessant und reizvoll empfunden. Es ist ja
wahrscheinlich sowieso nicht gesund, sich in nur eine Sache zu verbohren. Wenn
ich etwa iiber ein mathematisches Problem nachdenke und an einem toten Punkt
anlange, wo ich nicht mehr weiter weil3, dann kann ich mich zum Klavier set-
zen und mich auf etwas ganz anderes konzentrieren und so das Hirn wieder frei
bekommen. Vielleicht, wenn ich mich dann spiter wieder dem mathematischen
Problem zuwende, habe ich dann eine neue, frische Sicht der Dinge, um mit dem
Problem wiedervoranzu kommen.

Schluss

Ich wire am Ende meiner Ausfiihrungen tiber ,,Mathematik und Musik?‘ ange-
langt. Es ist ja so: In einem mathematischen Vortrag ist es durchaus erlaubt, grol3-
teils unverstindlich zu bleiben. Allerdings nur unter einer Bedingung: wie es der
einflussreiche italienische Mathematiker Gian-Carlo Rota einmal als Forderung
des Publikums an den Vortragenden formuliert hat: 33

32Gemeint ist ,,vorher noch nicht studiertes*

33Das Zitat stammt aus dem Vortrag “Ten Lessons I wish I had been Taught”, den Rota am
20. April 1996 bei einer Geburtstagskonferenz ihm zu Ehren am Massachusetts Institute of Tech-
nology in Boston gehalten hat. Er ist in den Notices der American Mathematical Society, vol. 44,
Nr. 1, 1997, S. 22-25 (siehe http://www.ams.org/notices/199701/comm-rota.pdf) nachzule-
sen.
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“Give us something to take home!”

In diesem Sinne hoffe ich, dass ich nicht allzu unverstindlich war, und dass etwas
fiir Sie dabei war, um es mit nach Hause zu nehmen. Weil wir beim Mit-nach-Hau-
se-Nehmen sind: Ich hitte da noch etwas anzubieten, ein Musikstiick am Schluss.
Es muss natiirlich zu unserem Motto ,,Herz und Hirn* passen. Da gébe es viele
natiirliche Kandidaten, bei Johann Sebastian Bach etwa, oder auch bei Ludwig
van Beethoven. Das wire aber zu einfach, zu konventionell. Ich habe stattdes-
sen die Sonate Opus 1 von Alban Berg ausgewihlt. Dieser hat sie als 23-Jihriger
geschrieben. Sie ist gewissermalen die Abschlussarbeit der Kompositionsstudi-
en Bergs, die dieser vor allem bei Arnold Schonberg vorgenommen hat. Wenn
man so will, ist es die musikalische ,,Dissertation” Alban Bergs, um eine weitere
Parallele zur Mathematik zu bemiihen. Sie passt hervorragend zu unserem Mot-
to ,,Herz und Hirn. Ich wiirde sagen, die musikalische Sprache dieser Sonate ist
dem Expressionismus zuzuordnen. Sie ist also hochemotionell. Auf der anderen
Seite handelt es sich um eine unglaublich dichte musikalische Konstruktion, in
der das ganze etwa 10-miniitige Stiick aus einer Keimzelle — ndmlich dem An-
fangsthema — gewonnen ist. Aber genug der Erkldrungen. Ich spiele also jetzt die
Sonate Opus 1 von Alban Berg, und ich werde unmittelbar daran ein Gebet von
Johannes Brahms anhéngen. ,Intermezzo* heifit das bei Brahms, aus den letzten
Klavierstiicken, die er geschrieben hat. Ich habe das immer schon gerne gemacht,
da erstens die beiden Stiicke so gut zusammenpassen, und zweitens, wenn man
zuhort, begreift man, woher die musikalische Sprache Alban Bergs kommt.

(Alban BERG (1885-1935): Sonate op. 1)*
<Johannes BRAHMS (1833-1897): Intermezzo in h-moll, op. 119/]> 35

34 Auch auf die Gefahr hin, eine gewisse Einseitigkeit an den Tag zu legen: Die wunderbar aus-
tarierte Sicht Alfred Brendels ist auf YouTube in zwei Teilen anzuhoren: http://www.youtube.
com/watch?v=P1V-ksfS7F8, http://www.youtube.com/watch?v=QxBGG74ztVo.

3Eine alte Konzertaufnahme dieses Stiicks mit dem Autor am Klavier findet sich unter http:
//www.mat .univie.ac.at/~kratt/klavier/brahms119-1.html.

Adresse des Autors: Christian Krattenthaler, Fakultdt fiir Mathematik der Univer-
sitdt Wien. Oskar-Morgenstern-Platz 1, 1090 Wien.
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D. S. Alexander, F. Iavernaro, A. Rosa: Early Days in Complex Dynamics.
A History of Complex Dynamics in One Variable During 1906-1942. (History
of Mathematics, Vol. 38.) American Mathematical Society, Providence, Rhode
Island, The London Mathematical Society, 2012, xvii+454 S. ISBN 978-0-8218-
4464-9 H/b $ 99,

Ein ungewohnlich reichhaltiges und spannendes Buch liegt vor uns! Es beleuch-
tet die Geschichte der Erforschung komplexer dynamischer Systeme vor allem
zwischen den Jahren 1906 (Fatous Arbeit iiber Funktionalgleichungen) und 1942
(Siegels Losung des Zentrumproblems). Es wird aber auch Riickschau gehalten,
etwa auf die Arbeiten von Ernst Schroder, und der Bogen bis zur gegenwiirti-
gen Forschung gespannt (schade, dass nicht auf den von Dierk Schleicher 2009
herausgegebenen Sammelband Complex Dynamics. Families and Friends ver-
wiesen wird, da dieses die Lebendigkeit dieses Gebietes beweist). Die Arbeiten
von Pierre Fatou, Gaston Julia, Samuel Lattes und Salvatore Pincherle rund um
den Grand Prix des Sciences Mathématiques werden in zwei Kapiteln ausfiihrlich
dargestellt. Biographische Notizen, Anhénge zu verschiedenen Themen und ein
umfangreiches Literaturverzeichnis erginzen das Werk. Das Buch kann wirms-
tens empfohlen werden. Man bedauert fast, dass es ohne solide mathematische
Vorkenntnisse schwer lesbar sein wird.

F. Schweiger (Salzburg)

T. Arens, R. Busam, F. Hettlich, C. Karpfinger, H. Stachel: Arbeitsbuch
Grundwissen Mathematikstudium. Analysis und Lineare Algebra mit Quer-
verbindungen. Aufgaben, Hinweise, Losungen und Losungswege. Mit Beitr. v.
K. Lichtenegger (Springer Spektrum) Berlin 2013 viii+243 S. ISBN 978-3-8274-
3001-4 S/b EUR 25,69.

Dies Buch ist ein Arbeitsbuch und stellt die Aufgaben des Buchs ,,Grundwis-
sen Mathematikstudium — Analysis und Lineare Algebra mit Querverbindun-
gen (1.172 Seiten) der gleichen Autoren zusammen. Die Aufgaben sind unter-
teilt in Verstindnisfragen, Rechenaufgaben und Beweisaufgaben. Dazu gibt es
erst Losungshinweise, dann Losungen (zum Teil sehr kurz) und dariiber hinaus
ausfiihrlichere Losungswege. Die Aufgaben und Losungen, aber nicht die ldnge-
ren Losungswege, sind auch bereits in dem zugrundeliegenden Hauptband abge-
druckt.

Dies Arbeitsbuch ist auch auf der vom Verlag und den Autoren unterhaltenen
Webseite http://www.matheweb.de kostenlos in pdf-Form verfiigbar. Dafiir sei den
Beteiligten herzlich gedankt! Die Existenz dieser gedruckten Version ist auf Le-
serwunsch entstanden, 16st aber nach Meinung des Rezensenten noch nicht das
Problem der Alltagstauglichkeit des mit 3.125g doch sehr ,,gewichtigen* Haupt-
bands.

C. Elsholtz (Graz)
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H. Bahouri, J.-Y. Chemin, R. Danchin: Fourier Analysis and Nonlinear Par-
tial Differential Equations. (Grundlehren der mathematischen Wissenschaf-
ten 343.) Springer, Berlin, Heidelberg, 2011, xv+523 S. ISBN 978-3-642-16829-1
H/b € 99,95.

This research-level volume presents a multitude of state-of-the-art results of non-
linear PDE analysis. Well-written in the style of the French school, it features
advanced results and critical cases and can be highly recommended as a current
addition to the library of any PDE analyst working on related topics.

The book opens by recalling classical results of Fourier analysis, Sobolev spaces,
the Littlewood-Paley theory and Besov spaces in a self-consistent way, which is
adapted for the study of PDEs.

Next, it develops an extensive theory of transport-diffusion equations and (quasi)-
linear symmetric systems presenting both global well-posedness results as well as
blow-up criteria.

The following two chapters establish classical results of the incompressible
Navier-Stokes equations with critical regularity data and extend these to nonlinear
systems with degenerate parabolicity, in particular anisotropic viscosity. This is
continued by a chapter on Euler systems of inviscid incompressible fluids.

The next two chapters are concerned with Strichartz estimates, the Schrodinger
equation and a quasilinear wave equation toy model of the Einstein equations.

Finally, the last chapter discusses results on the barotropic compressible Navier-
Stokes equations including the low Mach number limit.
K. Fellner (Graz)

Th. Bauer: Analysis — Arbeitsbuch. Beziige zwischen Schul- und Hochschulma-
thematik sichtbar gemacht in Aufgaben mit kommentierten Losungen. (Springer

Spektrum) Wiesbaden 2013 x+206 S. ISBN 978-3-8348-1914-7 S/b € 20,51.

Das Buch ist eine Sammlung von Beispielen und einzelnen theoriebezogenen Bei-
tragen zur reellen Analysis in einer Variable, welche folgendermallen aufgebaut
sind: notiges Vorwissen, didaktische Zielsetzung (,,Was lerne ich hier?*), Aufga-
benstellung und kommentierter Losungsvorschlag.

Grundvorstellungen zu wichtigen Begriffen der Analysis werden explizit behan-
delt. Dieses Buch will kein Lehrbuch sein, kann jedoch Studierenden als Lektiire-
ergdnzung dienen. Hilfreich ist es vor allem fiir jene, die Analysis-Vorlesungen
halten oder Ubungen gestalten. Mir personlich gefielen insbesondere die Beitriige
zur Differenzierbarkeit: Ein Beispiel zum Wasserstand im Edersee zeigt, wie die
Kettenregel Anwendung in der Praxis findet. Auch eine geometrische Charakte-
risierung von Tangenten gab mir einen Denkansto3: Wenn ein beliebig geringes
Drehen einer Geraden nach rechts und nach links um den Schnittpunkt mit dem
Funktionsgraphen eine Verdnderung der gegenseitigen Lage (d.h. Funktion oder
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Gerade oberhalb bzw. unterhalb) links und rechts des Schnittpunkts bewirkt, so
ist die Gerade eine Tangente.

Inhaltlich ergénzen konnte man die Konstruktion der reellen Zahlen, denn wire
ihre Vollstindigkeit einmal richtig behandelt, wiirde z.B. die Existenz der n-ten
Wurzel sofort folgen, und es miisste nicht der Umweg iiber Zwischenwertsatz
und Exponentialfunktion gegangen werden, zumal diese die Vollstindigkeit der
reellen Zahlen ohnehin verwenden.

Resiimee: Kaufempfehlung fiir alle, die Analysis-Kurse gestalten, aber auch fiir
Lehrkrifte, die didaktische Anregungen zur Differential- und Integralrechnung
suchen.

B. Kron (Wien)

T. Ceccherini-Silberstein, M. Coornaert: Cellular Automata and Groups.
(Springer Monographs in Mathematics.) Springer, Berlin, Heidelberg, 2011,
xix+439 S. ISBN 978-3-642-14033-4 H/b € 89,95.

Ausgehend von Conways “Game of Life” hat sich seit den 1970er-Jahren die
Theorie der zelluldiren Automaten entwickelt, die als dynamische Systeme niitz-
liche Modelle fiir komplexe Systeme in Biologie, Chemie, Physik und Populati-
onsdynamik liefern. Das vorliegende Buch fiihrt dieses attraktive und aktive For-
schungsgebiet im Zusammenspiel von geometrischer Gruppentheorie, Automa-
tentheorie, mittelbaren Gruppen und Gruppenwirkungen ein. Besonders hervorzu-
heben ist, dass fiir die Lektiire des Buchs nur geringe Vorkenntnisse erforderlich
sind, wodurch es bereits Studierenden in den letzten Semestern eines Bachelorstu-
diums zuginglich ist. In zehn Anhingen werden inhaltliche Voraussetzungen, die
auf diesem Niveau allenfalls nicht vorhanden sind, konzise aufbereitet vermittelt.
Jedes Kapitel endet mit ausfiihrlichen historischen Anmerkungen und umfangrei-
chen Ubungsaufgaben, die das Selbststudium erleichtern.

In vier einleitenden Kapiteln iiber zelluldre Automaten und die notwendigen Be-
griffe aus der Gruppentheorie (“residually finite groups”, “surjunctive groups”
und mittelbare Gruppen) werden die notigen Vorkenntnisse und vorbereitende
Sitze vermittelt. Ein erstes schones Resultat, das sich schnell erreichen lasst, ist
der Satz von Curtis-Hedlund, der zellulire Automaten iiber endlichen Alphabe-
ten durch die Stetigkeit und die G-Aquivarianz charakterisiert. Im fiinften Kapitel
wird die Frage der Surjektivitat zelluldrer Automaten studiert. Hier gibt das “Gar-
den of Eden Theorem” eine Charakterisierung im Falle mittelbarer Gruppen. Das
fiinfte Kapitel iiber endlich erzeugte mittelbare Gruppen fiihrt in die wichtigesten
Begriffe der geometrischen Gruppentheorie ein. Den von M. Gromov und B. Weis
eingefiihrten sofischen Gruppen (in Analogie zu den sofischen Shifts der symboli-
schen Dynamik) ist das siebte Kapitel gewidmet. Im achten Kapitel werden lineare
zelluldre Automaten studiert, also solche, deren Alphabet eine Vektorraumstruktur
trigt und deren lokale Transformationsregeln linear sind.
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Durch die umsichtige Aufbereitung des Materials und die Anhinge zu ausgewihl-
ten Themen ist das Buch sowohl Studierenden ab den letzten Semestern ei-
nes Bachelorstudiums als auch dem “working mathematician™ als hervorragende
Einfiihrung in das Gebiet der zelluldren Automaten auf dem derzeitigen Stand der
Forschung zu empfehlen.

P. Grabner (Graz)

O. Deiser: Erste Hilfe in Analysis. Uberblick und Grundwissen mit vielen Ab-
bildungen und Beispielen. Springer, Spektrum, Heidelberg, 2012, 246 S. ISBN
978-3-8274-2994-0 P/b € 19,95.

For a first-year student of mathematics, the onslaught of new notation and intensi-
fied rigor behind concepts already encountered in school can be mystifying. The
author attempts in Erste Hilfe in Analysis to demonstrate, both through visual
and written examples, the subtleties of concepts learned in a first university-level
course in Analysis. The book is designed to be a companion to that course, not
a replacement for lectures or standard literature. Each of the 12 sections in the
eight chapters begins with a definition or theorem, and the rest of the section is
devoted to examples, illustrations, related theorems, and a discussion around this
theme, including tips on avoiding common pitfalls. Proofs are intentionally only
sparingly allowed. The book is best utilized in preparation for an exam or later as
a quick reference.

C. Geiersbach (Wien)

O. Deiser, C. Lasser, E. Vogt, D. Werner: 12x12 Schliisselkonzepte zur Ma-
thematik. Spektrum, Heidelberg, 2011, x+338 S. ISBN 978-3-8274-2297-2 P/b
€ 20,50.

The book 12 x 12 Schliisselkonzepte zur Mathematik reads more or less like a
catalog of 144 topics in mathematics. Each section is limited to two to three pages
by design, and each contains a short summary of what one is likely to encounter on
the subject in the first few years of study. In these summaries, central definitions,
concepts and theorems are discussed, often with a historical perspective. The
topics are evenly sorted into 12 main chapters: foundations, numbers, number
theory, discrete mathematics, linear algebra, algebra, elementary analysis, higher
analysis, topology and geometry, numerical mathematics, probability theory, and
set theory and logic.

The book, as envisioned by the authors, falls somewhere between a reference work
and a textbook. The idea is that a student of mathematics would have a resource
— in the form of this book — that could provide a quick summary of a topic, both
for topics already mastered and those as yet unexplored. The problem is that,
in order to compress a subject into a few pages, much formality must be left to
the imagination. A student who has mastered a subject will most likely find the
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narrative trivial, and a student who has never seen the topic before will not be
the wiser after a careful read. My sense after picking up this book was that the
authors got lost in the exercise of categorizing and consolidating, and forgot to
write a book that students would actually find useful.

C. Geiersbach (Wien)

N. Heldermann: Hohere Mathematik 1. (Berliner Studienreihe zur Mathematik,
Band 21.) Heldermann Verlag, Lemgo, 2012, vii+262 S. ISBN 978-3-88538-121-
1 Hb€32,—-.

Das Buch wurde fiir eine einfiihrende Vorlesung Mathematik fiir Studierende der
Ficher Produktion und Wirtschaft an einer Fachhochschule geschrieben. Wie der
Autor in seinem Vorwort schreibt, muss man bei den von der Schule vorhandenen
Eingangsvoraussetzungen einige Kompromisse machen, und so kommt es, dass
dieser Band zum grof3en Teil einen Inhalt hat, der eigentlich an der Schule gelernt
werden sollte.

Das erste Viertel des Buchs behandelt den Aufbau der reellen Zahlen, (inklusi-
ve vollstindiger Induktion, elementarer Definitionen wie injektive Abbildungen,
usw.). Es folgen lineare Gleichungen, Ungleichungen, Polynome usw. Ebenso
wird elementare Geometrie (inklusive Ellipsen) und Trigonometrie dargestellt,
weiter Ableitungen (inklusive Newtonverfahren), Taylorreihen, Exponentialfunk-
tionen. Das letzte Kapitel behandelt Funktionen in zwei Variablen. (Integralrech-
nung wird in diesem Band nicht behandelt).

Das Lehrbuch soll kein klassisches Buch der Analysis ersetzen, sondern den vor-
genannten Ubergang zwischen Schule und Fachhochschule ermoglichen. Es ist
schon geschrieben, enthilt zahlreiche Abbildungen und Ubungsaufgaben. Zu den
Ubungsaufgaben gibt es einen Losungsband (Band 22 der Reihe). Auf einen wei-
terfiihrenden Folgeband wird verwiesen.

Es sei angemerkt, dass das Buch gebunden ist, und der Verlag im deutschspra-
chigen Raum als Non-Profit-Verlag fiir ein sehr gutes Preis-Leistungsverhiltnis
bekannt ist.

C. Elsholtz (Graz)

M. Morishita: Knots and Primes. An Introduction to Arithmetic Topology.
(Universitext.) Springer, Berlin, Heidelberg, 2012, xi+191 S. ISBN 978-1-4471-
2157-2 P/b € 49,95.

Diese Monographie ist erstaunlichen Analogien zwischen algebraischer Zahlen-
theorie und der Topologie von 3-Mannigfaltigkeiten gewidmet, auf die erstmals
Barry Mazur in den sechziger Jahren des vergangenen Jahrhunderts hingewiesen
hat.
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Ausgangspunkt ist die Analogie zwischen der Fundamentalgruppe in der alge-
braischen Topologie und der étalen Fundamentalgruppe. Die im Titel angespro-
chene Beziehung zwischen Knoten und Primzahlen ergibt sich, wenn man die
Einbettung SpecF, < SpecZ als Analogon des Knotens § ' R3 auffasst. Mo-
rishitas Buch zeigt, wie iiberraschend tragfihig diese Analogie ist. Verschlin-
gungszahlen entsprechen dabei Legendre-Symbolen, ihre Symmetrie dem qua-
dratischen Reziprozititsgesetz und die GauB3sche Integralformel fiir die Verschlin-
gungszahl der Moglichkeit, das Legendre-Symbol mittels einer GauB3schen Sum-
me auszudriicken. Im Laufe der Kapitel wird eine Art Worterbuch présentiert,
das beschreibt, welche Begriffe beider Gebiete einander analog entsprechen. So
korrespondieren etwa die erste und zweite Homologiegruppe einer 3-Mannigfal-
tigkeit mit der Idealklassengruppe und der Einheitengruppe eines algebraischen
Zahlkorpers.

Wie aus der bisherigen Beschreibung ersichtlich ist, stellt dieses Buch keine ge-
ringen Anforderungen an die Vorkenntnisse aus Topologie, kommutativer Algebra
und algebraischer Zahlentheorie. Wer allerdings bereit ist, Zeit in die Lektiire zu
investieren, wird dafiir mit verbliiffenden Einsichten in eine Analogie belohnt,
die hochstwahrscheinlich zu weiteren Erkenntnissen auf beiden Gebieten fiihren
wird.

C. Baxa (Wien)

M. Oestreich, O. Romberg: Keine Panik vor Statistik!. Erfolg und Spall im
Horrorfach nichttechnischer Studienginge. 4., aktualisierte Auflage. Springer,
Spektrum, Heidelberg, 2012, xi+326 S. ISBN 978-3-8348-1946-8 P/b € 24,95.

Das vorliegende Buch gibt eine Einfiihrung in die Statistik fiir nichttechnische
Studienrichtungen, wobei bereits die 4. Auflage vorliegt. Es beginnt mit einfachs-
ter Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung und fiihrt iiber Mittelwertberech-
nungen und Korrelationskoeffizienten bis hin zu einfachen Hypothesentests. Das
Buch ist immer wieder mit Comics und Beispielen aus dem Studentenalltag (Te-
quilla als Notenbooster, Oktoberfest, etc.) aufgelockert. Fiir Studierende der Ma-
thematik ist das Buch fiir nicht viel mehr als eine Aufwéirmrunde vor dem 1. Se-
mester (um im Fachjargon der Autoren zu bleiben) zu empfehlen.

M. Predota (Wien)

H. Riesel: Prime Numbers and Computer Methods for Factorization. Second
Edition. Reprint of the 1994 Edition. (Modern Birkhduser Classics.) Birkhduser,
Basel, 2012, xviii+464 S. ISBN 978-3-8176-8297-2 P/b € 59,95.

Bei dem vorliegenden Buch handelt es sich um den unveridnderten Nachdruck der
zweiten Auflage dieses Werks von 1994.

Es werden vier gro3e Themenbereiche behandelt: Verteilungseigenschaften der
Primzahlen, die Erkennung von Primzahlen (Primzahltests), die Faktorisierung
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groBer Zahlen und, in Form einer kurzen Einfiihrung, die Verwendung von Prim-
zahlen in der Kryptographie. ElIf Anhénge vermitteln Hintergrundwissen, von der
elementaren Zahlentheorie iiber die Struktur von algebraischen Zahlkorpern bis
zum Stieltjes-Integral. Umfangreiche Tabellen zu Primzahlen und zu Faktoren
spezieller Zahlen wie jene von Mersenne-Zahlen ergédnzen die Theorie.

Dieses Buch zeugt von groer Handwerkskunst und vom umfassende Wissen des
Autors, einem renommierten Spezialisten auf diesem Gebiet. Das Werk beein-
druckt durch die Genauigkeit der Formulierungen, den Umfang der dargebotenen
Informationen, das umfangreiche Literaturverzeichnis und das klare Konzept der
Présentation eines derart umfassenden Stoffgebiets. Die Wertschitzung, die dieser
Monographie durch Fachkollegen wie Paulo Ribenboim entgegengebracht wird,
unterstreicht ihre Bedeutung in diesem Teilgebiet der Zahlentheorie. Sie ist wei-
terhin als Referenzwerk unverzichtbar.

P. Hellekalek (Salzburg)

M. Scherfner, T. Volland: Mathematik fiir das erste Semester. Analysis und
Lineare Algebra fiir Studierende der Ingenieurswissenschaften. Spektrum, Hei-
delberg, 2012, xiv+364 S. ISBN 978-3-8274-2501-1 P/b € 24,95.

The textbook Mathematik fiir das erste Semester is written with a first-semester
engineering student in mind, and as such takes a soft approach to the standard
introductory material in analysis and linear algebra. As a rule, the authors kept
the text and examples purely mathematical, with the argument that applied engi-
neering examples at this level can be distracting more than anything; that being
said, the focus is more on correctly applying mathematical tools rather than the
mastery of the theory and proofs.

The book is divided into two main sections: analysis and linear algebra. The sec-
tion on analysis covers the usual suspects of real and complex numbers, functions,
sequences, series, differentiation, power series, Taylor, integration and a short
chapter on Fourier series, all limited to the one-dimensional case. The section on
linear algebra contains vector spaces, systems of linear equations, determinants,
norms and the dot product, change of basis, eigenvalues and eigenvectors, and
differential equations.

Students studying for a written exam will find the examples, accompanied by com-
plete solutions, at the end of each chapter helpful. Those examples are followed
by a list of theoretical questions that might be encountered in an oral exam, all of
which can be answered using the previous pages. The chapter Vom Umgang mit
Priifungen gives a panicked student some advice on test-taking strategies, which
reads somewhat like a lecture from an older sibling but which also underscores
the authors’ purpose in writing the book: to help students pass their first univer-
sity math exam.

C. Geiersbach (Wien)
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G. Shimura: Modular Forms: Basics and Beyond. (Springer Monographs in
Mathematics.) Springer, Berlin, Heidelberg, 2012, x+175 S. ISBN 978-1-4614-
2124-5 H/b € 79,95.

Der Autor dieser Monographie hat vor iiber 40 Jahren den Klassiker Introduction
to the Arithmetic Theory of Automorphic Functions verfasst und hat die Theo-
rie der Modulformen im Laufe der Jahre um zahlreiche bedeutende Beitrige be-
reichert. Im vorliegenden Werk beschiftigt er sich mit einigen fortgeschrittenen
Themen aus diesem Gebiet.

Wihrend im ersten Kapitel die Grundlagen der Theorie Siegelscher Modulfor-
men prisentiert werden, beschrinkt sich der Autor spiter darauf, Modulformen
zu betrachten, die Funktionen einer komplexen Variable sind. In weiteren Ka-
piteln werden Thetafunktionen, Dirichletreihen und Eisensteinreihen behandelt.
Der Beweis einer starken Version der Shimura-Korrespondenz bildet einen Hohe-
punkt des Buchs. (Diese setzt Modulformen halbganzen Gewichts in Beziehung
zu Modulformen von ganzzahligem Gewicht und wurde vom Autor 1973 publi-
ziert.) Daran anschlieend beweist er als Anwendung Resultate, die den von ihm
in der Arbeit The critical values of certain Dirichlet series attached to Hilbert
modular forms 1991 publizierten entsprechen (in der die gleichen Fragen fiir Hil-
bertsche Modulformen behandelt wurden). AbschlieBend weist er darauf hin, dass
praktisch alle vorgestellten Ergebnisse auf Hilbertsche Modulformen ausgedehnt
werden konnen.

In diesem Werk demonstriert Shimura auf eindrucksvolle Weise seine schwer zu
tiberbietende Beherrschung der Materie. Dieser Band ist ein groer Gewinn fiir
alle, die sich ernsthaft mit Modulformen auseinandersetzen (oder es sich noch
vorgenommen haben).

C. Baxa (Wien)

A. B. Sossinsky: Geometries. (Student Mathematical Library, Vol. 64.) Amer-
ican Mathematical Society, Providence, Rhode Island, 2012, xvi+301 S. ISBN
978-0-8218-7571-1 P/b $ 48,—.

This textbook has come out of lectures for first year students given by the author
at the University of Moscow. Pointing out Klein’s Erlangen Program geome-
tries are discussed as theory of objects invariant by the action of a transformation
group. After an introductory chapter devoted to Euclidean Geometry there are five
sections on abstract groups and finite transformation groups including finite sub-
groups of SO(3), crystallographic groups and Coxeter Geometries. After chapter
six, devoted to spherical Geometry, there are four sections presenting classical
models of hyperbolic Geometry. Chapter 11 presents a short history of Non-Eu-
clidean Geometry. Chapter 12 gives basics on plane projective Geometry (over
the reals), while chapter 13, titled (due to Arthur Cayley) “Projective Geometry
Is All Geometry” points out Euclidean, hyperbolic and elliptic plane geometry
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as subgeometries. Remaining chapters are on finite geometries, the hierarchy of
geometries and morphisms of geometries. Two appendices cover excerpts of Eu-
clid’s “Elements” and Hilbert’s Axioms for Plane Geometry.

The well illustrated book contains many problems with hints for nearly all of
them. It can be recommended not only for a first year course but for self-study,
too.

F. Manhart (Wien)

K. Strehmel, R. Weiner, H. Podhaisky: Numerik gewohnlicher Differenti-
algleichungen. Nichtsteife, steife und differentialalgebraische Gleichungen. 2.,
tiberarbeitete und erweiterte Auflage. Springer, Spektrum, Heidelberg, 2012,
xi+505 S. ISBN 978-3-8348-1847-8 P/b € 39,95.

Dies ist eine iiberarbeitete Version des bekannten Buchs von K. Strehmel und
R. Weiner iiber Diskretisierungsverfahren fiir Anfangswertprobleme. In der Neu-
auflage sind neuere Entwicklungen beriicksichtigt, insbesondere exponentielle In-
tegratoren und sogenannte Peer-Methoden (ein Arbeitsgebiet der Autoren). Dif-
ferentiell-algebraische Gleichungen werden ebenfalls behandelt. Damit liegt wie-
derum ein ausfiihrliches Standardwerk vor, das fiir die Lehre und fiir Anwender
gleichermallen geeignet ist. Insbesondere eignet es sich als begleitender Text zu
einer einschldgigen Vorlesung, die nicht so ausfiihrlich gestaltet sein kann wie ein
Text mit 500 Seiten.

Zwei Beobachtungen zum Kapitel iiber steife Anfangswertprobleme: Im Ab-
schnitt {iber linear-implizite Verfahren werden auch Krylov-Losungsverfahren be-
schrieben. Es wird auch auf die (inzwischen ,klassische‘) Theorie der B-Kon-
vergenz eingegangen; eine kritische Diskussion betreffend deren Geltungsbereich
fehlt jedoch.

Das Buch ist sehr iibersichtlich gegliedert. Der Schwerpunkt liegt auf der Herlei-
tung, Beschreibung und Analyse der betrachteten Verfahren, es wird jedoch auch
deren praktische Implementierung diskutiert, und vieles wird durch numerische
Beispiele illustriert.

Leider fehlt ein Kapitel zum Thema geometrische Integratoren.
W. Auzinger (Wien)

A.-S. Sznitman: Topics in Occupation Times and Gaussian Free Fields.
(Zurich Lectures in Advanced Mathematics) EMS, Ziirich, 2012, vii+114 S. ISBN
978-3-03719-109-5 P/b € 28,—.

The present volume gives an introduction to the fascinating relationship between
occupation times of (killed) random walks, Gaussian free fields and loop mea-
sures. The main goal are various isomorphism theorems between local times of
random walks and the occupation field of Poisson point measures on loops and
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the Gaussian free field respectively. It concludes with a short overview about the
relation with random interlacements.

The volume contains full and extensive proofs of all the results discussed. This
renders it particularly useful to everybody looking to understand the techniques
used. Particular highlights for the random walks are the Feynman-Kac formula
and the Ray-Knight isomorphism theorems. Ample space is given to the setup
of rooted, pointed and unrooted loops and the measure-theoretic and definitional
details involved. Measures on loops, including restriction properties, lay the basis
for a Poisson point process on unrooted loops. Finally, Symanzik’s representation
formula relates the occupation field of the resulting loop soup to even moments of
the Gaussian free field, including a short introduction to Feynman diagrams.

C. Temmel (Amsterdam)

G. G. Szpiro: Die Keplersche Vermutung. Wie Mathematiker ein 400 Jahre altes
Ritsel 16sten. Aus dem Englischen von M. Stern. Springer, Berlin, Heidelberg,
2011, xii+323 S. ISBN 978-3-642-12740-3 H/b € 29,95.

Der Autor beginnt mit einer Beschreibung der urspriinglichen historischen Pro-
blemstellung, die auf Sir Walter Raleigh zuriickgeht (optimale Lagerung von Ka-
nonenkugeln). In der anschlieBenden detaillierten Behandlung des Problems geht
er insbesondere auch auf die Biografien Johannes Keplers und Tycho Brahes ein
— mit einigen kritischen, manchmal sogar zynischen Randbemerkungen. Auch in
den folgenden Kapiteln werden neben den mathematischen Betrachtungen immer
wieder biografische Anmerkungen zu den jeweiligen Akteuren gemacht (Diirer,
Newton, Lagrange, Gaul3, Hilbert, Fejes T6th, van der Waerden, Dantzig, v. Neu-
mann, ... ). Neben den Lagerungen werden auch dhnliche Problemstellungen (Ho-
nigwaben, , Kussproblem®, ...) sowie die duale Frage der Uberdeckungen thema-
tisiert. An einigen Stellen versucht der Autor, den Leserinnen und Lesern einen
Einblick in die mathematische Forschung zu geben (Preprints, Begutachtungsver-
fahren, Ansehen einer mathematischen Zeitschrift, . ..), wobei er allzu menschli-
che Schwichen in schonungsloser Offenheit beschreibt. (Etwa Seite 163: ,,In den
akademischen Elfenbeintiirmen sind boshafte Gefechte nicht ungewohnlich.®)

Der Haupttext des Buchs beschreibt die verschiedenen Beweisideen weitgehend
nur verbal und anhand anschaulicher Einkleidungen. Passagen, die etwas mehr
Mathematik verlangen (aber immer noch ausschlieflich auf Schulniveau), sind in
einer anderen Schriftart gesetzt und konnen iiberblittert werden. Langwierigere
Uberlegungen und Rechnungen wurden in den Anhang verschoben. Die Lektiire
dieses Buchs ist in vielerlei Hinsicht interessant und anregend und kann auch
Schiilern und mathematischen Laien empfohlen werden. Etwas seltsam mutet al-
lerdings an, dass dieses Buch — die deutschsprachige Erstauflage erschien 2011 —
noch in der alten Rechtschreibung verfasst ist.

M. Kronfellner (Wien)
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T. Tao: Higher Order Fourier Analysis. (Graduate Studies in Mathematics,
Vol. 142.) American Mathematical Society, Providence, Rhode Island, 2012,
x+187 S. ISBN 978-0-8218-8986-2 H/b $ 54,—.

Wihrend die normale (lineare) Fourieranalysis auf den Basisfunktionen e2mina

(mit n € Ng, a0 € R) aufbaut, wird in diesem Buch Fourieranalysis, die z.B. auf
. . . in2 .
den quadratischen Basisfunktionen ™" % beruht, entwickelt.

Die Motivation hierzu kommt aus den Untersuchungen zu dem Satz von Sze-
merédi liber die Existenz beliebig langer arithmetischer Progression in einer dich-
ten Menge ganzer Zahlen. Wihrend fiir den Fall von arithmetischen Progressio-
nen der Linge 3 (Satz von Roth) die lineare Fourieranalysis ausreicht, liefert die
nichtlineare Fourieranalysis fiir Progressionen der Linge 4 oder grofer wichtige
Beitrige.

Dieses Buch ist eine sehr gute Vorbereitung zu den zahlreichen Originalarbeiten
(wie z.B. von Gowers, Green, Host, Kra und Tao) zu tiefliegenden Ergebnissen,
die hdufig Methoden aus mehreren Gebieten verkniipfen (wie z.B. Fourierana-
lysis, Ergodentheorie, analytische Zahlentheorie und Kombinatorik). Der Autor
versteht es sehr gut, die Ideen herauszuarbeiten und so den Leser schrittweise zu
dem weiter fortgeschrittenen Material zu fiihren.

Dieser Band ist aus einer Graduiertenvorlesung entstanden und enthilt Ubungs-
aufgaben. Zusitzlich hat der Autor die Vorlesungen parallel auf seinen Blog ge-
stellt und hat auf diese Weise bereits zahlreiche Riickmeldungen von Lesern er-
halten und in den Text einbauen konnen.

C. Elsholtz (Graz)

M. Ulbrich, S. Ulbrich: Nichtlineare Optimierung. (Mathematik Kompakt).
Birkhéuser, Basel, 2012, viii+148 S. ISBN 978-3-0346-0142-9 P/b € 18,90.

Das vorliegende Buch bietet auf knapp 150 Seiten eine sehr gelungene Einfiihrung
in das Gebiet der endlichdimensionalen stetigen Optimierung.

Die Gliederung in unrestringierte und restringierte Optimierung ist naheliegend.
Im etwas umfangreicheren ersten Teil werden dabei zunichst Gradientenverfah-
ren und dann Verfahren zweiter Ordnung auf ihre Konvergenzeigenschaften theo-
retisch analysiert. Dabel ist es auch notwendig, geeignete Schrittweitenregeln zu
wihlen, um Konvergenz zu gewihrleisten. Weiters werden Quasi-Newton-Ver-
fahren und trust region-Verfahren, die sich vor allem bei grolen Problemen als
sehr effizient erweisen, mit ihren wesentlichen Eigenschaften diskutiert. Dieser
Aufbau ist Standard und liegt den meisten Texten iliber unrestringierte Optimie-
rung zugrunde. Die Autoren unterlegen die Theorie mit sorgfiltig ausgewéhlten
Beispielen und Aufgaben und verzichten auch nicht auf Beweise, selbst bei kom-
plexeren Resultaten.

Im zweiten Teil (restringierte Optimierung) werden zundchst Optimalitéitsbe-
dingungen (Karush-Kuhn-Tucker-Theorie) aus der Lagrangefunktion hergeleitet.
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Weiters wird kurz auf starke Dualitéit und Sattelpunkte der Lagrangefunktion ein-
gegangen. Aus algorithmischer Sicht werden als erstes Strafverfahren, und dann
sehr ausfiihrlich das SQP-Verfahren (Sequential Quadratic Programming) erklért.
Innere-Punkte-Verfahren bilden den Abschluss des Buches.

Das Buch ist bestens geeignet als Basis fiir eine einfiihrende Lehrveranstaltung
tiber nichtlineare Optimierung, wie sie in mathematischen Bachelor-Studien an-
geboten wird.

F. Rendl (Klagenfurt)

J. Ziegenbalg, O. Ziegenbalg, B. Ziegenbalg: Algorithmen. Von Hammurapi
bis Godel. Mit Beispielen aus den Computeralgebrasystemen Mathematica und
Maxima. Verlag Harri Deutsch, Frankfurt am Main, 2010, 349 S. ISBN 978-3-
8171-1864-9 P/b € 22,80.

Die vorliegende dritte Auflage dieses Buchs unterscheidet sich von der ersten
(erschienen 1996 bei Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg) vor allem da-
durch, dass die Algorithmen durchgéngig in der Sprache der Computeralgebra-
systeme Mathematica und Maxima dargestellt werden (und nicht mehr in Pro-
grammiersprachen wie Pascal). Die Autoren gehen davon aus, dass ,,Algorithmen
im Zentrum unserer Wissenschafts- und Kulturgeschichte stehen und heben die
Rolle des Computers als ,,Werkzeug fiir das algorithmische Arbeiten hervor.

Im ersten Kapitel des Buchs wird die Bedeutung von Algorithmen im Mathe-
matikunterricht der Primar- und Sekundarstufe dargestellt. Damit wird auch der
Kreis der Leserinnen und Leser, an die sich das Buch vor allem richtet, deutlich:
Mathematiklehrerinnen und -lehrer aller Schulstufen und Lehramtsstudierende.
Im zweiten Kapitel werden die Begriffe Algorithmus und Informatik diskutiert.
Die Autoren werben fiir mehr algorithmisches Denken im Schulunterricht. Zum
Beispiel wird im Abschnitt iiber den Euklidischen Algorithmus zu Recht bedau-
ert, dass die Berechnung des grofiten gemeinsamen Teilers zweier ganzer Zah-
len in den meisten Schulen noch immer mit dem duflerst ineffizienten Verfahren
der Primfaktorzerlegung erfolgt. Im dritten Kapitel des Buchs werden historische
Beziige hergestellt. Man erfahrt zum Beispiel, dass sich das heute iibliche Rech-
nen mit Zahlen in Zifferndarstellung im 15. und 16. Jahrhundert nur sehr langsam
gegen den starken Widerstand der Vertreter des Rechnens am Abakus durchge-
setzt hat. Offenbar hat man auch damals schon das Gewohnte nicht gern durch
etwas Besseres ersetzen lassen!

Im Kapitel 4 werden Strategien des algorithmischen Problemlosens vorgestellt,
im Kapitel 5 die Effizienz von Algorithmen besprochen und im Kapitel 8 die Pro-
grammierung. Die kiirzeren Kapitel 6 und 7 gehen auf die Korrektheit von Algo-
rithmen und auf die Grenzen der Algorithmisierbarkeit ein. Den Abschluss des
Buchs bildet ein Kapitel iiber evolutionidre Algorithmen und neuronale Netze.

Das Buch spannt thematisch einen sehr weiten Bogen, betrachtet den historischen

73



Kontext der Themen und spricht auch philosophische Fragen an. Es ist klar, dass
das an manchen Stellen auf Kosten der Tiefe gehen muss. Das Buch kann ohne
viel Vorwissen gelesen werden und enthilt zahlreiche interessante Beispiele sowie
ausgearbeitete Programme in Mathematica und Maxima.

F. Pauer (Innsbruck)
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Nachrichten der Osterreichischen
Mathematischen Gesellschaft

Personliches

Jean-Pierre Bourguignon, the 2nd president of the European Mathematical Soci-
ety (1995-98), will be the next president of the European Research Council (ERC).
Professor Bourguignon was nominated for this position by the EMS to a search
committee set up by the European Commission.

Laszlo Lovasz (Eotvos Lorand University Budapest) and Karl Sigmund (Univer-
sity of Vienna) have been appointed members of the Physical, Chemical and Math-
ematical Sciences Committee of Science Europe, the new association of European
Research Funding and Research Performing Organizations. More information can
be found at http://www. scienceeurope.org/

(EMS)
Heinz Engl (Univ. Wien) wurde in die Academia Europaea gewihlt.

(Michael Drmota)

Protokoll der Generalversammlung der OMG am 24.9.2013, Univ. Innsbruck

Tagesordnung:

—_—

BegriiBung und Feststellung der Beschlussfihigkeit

Berichte des Vorsitzenden und weiterer Vorstandsmitglieder, insbesondere
des Kassiers

Berichte aus den Landessektionen

Bericht der Rechnungspriifer und gegebenenfalls Entlastung des Vorstands
Neuwahl des Vorstands

Verleihung des Forderungspreises und der Studienpreise

Allfélliges

N

NownkWw

Anwesend: M. Drmota (Vorsitz), P. Hellekalek, H. Humenberger, B. Kaltenbacher,
G. Kirchner, P. Kirschenhofer, C. Krattenthaler, G. Larcher, M. Oberguggenber-
ger, A. Ostermann, G. Schranz-Kirlinger, G. Teschl, J. Wallner, W. Woess sowie
25 weitere Mitglieder. Beginn der Sitzung: 18:30 Uhr.
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TOP 1: Der Vorsitzende begriiit die Anwesenden, stellt die Beschlussfihig-
keit fest und beantragt folgende Anderungen der Tagesordnung: (a) TOP 5 wird
ergidnzt zu: ,,Neuwahl des Vorstands und der Rechnungspriifer. (b) TOP 7 wird
in TOP 8 umbenannt und die Tagesordnung wird um einen neuen TOP 7 erwei-
tert: ,,Bestidtigung des Vorschlags fiir die Neubesetzung der Didaktikkommission®.
Dem Antrag wird einstimmig zugestimmt.

TOP 2: Bericht des Vorsitzenden M. Drmota:

— Der Vorsitzende dankt den Organisatoren der derzeit laufenden Jahrestagung
in Innsbruck fiir die perfekte Organisation.

— Der Vorsitzende dankt dem Vorstand, den Landesvorsitzenden und den Kom-
missionen fiir die sehr erfolgreiche Zusammenarbeit der letzten vier Jahre.

— Die niichste , kleine” Tagung der OMG findet 2015 in Gyér (gemeinsam mit
ungarischer Beteiligung) statt; die ndchste gemeinsame Tagung mit der DMV wird
in vier Jahren in Salzburg abgehalten (25.-29. September 2017).

—Im vergangenen Jahr wurden zwei Reziprozititsabkommen abgeschlossen,
und zwar eines mit der Slowenischen Mathematischen Gesellschaft und das zwei-
te mit der Schweizer Mathematischen Gesellschaft. Beide Abkommen sind ab
1.1.2013 in Kraft.

— Der Vorsitzende weist auf den Code of Practice der EMS hin, dem sich die
OMG auch verpflichtet fiihlt. Der Text befindet sich (als pdf-Datei) auf der Ho-
mepage der OMG.

— Der Vorsitzende berichtet, dass sich die OMG aktiv an der open access-Dis-
kussion beteiligt und green open access favorisiert. In diesem Zusammenhang
wird auf den Artikel von Krattenthaler verwiesen, der u.a. vom FWF sehr beach-
tet wurde (insbesondere gibt es eine Replik). Positiv ist zu vermerken, dass green
open access sowohl vom ERC als auch vom FWF mit golden open access gleich-
gestellt wird und das arXiv ausdriicklich als Repositorium erwéhnt wird.

—Die TU Wien hat ihre Abonnements von Austauschzeitschriften der OMG
storniert, auf Initiative von W. Woess werden in Zukunft einige der Zeitschriften
an die Universitidt Graz verkauft.

— Die Redaktion des Mathe-Briefs hatte einen personellen Abgang und sucht
zwei zusitzliche Mitarbeiter und Mitarbeiterinnen.

— Mit Stand 2013 hat die Gesellschaft 592 personliche, 7 von der Gebiihr befreite
und 22 institutionelle Mitglieder. Im vergangenen Jahr gab es 16 Neueintritte und
16 Abginge. AuBlerdem wurden 32 Mitglieder gestrichen, welche die letzten drei
Jahre keinen Mitgliedsbeitrag gezahlt hatten. Der Vorsitzende berichtet von drei
Todesfillen im vergangen Jahr: Egbert Harzheim, verstorben am 6.12.2012; Paul
Otto Runck, verstorben am 13.3.2013; Josef Schmid, verstorben am 27.6.2013.
Die Anwesenden erheben sich zum Gedenken.

Bericht des Herausgebers der IMN: Die IMN haben einige Artikel in Planung, es
gibt seit Langerem erstmals einen kleinen Riickstau.
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Bericht des Kassiers: Das Vermogen der OMG befindet sich auf einem histori-
schen Hochststand. Die Einnahmen durch Mitgliedsbeitrige sind im vergangenen
Jahr stark gestiegen. Das ist einerseits auf die (kleine) Erhohung des Mitgliedsbei-
trags und andererseits auf die erfolgreiche Einmahnung von Ausstidnden zuriick-
zufiihren.

TOP 3: Berichte der Landessektionen: Die Sektion Salzburg berichtet iiber eine
Verjlingung des Instituts (Berufungen und Stellenausschreibungen); die Sektion
Steiermark iiber finanzielle Unterstiitzung von wissenschaftlichen Veranstaltun-
gen durch die Gesellschaft. In Linz wurde die Projektwoche ,,Angewandte Mathe-
matik finanziell unterstiitzt; auBerdem sind Stellen in Ausschreibung. Die Mathe-
matik der Universitat Wien ist {ibersiedelt; im kommenden Sommersemester wird
es einen Schwerpunkt mit dem Institut Frangais geben (5 Fachvortriage sowie eine
Ausstellung von Beutelspacher.)

Berichte aus der Didaktikkommission: Der Vorsitzende berichtet von den Leh-
rerfortbildungstagen zu Ostern. Bei den Gesprichen zur ,Lehrerbildung Neu* ist
wieder von einem einheitlichen Programm fiir die Sekundarstufe die Rede. Die
geplanten Personalwechsel in der Kommission werden unter TOP 5 besprochen.

TOP 4: Bericht der Rechnungspriifer und gegebenenfalls Entlastung des Vor-
stands: Beide anwesenden Rechnungspriifer haben unabhingig die Finanzen
iberpriift und bestitigen, dass alles in bester Ordnung ist. H. G. Feichtinger stellt
den Antrag auf Entlastung des Kassiers und des Vorstands fiir das Vereinsjahr
2012. Der Antrag wird einstimmig angenommen.

TOP 5: Neuwahl des Vorstands und der Rechnungspriifer: Der Vorsitzende be-
richtet, dass folgender Vorschlag fiir den neuen Vorstand erarbeitet wurde:

— Vorsitzender: Michael Oberguggenberger (Univ. Innsbruck)

— Stellvertreterin: Barbara Kaltenbacher (Univ. Klagenfurt)

— Herausgeber der IMN: Johannes Wallner (TU Graz)

— Kassier: Alexander Ostermann (Univ. Innsbruck)

— Stellvertreter: Bernhard Lamel (Univ. Wien)

— Schriftfiihrer: Clemens Fuchs (Univ. Salzburg)

— Stellvertreterin: Gabriela Schranz-Kirlinger (TU Wien)

— Beauftragte fiir Frauenforderung: Evelyn Burkwar (Univ. Linz)

— Beauftragter fiir Offentlichkeitsarbeit: Gerald Teschl (Univ. Wien)

Die genannten Personen sind im Falle einer Wahl bereit, das jeweilige Amt zu
tibernehmen. M. Oberguggenberger und B. Kaltenbacher verlassen den Saal. Die
anschliefende geheime Wahl ergibt 37 Stimmen fiir Oberguggenberger (keine
Enthaltung, keine Gegenstimme). Damit ist Oberguggenberger einstimmig als
Vorsitzender gewihlt. Der Wahl des restlichen Vorstands erfolgt per Akklamation
ebenfalls einstimmig.

M. Oberguggenberger bedankt sich fiir das Vertrauen. Gleichzeitig dankt er den
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ausscheidenden Vorstandsmitgliedern Drmota, Kirschenhofer und Larcher fiir de-
ren groBBen Einsatz fiir die Gesellschaft. M. Drmota berichtet, dass die bisherigen
Kassapriifer bereit wéren, das Amt eine weitere Periode auszuiiben. Die Rech-
nungspriifer fiir 2014-2015 (H. G. Feichtinger und P. Szmolyan) werden ebenfalls
einstimmig gewihlt.

TOP 6: Verleihung des Forderungspreises und der Studienpreise: Der Forderungs-
preis 2013 der Gesellschaft wird Franz Schuster (TU Wien) zuerkannt. Die Lauda-
tio hilt Reinhard Winkler. Die OMG vergibt 2013 weiters zwei Studienpreise fiir
Dissertationen. Die Preistriager sind Manuel Weberndorfer (TU Wien) und Da-
niel Krenn (TU Graz). Die Laudatio hilt der Vorsitzende der Preiskommission,
Clemens Fuchs.

TOP 7: Bestdtigung des Vorschlags fiir die Neubesetzung der Didaktikkommissi-
on. In der Didaktikkommission scheiden Robert Miiller und Ingrid Guggenberger
aus. Der Vorsitzende Humenberger beantragt, diese beiden Abgénge durch Tho-
mas Miiller und Klaudia Singer nachzubesetzen. Dem Antrag wir per Akklamati-
on zugestimmt.

TOP 8. Allfalliges: Keine Wortmeldung. Ende der Sitzung: 20 Uhr

Vorsitzender: M. Drmota Schriftfiihrung: A. Ostermann

Laudatio fiir den Gewinner des Forderungspreises (Franz Schuster)

Franz Schuster wurde am 4. August 1978 geboren und wuchs in St. Margarethen
im Burgenland auf. Er besuchte das Realgymnasium und danach die Handels-
akademie in Eisenstadt. Nach seinem Wehrdienst studierte er von 1998 bis 2003
Technische Mathematik an der TU Wien. Wihrend seiner Dissertationszeit 2003
bis 2005 war er in meinem FWF-Projekt Affin-assoziierte Korper Projektassistent
und im Rahmen des EU Marie Curie Research and Training Networks Phenom-
ena in High Dimensions ein halbes Jahr Gastwissenschafter an der Universitit
Florenz.

Seine Dissertation mit dem Titel Convolutions and multiplier transformations of
convex bodies schloss Franz Schuster 2005 ab. Danach arbeitete Franz Schuster
im Rahmen von Phenomena in High Dimensions ein halbes Jahr als Gastwis-
senschafter an der Universitit Freiburg. Wieder nach Wien zuriickgekehrt, war
er Projektassistent im Rahmen meines FWF-Projekts Bewertungen auf konvexen
Korpern und von 2009 bis 2012 Universitétsassistent am Institut fiir Diskrete Ma-
thematik und Geometrie der TU Wien.

Franz Schuster habilitierte sich 2010 an der TU Wien und wurde im gleichen Jahr
mit dem Hlawka-Preis der Osterreichischen Akademie der Wissenschaften aus-

gezeichnet. Von 2010 bis 2013 leitete Franz Schuster das FWF-Projekt Minkow-
ski-Bewertungen und geometrische Ungleichungen. Im Rahmen dieses Projekts
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betreute er die Dissertationen von Thomas Wannerer und Manuel Weberndorfer.
Das Sommersemester 2012 verbrachte Franz Schuster als Gastprofessor am Poly-
technic Institute of New York University. Im Jahr 2012 erhielt er einen ERC
Starting Grant fiir sein Projekt Isoperimetric inequalities and integral geometry.
Diesem Projekt wurde auch der START-Preis des FWF zuerkannt. Seit April 2013
ist Franz Schuster Professor fiir Geometrische Analysis an der TU Wien.

Franz Schuster hat in den letzten Jahren bedeutende Beitrige zur Konvexgeome-
trie und geometrischen Analysis geleistet. Dabei ist ein Schwerpunkt seiner Arbeit
die Theorie der Bewertungen oder additiven Funktionen auf konvexen Korpern,
also von Funktionen &, die auf X", dem Raum der kompakten, konvexen Mengen
im R", definiert sind und fiir die gilt

O(KUL)+®(KNL) = D(K) +D(L),

wenn K,L.KUL € K".

Bewertungen sind seit Max Dehns Losung des dritten Hilbertschen Problems im
Jahr 1901 ein wichtiges Thema in der Geometrie. Ein Meilenstein war hier Hadwi-
gers beriihmter Funktionalsatz im Jahr 1952, demzufolge die einzigen bewegungs-
invarianten, stetigen additiven Funktionale auf dem Raum der konvexen Kdorper
im R” die Linearkombinationen der inneren Volumina (Quermafintegrale) sind.
In den letzten Jahren haben Minkowski-Bewertungen grofles Interesse auf sich
gezogen, das sind Funktionen, die konvexen Korpern wiederum konvexe Korper
zuordnen und die Bewertungen in Bezug auf die Minkowski-Addition sind. Ers-
te Ergebnisse fiir Minkowski-Bewertungen haben sich mit SL(n) vertriglichen
Funktionen beschiftigt. Das wichtigste Beispiel ist hier durch den klassischen
Projektionenkorper gegeben.

Beginnend mit seiner Dissertation 2005, erreichte Franz Schuster in mehreren Ar-
beiten grundlegende Resultate zur Klassifizierung von SO(n) kovarianten Min-
kowski-Bewertungen. Dies steht natiirlich in der Tradition des Hadwigerschen
Funktionalsatzes, stellt sich jedoch als wesentlich schwieriger heraus. In seiner
Arbeit Crofton measures and Minkowski valuations (Duke Mathematical Journal
2010) gelingt es Franz Schuster, die Stiitzfunktionen von SO(n)-kovarianten Min-
kowski-Bewertungen zu beschreiben und zu zeigen, dass sie sich als Faltung mit
den sogenannten Crofton-Mallen y; darstellen lassen:

n—1
h(®K,-) =co+ Z vol;(K|-) * ui + ¢, V(K),
=1

1=

wobei A(L,-) die Stiitzfunktion von L bezeichnet, das n-dimensionale Volumen
mit V bezeichnet wird und vol;(K|-) das i-dimensionale Volumen der Projektion
von K auf einen i-dimensionalen Unterraum ist.

Franz Schuster ist es auch gelungen, fiir Minkowski-Bewertungen isoperimetri-
sche Ungleichungen herzuleiten. Die ersten Resultate dieser Art sind schon in
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seiner Dissertation enthalten. Viel stirkere Resultate erzielte er in der Arbeit Val-
uations and Busemann-Petty type problems (Advances in Mathematics 2008).
Hier beweist er Sitze in der Tradition von Busemann und Petty fiir eine ganze
Klasse von Minkowski-Bewertungen. Vor Kurzem gelang es Franz Schuster in
Zusammenarbeit mit Semyon Alesker (Tel Aviv University) und Andreas Bernig
(Universitiat Frankfurt), in der Arbeit Harmonic analysis of translation invariant
valuations (Geometric and Functional Analysis 2011) grundlegende Ergebnisse
zur Zerlegung des Raums der translationsinvarianten Bewertungen in irreduzible
SO(n) invariante Unterrdume zu erzielen. Konsequenzen aus dieser Darstellung
sind eine Klassifizierung von SO(n)-kovarianten Tensorbewertungen und neue
isoperimetrische Ungleichungen fiir Minkowski-Bewertungen.

Franz Schuster beschiftigte sich auch mit vielen weiteren Fragen. Das reicht von
seiner gemeinsamen Arbeit mit Peter M. Gruber iiber Ellipsoide, die aus Franz
Schusters Diplomarbeit hervorgegangen ist, iiber seine Arbeiten mit Rolf Schnei-
der iiber Minkowski-Klassen und mit Gabriel Maresch iiber isotrope Malle, zu
seinen Arbeiten mit seinem Dissertanten Thomas Wannerer tiber GL(n) kontrava-
riante Minkowski-Bewertungen und seinem Dissertanten Manuel Weberndorfer
tiber Brascamp-Lieb-Ungleichungen.

Seine sehr erfolgreiche Zusammenarbeit mit Christoph Haberl sei besonders her-
vorgehoben. Haberl und Schuster ist es gelungen, die L,-Petty-Projektionenun-
gleichung von Erwin Lutwak, Deane Yang und Gaoyong Zhang aus dem Jahr 2000
wesentlich zu verschirfen. Diese gemeinsame Arbeit General L, affine isoperi-
metric inequalities erschien 2009 im Journal of Differential Geometry und ist die
Grundlage fiir zwei weitere gemeinsame Arbeiten. Einerseits wird in Asymmet-
ric affine L, Sobolev inequalities die L, affine Sobolev-Ungleichung von Lutwak,
Yang und Zhang verschirft; insbesondere ist dieses Resultat essentiell stirker als
die L,-Sobolev-Ungleichung von Aubin und Talenti. Andererseits ist in Koopera-
tion mit Jie Xiao (University of Newfoundland) die Arbeit An Asymmetric Affine
Polyd-Szego Principle entstanden. Diese Arbeit enthélt Verschiarfungen der Re-
sultate von Cianchi, Lutwak, Yang und Zhang iiber affine Sobolev-Ungleichun-
gen. Speziell werden in dieser Arbeit verschirfte Versionen der affinen Moser-
Trudinger- und der affinen Morrey-Sobolev-Ungleichungen sowie eine affine lo-
garithmische Sobolev-Ungleichung bewiesen.

Franz Schuster hat im letzten Jahr eine grole Arbeitsgruppe aufgebaut. Inzwi-
schen hat auch Lukas Parapatits seine Dissertation bei Franz Schuster abgeschlos-
sen und Florian Besau und Astrid Berg werden bald folgen. Franz Schuster ist
ein effizienter Organisator und er scheint es zu genie3en, groe Projekte durch-
zufiihren. Es freut mich sehr, dass seine Arbeit mit dem Forderungspreis der OMG
ausgezeichnet wurde, und ich wiinsche thm weiterhin viel Erfolg und viele schone
mathematische Resultate.

(M. Ludwig)
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Ausschreibung der Preise der OMG

Ausschreibung des OMG-Forderungspreises 2014

Die Osterreichische Mathematische Gesellschaft vergibt auch 2014 wieder ihren
jahrlichen Forderungspreis. Infrage kommen junge Mathematiker oder Mathema-
tikerinnen, die in iiberdurchschnittlichem Mafle durch ihre mathematische For-
schung hervorgetreten sind und welche einen wesentlichen Teil ihrer Arbeiten in
Osterreich erbracht haben. Dabei soll die Promotion mindestens zwei bis maximal
zehn Jahre zuriickliegen (Uberschreitungen sind moglich bei Kindererziehungs-
zeiten und bei nachweislichen Priasenz- oder Zivildienstzeiten).

Die Nominierung muss durch einen zum Zeitpunkt der Nominierung in Osterreich
an einer Universitdt oder Forschungseinrichtung beschiftigten habilitierten Ma-
thematiker bzw. eine Mathematikerin erfolgen. Der Vorschlag muss bis spitestens
15. Mirz 2014 beim Vorsitzenden der OMG einlangen und folgende Unterlagen
enthalten: 1. Beschreibung und Wertung der wissenschaftlichen Leistung; 2. Pu-
blikationsliste; 3. Wissenschaftlicher Lebenslauf.

Aus den eingereichten Vorschldgen wihlt eine Begutachtungskommission den
Preistriager oder die Preistrigerin aus. Der Preis ist mit 1.000 € und einer Ehren-
medaille dotiert. AuBerdem wird der Preistriager oder die Preistrdagerin eingeladen,
beim nichsten OMG-Kongress in einem Vortrag iiber die erzielten Forschungser-
gebnisse zu berichten. Sollte der Preistriager oder die Preistrdgerin noch nicht Mit-
glied der OMG sein, so wird er oder sie auf Wunsch in die OMG aufgenommen
und vom Mitgliedsbeitrag fiir das erste Jahr befreit.

Adresse fiir Einsendungen: Univ.Prof. Dr. Michael Oberguggenberger, Universitdt
Innsbruck, Technikerstrafse 13, 6020 Innsbruck

Ausschreibung der OMG-Studienpreise 2014

Die Osterreichische Mathematische Gesellschaft vergibt auch 2014 wieder zwei
Studienpreise. Die Preistriager sollen junge Mathematikerinnen und Mathematiker
sein, die in den Jahren 2012 oder 2013 eine Diplom- oder Master-arbeit bzw. eine
Dissertation eingereicht haben.

Voraussetzung fiir den Studienpreis fiir Diplomarbeiten ist ein Abschluss eines
Magister- oder Diplomstudiums an einer Osterreichischen Universitit. Vorausset-
zung fiir den Studienpreis fiir Dissertationen ist entweder der Abschluss des Dok-
toratsstudiums an einer Osterreichischen Universitiat oder, im Falle eines Dokto-
ratsstudiums an einer ausldndischen Universitit, das Vorliegen eines abgeschlos-
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senen Magister- oder Diplomstudiums an einer dsterreichischen Universitét. Die
Nominierung muss durch einen zum Zeitpunkt der Nominierung in Osterreich an
einer Universitdt oder Forschungseinrichtung beschiftigten Mathematiker bzw.
eine Mathematikerin erfolgen.

Der Vorschlag muss bis spitestens 15. Mirz 2014 beim Vorsitzenden der OMG
einlangen und folgende Unterlagen enthalten: 1. Ein Exemplar der als besonders
hochqualifiziert bewerteten mathematischen Diplomarbeit bzw. Dissertation; 2.
Zwei begriindete Bewertungen dieser Diplomarbeit bzw. Dissertation; 3. Einen
Lebenslauf des Kandidaten bzw. der Kandidatin einschlieBlich kurzer Beschrei-
bung des Studienablaufs.

Aus den eingereichten Vorschligen werden durch eine vom Vorstand der OMG
eingesetzte Begutachtungskommission die Preistriiger ermittelt. Jeder OMG-Stu-
dienpreis ist mit 500 € dotiert. Jeder Preistriger erhilt eine Urkunde. Sollte der
Preistriger oder die Preistrigerin noch nicht Mitglied der OMG sein, so wird er
bzw. sie auf Wunsch in die OMG aufgenommen und vom Mitgliedsbeitrag fiir das
erste Jahr befreit.

Adresse fiir Einsendungen: Univ.Prof. Dr. Michael Oberguggenberger, Universitdt
Innsbruck, Technikerstrafse 13, 6020 Innsbruck

Ausschreibung der Schiilerinnen- und Schiilerpreise der OMG

Die Osterreichische Mathematische Gesellschaft zeichnet herausragende Fachbe-
reichsarbeiten in Mathematik oder Darstellender Geometrie an Osterreichischen
Schulen mit Preisen aus. Diese Arbeiten miissen bis 15. Mirz 2014 in der OMG
(Adresse siehe unten) einlangen und werden von einer Jury begutachtet.

Die Verfasserinnen und Verfasser jener Arbeiten, die im Zuge dieser Begutach-
tung in die engere Wahl kommen, werden zu einem Kurzvortrag eingeladen, in
dem sie ihre Arbeit priasentieren. Anschlie3end erfolgt die Preisverleihung. Diese
Veranstaltung, zu der auch die betreuenden Lehrerinnen und Lehrer eingeladen
sind, findet im Rahmen der traditionellen OMG-Lehrerfortbildungsveranstaltung
am Freitag nach Ostern 2014 (25. April) an der Universitdt Wien, Fakultit fiir
Mathematik, Oskar-Morgenstern-Platz 1, statt.

Die OMG bittet alle ihre Mitglieder und die Leserinnen und Leser der IMN, poten-
tielle Interessenten von dieser Einladung zu informieren und Schulen zur Teilnah-
me zu ermuntern.

Adpresse fiir Einsendungen: Univ.Prof. Dr. Michael Drmota, Technische Univer-
sitdt Wien, Wiedner Hauptstrafse 8—10/104, 1040 Wien
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Neue Mitglieder

Roland Donninger, Dr. — Ecole Polytechnique Federale, Station 8, CH-1014 Lau-
sanne. geb. 1977. Doktorat an der Univ. Wien 2007, anschlieBend Postdoc an der
Univ. Wien (-2008), Univ. Chicago (2009-2010) und EPFL (seit 2011). email
roland.donninger@epfl.ch.

Gregor Ehrensperger, B.Sc. — Karl Schonherr-Str. 28, 6094 Axams. geb. 1986.
Student der Mathematik an der Univ. Innsbruck. email gregor.ehrensperger @ stu-
dent.uibk.ac.at

Marlene Koch — Smolekstr. 91, 2401 Fischamend. geb. 1995. Studentin an der
Technischen Universitit Wien. email leni.koch@aon.at.

Gertrud Konrad, Dr. — TU Wien, Atominstitut, Stadionallee 2, 1020 Wien. geb.
1977. 2012 Doktorat in Experimentalphysik an der Univ. Mainz, seit diesem Zeit-
punkt Universitétsassistentin am Atominstitut der TU Wien. email gkonrad @ati.
ac.at, http://gertrudemiliekonrad.weebly.com.

Daniel Krenn, Dr. — TU Graz, Institut f. Optimierung und Diskrete Mathema-
tik, Steyrerg. 30, 8010 Graz. geb. 1982. Studium und Doktorat in Technischer
Mathematik an der TU Graz, derzeit Universititsassistent an der TU Graz. 2013
Studienpreis der Osterr. Math. Gesellschaft. email krenn @math.tugraz.at, htp://
www.danielkrenn.at.

Christian Kiihn, Ph.D. — TU Wien, Institut 101, Wiedner Hauptstr. 8—10/101,
1040 Wien. geb. 1981. 2005 Bachelorstudium an der Jacobs University Bremen,
2008 Abschluss des Master und 2010 des Doktoratsstudiums an der Cornell Uni-
versity. 2010-2011 Postdoc am Max Planck-Institut in Dresden, seit 2011 TU
Wien. email ck274 @ cornell.edu, http://www.ax.tuwien.ac.at/~ckuehn.

Georg Maierhofer — Hochschloss-Str. 42, 8665 Langenwang. geb. 1995. Student
an der Univ. Cambridge. email georg @dr-maierhofer.at, http://georg.dr-maierho-
ferat.

Nicole Radda, Mag. — Bessemerstr. 3/2/20, 1210 Wien. geb. 1988. seit 2011 Leh-
rerin fur Mathematik und Geschichte am BRG 22 (Bernoulli) in Wien. email ni-
cole.radda@ gmx.at.
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Franz Schuster, Univ.-Prof. Dr. — TU Wien, Institut f. Diskrete Mathematik
und Geometrie, Wiedner Hauptstr. 8-10/104, 1040 Wien. geb. 1978. 2005 Ab-
schluss des Doktoratsstudiums, 2006-2009 Mitarbeiter in FWF-Projekten an der
TU Wien, 2009-2012 Universititsassistent an der TU Wien, seit April 2013 Univ.-
Prof. fiir Geometrische Analysis an der TU Wien. email franz.schuster @ tuwien.
ac.at, http://dmg.tuwien.ac.at/schuster.

Manuel Weberndorfer, Dr. — TU Wien, Institut fiir Diskrete Mathematik und
Geometrie, Wiedner Hauptstr. 8—10/104, 1040 Wien. geb. 1986. 2010-2013 For-
schungsassistent an der TU Wien, 2012 Abschluss des Doktoratsstudiums der
Technischen Mathematik. Seit 2013 Universitétsassistent an der TU Wien. 2013
Studienpreis der Osterr. Math. Gesellschaft. email manuel. weberndorfer @ tuwien.
ac.at, http://dmg.tuwien.ac.at/fg6/weberndorfer.
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