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Warum Raumvorstellung (nicht nur) fiir

das Rechnen notwendig ist:

Erklarungsansatze aus der Kognitionswissenschaft
und der Fachdidaktik
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Mathematische = Kompetenzen werden durch die zunehmende
Technologisierung und Digitalisierung zur Aufrechterhaltung unseres
Wohlstands (Wirtschaftsstandort, Export,...) immer wichtiger.

25 | Kartendaten

4 ‘orausschau & Planung

Kamera
Objek ifi

e 4 P £m) | Ultraschall
= lg ({ % 1] Nahbereichserkennung

Cullsl Organizaton - Schosle



Pédagogische
Hochschule
Steiermark

5 Maorberof

Was sich (steirische) Betriebe wiinschen...

Mathematik

It's not Rocket Science! Mathematik ist wichtig. Schatzen, Runden, Kopfrechnen

und ein Verstandnis von Losungswegen furs Mitdenken und Mitentscheiden ist, was sich
die Betriebe wiinschen.

Kopfrechnen, Schitzen, Runden 96%

MaReinheiten 92%

Losungswege verstehen 84%

Sachverhalte erfassen und darstellen 74%

Rechenschritte begriinden 68%

Prozent und Zinsen 68%

Flacheninhalt und Umfang

R
3

Korper berechnen 52%

Satz des Pythagoras 44%

Edtbauer et al. (2011, S. 25)

Variablen, Terme und Gleichungen ez




21% Risikoschiiler*innen in Mathematik (PISA, 2018)
Jedes Kind ist eines zu viel.

- Probleme im Alltag = sekundare emotionale Stdrungen
- Volkswirtschaftliche Auswirkungen

In Osterreich befindet sich rund jede/r fiinfte Jugendliche in der Mathematik-Risikogruppe (21
% PISA 2018). Diese Jugendlichen weisen sehr geringe mathematische Kompetenzen auf
und befinden sich (noch) in einer Vorstufe, mathematisches Wissen fiir sich selbst gut nutzen
zu konnen. Die dsterreichische Risikogruppe ist fast doppelt so grof8 wie die dsterreichische

m Spitzengruppe. (PISA 2018, S. 69)



Friihzeitiges fordern mathematischer Kompetenzen ist eine
Notwendigkeit.

Was gehort dazu:
- Interesse am Fach vermitteln
- Mathematische Denkprozesse anregen
Selbstkonzept und Selbstwirksamkeit starken
Positive math. Weltbilder generieren
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Pddagogische Inhalt des Vortrags

AN

Das rechnende Gehirn Raumvorstellung & Grundvorstellungen
und Rechenstdrungen Rechnen und Ableitungen fiir

- Welche Regionen? - Raumvorstellung . die Praxis
- Aufbau der Zahlen- - Zusammenhang @l - Fachdidaktische Diskussion

reprasentation Raumvorstellung und | - Neurokognitive Ergebnisse vs.
- Typische Entwicklungen Rechnen fachdidaktische Tradition

- Atypische Entwicklung - Praxistransfer

»
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Funktionelle
Magnetresonanztomographie
(FMRT)

Transcraniale Nahe-Infrarot-
Spektroskopie (NIRS)
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@ Neuronales Netzwerk der Zahlenverarbeitung
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Arbeitsgedachtnis,
Exekutive Funktionen

Zahlensinn

Superiorer Parietallappen
Intraparietaler Sulcus

hinten vorne

Visuelle
Identifikation

Kucian (2016)



@ Kleine Mengen vs. groRe Mengen werden in
iy unterschiedlichen Gehirnarealen verarbeitet

Culusl Organizaton © Schosle
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Kleine Mengen vs. groRe Mengen
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Exaktes Benennen von kleinen Mengen Approximatives
- Subitizing Zahlensystem

oot e |
Bl
ksl Oz £

Schoole

E



Neuronales Netzwerk der Zahlenverarbeitung

Arbeitsgedachtnis,
Exekutive Funktionen

vorne

Kucian (2016)
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Typische Entwicklung

t Arbeitsgedachtnis
—" und Aufmerksamkeit

Rechnen wird
automatisiert

Rivera et al. (2005),
Kucian et al. (2008)

Arabische
Zahlen
Emerson & Cantlon
2014, Vogel et al. 2015

( Funktionelle Spezialisierung
—' rechenspezifischer Areale

Kindheit

Adoleszenz
McCaskey et al. (2018)



Neuronales Netzwerk der Zahlenverarbeitung

Arbeitsgeddchtnis,
Exekutive Funktionen

Zahlensinn

hinten

Visuelle &
Identifikation S

Kucian (2016)
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Aalge nenréetatin

Basisnumerische
Verarbeitung

Visuell-arabische Verbal-phonologische
Zahlenform Zahlenform

7 | /sieben/

(Dehaene, 1992)

Zahlen, Paritaten Multiplikationsfakten

Rechnen mit mehrstelligen Zahlen, )
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Arbeitsgedachtnis,
Exekutive Funktionen

Aufmerksamkeit
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Faserverbindungen bei Rechenstorung
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Kinder mit Dyskalkulie zeigen Unterschiede im SLF, einer Faserverbindung,
welche parietale, temporale und frontale Areale verbindet.

Ein rascher und exakter Austausch zwischen
dem Frontal- und Parietallappen ist wichtig flr
viele héhere kognitive Fahigkeiten.

OSLF1
B SLF I
M SLF 1l
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Ein Mythos

FEAR envy 1 searching
practice plan e SAD

onpeste FNGHT

BELIEF drunk Lig

Left

brain

l“nGE SEPARATE
Sickness
confussion taking ARGUE

HOPELESSCHAOS 5 &

Bored intellect oBsess

HOLDING ONTO #= IDENTITY (5| 0

Es gibt keine wissenschaftliche Belege daflir, dass komplexe
Operationen wie Rechnen oder Kreativitat von einer Hemisphere
verarbeitet werden. Sogar die einfachsten Aufgaben beinhalten

diverse komplexe kognitive Operationen, die eine Vielzahl
unterschiedlicher Gehirnareale beanspruchen.
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Pddagogische Inhalt des Vortrags

AN

Das rechnende Gehirn Raumvorstellung & Grundvorstellungen
und Rechenstdrungen Rechnen und Ableitungen fiir

- Welche Regionen? - Raumvorstellung . die Praxis
- Aufbau der Zahlen- - Zusammenhang @l - Fachdidaktische Diskussion

reprasentation Raumvorstellung und | - Neurokognitive Ergebnisse vs.
- Typische Entwicklungen Rechnen fachdidaktische Tradition

- Atypische Entwicklung - Praxistransfer

»




e  AUfbau der Zahlenreprasentationen ist raumlich

Mentaler Zahlenstrahl

i

01 2 3 5 & 78 51011 100

Links = Rechts Logarithmisch = Linear
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ﬁ | & Dehaene et al. (1993)
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Zahlen werden raumlich gedacht - Mentaler Zahlenstrahl

Mentaler Zahlenstrahl basiert auf 3 wissenschaftlich gesicherten
Effekten:

— Distanzeffekt
— SNARC-Effekt (spatial-numerical-association of response codes)
— Attention Bias Effekt
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a SNARC effect

reaction time difference (ms)
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Zahlen im Raum
Interaktion zwischen Zahlen und visuell-raumlicher Kognition

b Attention bias effect

1 Irrelevant number

2 Attentional bias 3 Target detection

Attention Bias Effect

(Fischer et al., 2003)
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Zahlen im Raum
Interaktion zwischen Zahlen und visuell-raumlicher Kognition

b Low Digit High Digit
440 5

Initial display 440 -
(500 ms)

—8— Right target
—O— Left target

Digit presented
at fixation
(300 ms)

Variable delay

Peripheral target
Delay (ms)

Attention Bias Effect (Fischer et al., 2003)
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e —
0 100

If this is where O goes and this is where
100 goes, where does 86 go?
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Entwicklung der Raumvorstellung

P-Perception

S-Space factor P =100 g
R-Reasoning | —G R —3
________ - .--.—nv"lﬂ-:_:NM_ 80 _2
v 2
o=
wE 60 =
—
—————————————— —50 &
N-Number 140 &
M-Memory g
V-Verbal o
=120
W-Word fluency &
| ] | | | |
3 5 9 11 13 15 17 19

Le bensa lter THURSTONE=che Intelligenzfaktoren nach BLOCM (1473)
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Abb. 2.2 Schlauchfiguren. (© ITB Consulting)
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3 wissenschaftliche Erklarungsansatze:

1. Raumliche Enkodierung von Zahlen ,mental number line"
(z.B. Hubbard, Piazza, Pinel & Dehaene, 2005; Van Dijck, Ginsburg, Girelli & Gevers, 2015)

2. Neuroanatomische Nahe (z.B. Cutini, Scarpa, Scatturin, Dell'’Acqua, & Zorzi, 2012; Gobel, Calabria, Farng,

& Rossetti, 2006; Goffaux, Martin, Dormal, Goebel, & Schiltz, 2012; Ranzini, Dehaene, Piazza, & Hubbard, 2009; Kucian et
al. 2018)

3. Visuell-raumlicher Arbeitsspeicher (z.s. Holmes, Adams, & Hamilton, 2008; Nath & Sziics, 2014;
Szucs, Devine, Soltesz, Nobes, & Gabriel, 2013; Bergman-Nutley, & Klingberg, 2014)
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Pddagogische Inhalt des Vortrags

AN

Das rechnende Gehirn Raumvorstellung &
und Rechenstdrungen Rechnen Grundvorstellunggp
- Welche Regionen? - Raumvorstellung \ und Ableitungen fiir

- Aufbau der Zahlen- - Zusammenhang die Praxis

reprasentation Raumvorstellung und } - Mentale Reprasentationen
- Typische Entwicklungen Rechnen

- Atypische Entwicklung

»

- Praxistransfer




Kognitions- und neuropsychologische Beitrage stehen
stoffdidaktischen Ansatzen teilweise (noch) gegeniiber.

Stoffdidaktik: Mathematische Lehr- und Denkprozesse miissen immer aus
der Struktur des Faches generiert werden (Wittmann 2013)

versus

Kognitionspsychologie versucht Aufschluss tiber die Denkweise von
Menschen zu erlangen (dieses Denken muss nicht notwendig der inneren,
logischen Struktur des Faches folgen) (Lorenz 2017)

J
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Wissen ist das Produkt eines konstruktiven Prozesses (Momentan im
Gedachtnis verfiigbar).

Denken ist der Prozess des Operierens mit Symbolen, welche
Erfahrungen, Vorstellungen und Gedanken reprasentieren.

Gedanken (z. B. Dreiecke, Zahlen, Begriffe) benotigen eine bestimmte
Reprasentationsform: Enaktiv - lkonisch - Symbolisch



@ Fachdidaktik: ,Kognitionspsychologische

Pédagogische

e Erkenntnisse miissen zur Struktur des Faches passen”

Beispiele fiir Reprasentationsformen von Zahlen:

1/2(3|4|[5|6|[7|8|9]10
112 13 14 15|16 17 18 19 20
21 22 23 24 25|26 27 28 29 30
31 32 33 34 35|36 37 38 39 40
41 42 43 44 45|46 47 48 49 50 .
51 52 53 54 55|56 57 58 59 60 1 70 100
61 62 63 84 65|66 67 68 69 70
7172 73 74 75|76 77 78 79 80
81 82 83 84 85|85 87 88 89 90
91 92 93 94 95|96 97 98 99 100

D N

F 8




Gedankliche Konstrukte vs. mentale Reprasentationen

larger numbers

smaller numbers
| ||||IIIIIIIIIIIIIIIIIIW
[T T O reer e

<
T
versus 0O 1 2 3 5 6 78 91011 100

Beziehung kann als Strukturgleichheit (Isomorphie) bezeichnet
werden (Griesel et al. 2019).
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Jeder Punkt x reprasentiert eine naturliche Zahl, die Menge ist
der Zwischenraum zwischen zwei Punkten x; und x,.

- Isomorphie bzgl. Nachfolgerbeziehung (Richtungssinn)
- Isomorphie bzgl. Wohlordnung in N (Ordnung zwischen den Punkten)

- 0 ist natiirliche Zahl und 0 ist kein Nachfolger (Zahlenstrahl hat Anfang)

Mentaler ZS ist isomorph zum gedanklichen Konstrukt der natiirlichen
Zahlen

(dadurch ist der mentale ZS eine mentale Reprasentation)

J
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pe




Mentale Reprasentation = Grundvorstellung

Das Grundvorstellungskonzept verbindet die Ergebnisse der
Kognitionspsychologie mit der Fachdidaktik (Griesel et al. 2019).

—> Durch Grundvorstellungen werden mathematische Begriffe fiir SuS erst

konkret und dadurch benutzbar. (v. Hofe 1995)
- Normative Grundvorstellungen sind isomorph zum mathematischen

Objekt.
- SuS kommen mit deskriptiven GVen (kdnnen auch Fehlvorstellungen sein)

)

11§
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Aufbau von mentalen Reprasentationen

Grundvorstellungen (mentale Reprasentationen) zu gedanklichen
Konstrukten miissen handelnd oder visuell und konstruktivistisch aufgebaut
werden!
Das Kind handelt am geeigneten Material.

Die mathematische Bedeutung der Handlung wird beschrieben. Zentral: Ver-
sprachlichen der Handlung und der mathematischen Symbole.

Das Vierphasenmodell (Abbildung aus Wartha & Schulz, 2011, S. 11)
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Was sind uiberhaupt normative Grundvorstellungen?
Bsp. Funktionen

Zuordnungsvorstellung
Eine Funktion ordnet jedem Wert einer Grofle genau einen Wert einer zweiten Gro3e

Zu.
Mit dem Mengenbegriff formuliert bedeutet dies: Eine Funktion ordnet jedem

Element einer Definitionsmenge genau ein Element einer Zielmenge zu.

Kovariationsvorstellung
Mit Funktionen wird erfasst, wie sich Anderungen einer GroBe auf eine zweite Gro-

Be auswirken bzw. wie die zweite Grofle durch die erste beeinflusst wird.

Flache eines Quadrats nimmt
mit zunehmender Seitenlange
streng monoton zu.

Objektvorstellung Abkiihl T
Eine Funktion ist ein einziges Objekt, das einen Zusammenhang als Ganzes be- U' €n von 1€e,
Schwingungen,...

schreibt.



,Der Aufbau mentaler Reprasentationen kann nur in einem
eigenstandigen Akt durch den Schiiler selbst erfolgen.” (Piaget
u. Bruner nach Griesel et al. 2019)

- Klassenorganisationsebene (z. B. dialogisches Lernen,...)

Eigenstandiges Zeichnen und das Anfertigen von Skizzen fiihrt
zum Aufbau mentaler Reprasentationen und verhindert die
Etablierung von Fehlvorstellungen (Griesel et al. 2019)

Scucalionsl Seenifc snd + Aesoctates
© Sehosle
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Raumvorstellung und Geometrie sind im modernen Mathematikunterricht der
Primar- und Sekundarstufe allgegenwartig...

v

v

Arithmetische und algebraische Sachverhalte werden mit geometrischen

Aktivdité;ten verdeutlicht. (z.B. die Summe zweier ungerader Zahlen ist stets
gerade

Geometrische Sachverhalte sind oft Anlass fiir spannende Fragestellungen
(z.B. Seitenlange des Wiirfels wird verdoppelt, wie verandert sich der
Rauminhalt?, Knobelaufgaben, ...)

Arithmetisches Erarbeitunﬁsmaterial ist raumlich und generiert
Grundvorstellungen fiir Zahlen, Zahlbeziehungen, Operationen,
Stellenwertsystem. (z. B. Dienes, Montessori, ...)

Zeichnungen und Visualisierungen zum Aufbau tragfahiger
Grundvorstellungen bedienen sich geometrisch-raumlicher Kognitionen



©

rusogte Beispiele
EIS - Prinzip
(2n+1) + (2m+1) = 2n+2m+2 = 2*(n+m+1)
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Lege mit Wurfeln Rechtecke aus.
Bei welchen Zahlen gibt es viele Mdglichkeiten?
Bei welchen Zahlen kannst du Quadrate legen?

Bei welchen Zahlen werden es nur ,,Schlangen®?




@_ Beispiel: Raumliches Erarbeitungsmaterial fiir

arithmetische Sachverhalte
(EEXIPIIT T Seeeeetess
@:

Culusl Organizaton © Schosle
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Beispiele (Grundvorstellung
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Rechnen beruht auf vielen kognitiven Teilleistungen (Arbeitsgedachtnis,

Steiermar k ¢
visuell-raumliche Verarbeitung,...)
Unterschiedliche neuronale Netzwerke liegen diesen Teilleistungen

zugrunde - Gesamtes Gehirn wird beansprucht.
Relevanz der Raumvorstellung fiir das Rechnen (3 Erklarungsansatze)
Gedankliche Konstrukte brauchen mentale Reprasentationen.
 Grundvorstellungen sind die Antwort der Fachdidaktik auf mentale
Reprasentationen und daher gleichzusetzen.
Mentale Reprasentationen werden durch Materialhandlungen bzw. spater
durch Visualisierungen (Zeichnung/Graphik) aufgebaut (visuell-raumlich)

Geometrisch-raumliche Sachverhalte kdnnen Anlass fiir weitreichende
und ansprechende arithmetische/mathematische Fragestellungen sein.

]
2
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