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Zusammenfassung

Die Wahrscheinlichkeit ist die Grundlage fur intelligente Handlungen und Entscheidungen
angesichts von Ungewissheit. Dazu gehoren statistische Schlussfolgerungen ebenso wie
Uberlegungen zu Zuverlassigkeit, Risiko und Entscheidungsfindung.

Die Lehrplane haben den Zugang zur Wahrscheinlichkeitsrechnung und damit die Natur von
Wahrscheinlichkeit verengt.

Mit dem Zugang zu Technologie ist die Simulation zum vorherrschenden Lehransatz geworden.

Obwohl Simulation eine wirksame Methode ist, um komplizierte Mathematik zu ersetzen,
reduziert sie die Konzepte auf ihren frequentistischen Anteil.

Dies gipfelt in einem Ansatz zur Informellen Inferenz, der Wahrscheinlichkeit und bedingte
Wahrscheinlichkeit Uberflissig macht, um statistische Beurteilung zu unterrichten.

Die relevanten Eigenschaften statistischer Inferenz erfordern jedoch, dass sich im kognitiven
System des Einzelnen eine universelle Vorstellung von Wahrscheinlichkeit herausbildet.



1. Funf Saulen fur die Wahrscheinlichkeitsrechnung und damit fur die Statistik

# 1. Beginne mit Wahrscheinlichkeit so frih wie moglich

# 2. Nutze Spiele auf intelligente Weise

# 3. Forme Bayesianisches und risiko-orientiertes Denken

# 4. Verknupfe Wahrscheinlichkeitsrechnung und beurteilende Statistik

# 5. Entwickle die enge Verwandtschaft zwischen Wahrscheinlichkeit und Risiko

2. Statistische Inferenz verstehen lernen mittels bedingter Wahrscheinlichkeit

Bedingte Wahrscheinlichkeit ist der Schlussel fur statistische Inferenz

Die Fisher-Neyman-Pearson-Kontroverse

Interpretation von Fehlentscheidungen bei statistischen Tests auf lange Sicht
Analogie zwischen Medizin und statistischen Tests



Funf Saulen fur die Unterweisung in Wahrscheinlichkeit

* Um die Bemuhungen in Didaktik und Unterricht zu strukturieren
= Damit der vielfaltige Begriff Wahrscheinlichkeit und sein Zweck klarer werden.

* Die Schwierigkeiten im Zugang zur beurteilenden Statistik zu losen
= Die verschiedenen Deutungen von Wahrscheinlichkeit verbinden,
= \Wahrscheinlichkeit und statistischer Beurteilung miteinander verknupfen,
= und nachhaltige Intuitionen aufbauen, die helfen, Gelerntes zu verstehen und zu behalten.



1. Funf Saulen fur die Wahrscheinlichkeitsrechnung
und damit fur die Statistik

# 1. Beginne mit Wahrscheinlichkeit so frith wie moglich

und entwickle Ideen und Konzepte spiralférmig.
# 2. Nutze Spiele auf intelligente Weise,

um nachhaltige probabilistische Intuitionen aufzubauen.

# 3. Forme Bayesianisches und risiko-orientiertes Denken
so frih wie maglich.

# 4. Verknupfe Wahrscheinlichkeitsrechnung und beurteilende Statistik
von der ersten Einfuhrung in Wahrscheinlichkeit an.

# 5. Entwickle die enge Verwandtschaft zwischen Wahrscheinlichkeit und Risiko
im Sinne von Zwillingsbegriffen.

Baue den Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit sorgfaltig auf und
ermogliche eine umfassendere Konzeption statistischer Beurteilung.



Wahrscheinlichkeit und statistische Beurteilung verknupfen:
Zweck und Begrundung

» Auf der reichen Erfahrung aus Spielen aus Kindheit und Jugend aufbauen,
um zuverlassige Intuitionen zu entwickeln (#1, #2).

* Die subjektivistische (epistemische) Konnotation von Wahrscheinlichkeit miteinbeziehen,
um spatere Verwirrung zu vermeiden und die Anwendungen zu erweitern (#3).

* Mit Fragen der beurteilenden Statistik in den frihesten Phasen des Unterrichts in Wahr-
scheinlichkeit verknipfen, weil es sich um komplementare Teile desselben handelt (#4).

* Wahrscheinlichkeit und Risiko als Zwillingsbegriffe entwickeln (#5).

Die Kontroverse in den Grundlagen (sind klassische oder Bayesianische Methoden besser)
»fur einen pluralistischen Hintergrund niitzen statt Methoden zu reduzieren.

Den Blickwinkel auf Intuitionen und Common Sense scharfen.
» Bedingte Wahrscheinlichkeit ist der Schliissel zu einer breiteren Interpretation der Inferenz.
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Probabilistische Literalitat -
Gewandtheit in probabilistischen Fragen

e Verstandnisschwierigkeiten sind notorisch

v'bei statistischen Schlussfolgerungen und der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Eine beliebte Intervention im Unterricht besteht darin

v'zu vereinfachen — siehe aber Brousseaus ,,glissement didactique”,

Innovative Reaktion:
v"Wahrscheinlichkeit mit Fragen statistischer Inferenz verkntpfen.
v'Die Konzeption der Begriffe erweitern statt den theoretischen Rahmen

einschranken.

Wahrscheinlichkeit ist viel mehr als nur relative Haufigkeiten und hat eher einen
metaphorischen als materiellen Charakter.



# 1. Beginne mit Wahrscheinlichkeit so fruh wie moglich
und entwickle Ideen und Konzepte spiralformig

Kreative Aufgaben, die den Zweck von Wahrscheinlichkeit sichtbar machen (Varga, 1983).

Varga untersuchte mit 9-Jahrigen das Verhalten des Zufalls in Bezug auf Runs von Kopf
und Zahl bei Minzwdurfen.

v'Nicht um zu untersuchen, wie sich relative Haufigkeiten und singuldre Muster
entwickeln.

v'Sondern um zu beurteilen, ob ein bestimmtes Miinzwurfprotokoll echt oder
Lerfunden” war.

Diese Aufgabe stellt die Kinder schon zu Beginn des Unterrichts in Wahrscheinlichkeit in
den Mittelpunkt von Uberlegungen zur statistischen Beurteilung.



# 1. Fruhe Ideen und Konzepte
um das Treffen von Entscheidungen mit statistischer Beurteilung zu verbinden

Es gilt, die wichtigsten Zwecke von Wahrscheinlichkeit sichtbar zu machen:

v’ Entscheidungen zu treffen & eine statistische Beurteilung von Moglichkeiten abzugeben.

In beiden Situationen geht es um Risiko und Formen, mit Unsicherheit umzugehen.
e Esgeht darum, Wahrscheinlichkeit in Spielen sichtbar und relevant werden zu lassen.

* Den Kindern Zeit zu geben, dass in ihnen Begrifflichkeiten wachsen und sie ihre
Vorstellungen abandern und den Gegebenheiten anpassen kdnnen.

“Vertrautheit mit kombinatorischem Denken lasst ... Hypothesentests ... machbar werden.
... Man kann Testen von Hypothesen darauf aufbauen. ... es ist didaktisch sinnvall, ...
statistische Tests ... Uber Kombinatorik ... zu erschlielen”

(Fejes-Toth, 2022).



#2. Nutze Spiele auf intelligente Weise,
um nachhaltige probabilistische Intuitionen aufzubauen

Man setze Gliicksspiele nicht routinemaflig, sondern auf intelligente Weise ein,
so wie es Varga (1983) getan hat.
Spiele sind nitzlich, um Verbindungen zwischen den zentralen Bedeutungen von
Wahrscheinlichkeit herzustellen:
v'die klassische Interpretation von Proportionen
als Gewichtung der Tendenz, Ergebnisse zu produzieren — ex ante;

v'die frequentistische Bedeutung von Wahrscheinlichkeit
als ein Mals fur den Zufall — ex post;

v'Verhiltnisse von Chancen und Einsatzen
zur Kalibrierung der subjektivistischen (epistemischen) Wahrscheinlichkeit.

Alle bedingen ihre je eigenen Voraussetzungen.
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#2. Nutze Spiele auf intelligente Weise, um Deutungen von Wahrscheinlichkeit
durch Aufgaben unter inferenziellem Blickwinkel miteinander zu verbinden

Die Interpretationen von Wahrscheinlichkeit haben je ihre eigenen Voraussetzungen.
= Gleichwahrscheinliche Elementarereignisse.
* Unabhangig voneinander unter gleichen Bedingungen wiederholbare Experimente .

" Ein rationales System von Praferenzen fur eine Person.

Steinbring (1991) verweist
v auf eine Komplementaritat zwischen den Konzepten der Gleichwahrscheinlichkeit
und der Wahrscheinlichkeit als etwas wie eine relative Haufigkeit,

v'darauf, dass die Konzeption der Wahrscheinlichkeit beide Aspekte erfordert.

Die Wechselwirkung zwischen der auf gleichwahrscheinlichen Fallen beruhenden
Wahrscheinlichkeit und der Entwicklung relativer Haufigkeiten fuhrt zu Fragen der
statistischen Inferenz.
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#2. Nutze Spiele auf intelligente Weise,
um probabilistische Intuitionen zu erweitern

Interessanterweise wird bei statistischer Inferenz in der Regel von der Unabhangigkeit
der einzelnen Spiele ausgegangen und es werden keinerlei Muster untersucht.

* Die Untersuchung solcher Muster ware ja sinnlos, da der Zufall bedeutet,
dass alles passieren kann.

Es handelt sich um eine wechselweise Abhangigkeit:

* Fragen der statistischen Inferenz sind Schlissel zu einem guten Verstandnis
der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

* Ein angemessenes Konzept der Wahrscheinlichkeit ist der Schllissel zum Verstandnis
statistischer Schlussfolgerungen.

Das Spiel integriert relative Risiken und die Messung des Grads des Vertrauens:
Der Ubergang vom komplementaren Paar — Laplace-Wahrscheinlichkeiten und relative
Haufigkeiten —zum unaufldslichen Tripel. 12



# 3. Forme Bayesianisches und risiko-orientiertes Denken
so fruh wie moglich

Bayesianische Ideen beziehen sich auf
v'intuitives Denken und Common Sense;

v'bedingte Wahrscheinlichkeit, welche die Folgen (Kosten) eines ungewissen Ereignisses
mit einbezieht.

Carranza und Kuzniak (2008)

= weisen auf die problematische Natur der bedingten Wahrscheinlichkeit hin;

" sie weisen auf Probleme hin, welche auf die Vernachlassigung der subjektivistischen

Auslegung von Wahrscheinlichkeit zurlickzufihren sind.

Ein qualitatives Urteil Gber eine Wahrscheinlichkeit basiert auf dem Praferenzsystem
einer Person und ist daher ein mathematischer Ausdruck dieser Praferenzen.
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# 3. Forme Bayesianisches und risiko-orientiertes Denken:
subjektivistisch = epistemisch # beliebig

Ein qualitatives Urteil Uber die Wahrscheinlichkeit einer Aussage wird oft dahingehend
missverstanden, dass es sich um einen willkirlichen Wahrscheinlichkeitswert handelt.

Der wesentliche ,Unterschied” zu anderen Bedeutungen von Wahrscheinlichkeit besteht
darin, dass in der gangigen Vorstellung

e das Urteil einer Person subjektiv (oder sogar willklirlich) sein ,,muss®,
 die Eigenschaft eines Prozesses oder Gerats dagegen ,,objektiv” (wissenschaftlich und
unbestreitbar) ware.

Das Urteil eines Menschen muss jedoch auf qualitativen Kenntnissen beruhen
und ist daher keineswegs willkurlich.
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# 3. Forme Bayesianisches und risiko-orientiertes Denken:
Die Diskussion rund um Bayes im Unterricht

Diskussion Uber den Einsatz von Bayes-Methoden im Unterricht (American Statistician,
Teachers’ Corner, 1997):

v'Verschiedene Interpretationen von Wahrscheinlichkeit und ihre Rechtfertigung
durch eine axiomatische Theorie.

v'Die Bayes-Formel ist der Schliissel zu jedem statistischen Verfahren der Inferenz.

v'Das Verstandnis statistischer Schlussfolgerungen erfordert eine gute Kenntnis der

bedingten Wahrscheinlichkeit und ein ausgewogenes Konzept der Wahrscheinlichkeit.

Dies schlielst sowohl die Gleichwahrscheinlichkeit als auch die frequentistische und
die subjektivistische Auslegung von Wahrscheinlichkeit ein.
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# 3. Forme Bayesianisches und risiko-orientiertes Denken,
um beurteilende Statistik zu verstehen

Bayes-Methoden sind nitzlich, um die berlchtigten Fehlinterpretationen
der statistischen Inferenz zu vermeiden:

»Der Student ... kann das Signifikanzniveau nur deshalb nach Bayes falsch interpretieren,
weil er nichts Uber eine Bayesianische Alternative zum Signifikanztest gelernt hat*
(Diepgen, 1992).

Bayesianische Probleme verkniipfen auf naturliche Weise Wahrscheinlichkeit mit Risiko.

Das Risiko tUiberlappt mit persoénlichen Uberzeugungen tiber Methoden
und dem jeweiligen Kontext bzw. der individuellen Auffassung daruber:
eine Herausforderung!
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# 4. Verknupfe Wahrscheinlichkeitsrechnung und beurteilende Statistik
von der ersten Einfuhrung in Wahrscheinlichkeit an

Eine Schatzung der unbekannten Wahrscheinlichkeit ist erforderlich
* flr Spiele mit unbekannter Struktur
 flr allgemeine Zufallsprozesse (die Uber Glicksspiele hinausgehen).

Eine solche Schatzung erfordert eine frequentistische Interpretation der Wahrscheinlichkeit.

Um die Beziehung zwischen Wahrscheinlichkeit und relativen Haufigkeiten zu klaren, wird
schon im Anfangsunterricht von Wahrscheinlichkeit viel Wert auf ein geeignetes Verstandnis
des empirischen Gesetzes der grolSen Zahlen gelegt.

Allerdings mit ungeeignetem Blickwinkel auf die Konvergenz der relativen Haufigkeiten.

Vielmehr sollte man den Zusammenhang mit Fragen der statistischen Inferenz ausbreiten
und nutzen.
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# 4. Verknupfe Wahrscheinlichkeitsrechnung und beurteilende Statistik
weit uber Spiele hinaus

Die Schatzung oder Beurteilung von Hypothesen fiir unbekannte Wahrscheinlichkeiten
wirft folgende Fragen auf:
= Welcher Wahrscheinlichkeitswert ist fur ein untersuchtes Ereignis gerechtfertigt?

= Wie kann man behaupten, Uber genligend Daten zu verfligen, damit eine empirische
Wahrscheinlichkeitsschatzung gut genug ist?

Diese Fragen bringen die Wahrscheinlichkeit notwendigerweise mit statistischer Inferenz
in Verbindung.

Auf diese Weise wird deutlich, dass die statistische Inferenz den Fokus auf weitere
Interpretationen der Wahrscheinlichkeit lenkt, wenn man diese Fragen wirklich klaren will.
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# 4. Verknupfe Wahrscheinlichkeitsrechnung und beurteilende Statistik :
Inmitten der Bayes-Kontroverse uber die Grundlagen von Wahrscheinlichkeit

Fir die statistische Inferenz ist es zu wenig, von der Gleichwahrscheinlichkeit zu einer
frequentistischen Konzeption von Wahrscheinlichkeit tUberzugehen:

* Um entscheidende Fehler zu vermeiden, musste man eine subjektivistische Konnotation
akzeptieren — oder diese Fehler billigend in Kauf nehmen (Hacking, 1965).

Die Kontroverse in den Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung (1930-80er Jahre)

e spiegelt sich in dem Dilemma wider, das Carranza und Kuzniak (2008) fiir den Unterricht
feststellen.

Neben der Debatte dartber, welche Interpretation von Wahrscheinlichkeit die bessere ist,
wurde es dringend notwendig, die Komplexitat von statistischer Inferenz zu reduzieren,
um sie unterrichten zu konnen.
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# 4. Verknupfe Wahrscheinlichkeitsrechnung und beurteilende Statistik:
Reduktion der Komplexitat

Cobb (2007) schlug vor, die statistische Inferenz vollstandig durch Resampling zu ersetzen.
So wurde ein Ansatz entwickelt, der als informelle (simulationsbasierte) Inferenz bezeichnet
wird.

* Diese so genannte Informelle Inferenz reduziert den Begriff der Wahrscheinlichkeit auf
seinen frequentistischen Aspekt und macht Wahrscheinlichkeit eigentlich Gberflissig,
da alles durch Simulation geldst wird, indem die Daten gemischt und dann einige zufallig
ausgewahlt werden, wobei dieser Prozess viele Male wiederholt wird.

e Batanero und Borovcnik (2016) dagegen konzentrieren sich auf Szenarien, die in einen
Kontext eingebettet sind, der die Komplexitat auf naturliche Weise reduziert und eine
intuitiv zugangliche Bedeutung fir die beteiligten Konzepte hat. Natlrlich kann zur
Veranschaulichung der Eigenschaften der Konzepte auch Simulation verwendet werden.
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# 4. Verknupfe Wahrscheinlichkeitsrechnung und beurteilende Statistik:
Reduktion der Komplexitat

Die Auffassung von Guteindizes fur statistische Tests als bedingte Wahrscheinlichkeiten
v wird durch den Szenario-Ansatz von Batanero und Borovcnik (2016) untermauert;

v wird dagegen im Rahmen der informellen Inferenz zu absoluten (also nicht-bedingten)
Wahrscheinlichkeiten degeneriert.

Eine Kritik an der informellen Inferenz — nicht alle Indizes/Fehler kdnnen in diesem Ansatz
berulcksichtigt werden — findet man in Borovcnik (2021).

Der Szenario-Ansatz extrahiert eine naturliche Interpretation von Konzepten aus dem
Kontext.
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Entwickle die enge Verwandtschaft zwischen Wahrscheinlichkeit und Risiko
im Sinne von Zwillingshegriffen

Wahrscheinlichkeit und Risiko haben sich im Gleichschritt auf ahnliche Weise entwickelt,
was ihre Abgrenzung voneinander erschwert.

In der Literatur zum Thema Risiko werden uneinheitliche Begriffe verwendet
(Borovcnik und Kapadia, 2018).

Die Frage ist, was Risiko denn eigentlich umfassen sollte:

= die Wahrscheinlichkeit eines ,,unerwiinschten” Ereignisses und dessen Auswirkungen
(Kosten, Nutzen),

= oder nur die Wahrscheinlichkeit des unerwunschten Ergebnisses
= oder nur die Auswirkungen (Kosten, Nutzen),

= oder ob sich das Risiko indirekt auf die Faktoren im Hintergrund — Hazards genannt -
bezieht, die potenziell das unerwiinschte Ergebnis ,verursachen,
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Entwickle die enge Verwandtschaft zwischen Wahrscheinlichkeit und Risiko
Der Fall der kleinen Wahrscheinlichkeiten

Wenn Wahrscheinlichkeiten oder Risiken sehr gering, die Auswirkungen aber sehr grol3
sind, neigen Menschen dazu, die geringe Wahrscheinlichkeit zu ignorieren und ihre
Entscheidungen ausschlielSlich auf den potenziellen Nutzen oder Schaden zu stiitzen.
= Aus diesem Grund spielen Menschen im Lotto.
Sie glauben an das Urteil Gottes oder erwarten Gottes Unterstlitzung,
um im Lotto zu gewinnen.
= Deshalb schlieRen Menschen fast jede Versicherung ab.

Sie scheinen zu glauben, dass sie durch Abschluss einer Versicherung tber den
finanziellen Verlust hinaus einen persdnlichen Schaden vermeiden kénnen.
Oder sie ,versuchen, Gott zu besanftigen®, indem sie die Versicherung abschlielSen.
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Entwickle die enge Verwandtschaft zwischen Wahrscheinlichkeit und Risiko
Kleine Wahrscheinlichkeiten und die moralische Wahrscheinlichkeit

In Risikobetrachtungen tauchen sehr kleine Wahrscheinlichkeiten auf; diese sind Modell-
grolRen, die anderweitig (durch Modellannahmen) begriindet werden mussen.

Kleine Wahrscheinlichkeiten konnen selbst unter reinen Laborbedingungen (Simulation)
nicht richtig geschatzt werden. Noch viel weniger kdnnen verninftige Schatzungen in
realen Situationen vorgenommen werden.

Daher wurde in der Vergangenheit das Konzept der moralischen Wahrscheinlichkeit in
Betracht gezogen, eine Schranke, unterhalb derer alle Wahrscheinlichkeiten auf Null zu
setzen sind.

Als Schwellenwert wurden Werte in der Groflenordnung von 104 diskutiert.

Moderne Anwendungen mit Risiken beginnen erst weit unterhalb dieser Schwelle
und sind im Sinne der moralischen Wahrscheinlichkeit merkwdirdig.
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Die Schatzung einer kleinen, unbekannten Wahrscheinlichkeit
bleibt auch bei enorm vielen Daten unprazis und ungewiss

Aufgabe ist es, eine unbekannte Wahrscheinlichkeit von p =0.0001 mittels 10 000 Daten zu schatzen

Ergebnis von 100 Schatzung Relativer Fehler Anzahl o Wahrschein-
Schatzungen von p der Schatzung ° lichkeit
0 0.0000 -100% 41 41.0% 0.3679
1 0.0001 0% 34 34.0% 0.3679
Das ist der f 0.0002 100% 20 20.0% 0.1839
wahre Wert 3 0.0003 200% 3 3.0% 0.0613
von p, 4 0.0004 300% 2 2.0% 0.0153
den man aus 5 0.0005 400% 0 0.0% 0.0031
6 0.0006 500% 0 0.0% 0.0005
1Oh(')'(’[)0 DatelT 7 0.0007 600% 0 0.0% 7.29E-05
Sthatzen Sofl. 8 0.0008 700% 0 0.0% 9.11E-06
9 0.0009 800% 0 0.0% 1.01E-06
10 0.0010 900% 0 0.0% 1.01E-07

0

100 100.0% 1.0000



Entwickle die enge Verwandtschaft zwischen Wahrscheinlichkeit und Risiko:
Psychologische Fragen, die sich aus der Ahnlichkeit ergeben

Folgender Aspekt von Risiko verwischt die Wahrnehmung von Wahrscheinlichkeiten :

= Esist schwierig, wenn nicht gar unmoglich, die Bewertung einer Wahrscheinlichkeit
von den Auswirkungen zu trennen.

= Wenn die Auswirkungen grol$ sind, neigen Menschen dazu, die Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses zu vernachlassigen.

Es gibt einen Unterschied im Verhalten der Menschen; nach Kahneman und Tversky (1979)
= sind Menschen in Verlustsituationen risikofreudig;

= dagegen sind sie in Gewinnsituationen risikoscheu.

Diese psychologischen Verzerrungen zeigen, wie schwierig statistische Inferenz ist,
abgesehen von den mathematischen und methodischen Problemen.
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Es ist unmoglich, Nutzen und Wahrscheinlichkeiten voneinander zu trennen

Kahneman & Tversky (KT) machten Experimente mit Erwachsenen. Sie interpretier-
ten deren Antworten, als ob sie irrige Strategien verfolgten: Representativitat, Ver-
flgbarkeit, Ankern, etc. KT zeigten die Inkoharenz des Verhaltens von Individuen in

Situationen mit Unsicherheit.

Gewinnsituation Verlustsituation
Gewinn [in $] Option aj Option a; Option as Option ay
2500 mit 72 —2500 mit %
Zukunft 1000 0 mit %% —1000 0 mit ¥4

Viele ziehen die sicheren 1000 vor,
auch wenn a, einen Erwartungs-
wert von 1250 bietet.

Viele ziehen a4 vor; sie suchen das
Risiko anstatt beim sicheren Ver-

lust von —1000 zu bleiben.

Charakterisierung von KT:
Risikoaversion in Gewinnsituationen und Risikoherausforderung in Verlustsituationen

Im Vergleich zum rationalen Verhalten gemaf} dem Erwartungswert des Gewinns.
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Es ist aber eine Verlustsituation — die Leute entscheiden intelligenter als KT!

MB sVerlustsituation“| Gewinnsituation
DT Optionay Option a Option a;
1000 1500 mit %2 1000 2500 mit 72
gehoren schon mir! —1000 mit %2 0 mit 2

. Wert (az) > Wert (ai1), daher ist a2 optimal. Aber die Leute wahlen meist az; sie
sind daher “in Gewinnsituationen falschlicherweise risikoscheu”,

MB: Man hat die 1000 schon sicher. Der zusatzliche Gewinn betragt nur 1500, birgt
aber das Risiko, die 1000 zu verlieren und bei 0 zu landen.

Es lohnt die Mihe nicht, die 1000 zu riskieren, der zusatzliche Gewinn ist zu klein.
Man hat eigentlich eine Verlustsituation. Man muss einer Person, die schon 1000 hat,
mehr anbieten, damit sie das Risiko auf sich nimmt, alles zu verlieren.

Wenn eine der Optionen keinen Zufall birgt, neigen Leute dazu, die Optionen mit der
Ausgangssituation zu vergleichen. Das fuhrt zu anderen Entscheidungen.
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Die Leute sind intelligenter und keineswegs irrational, wie das KT einschatzen!

sGewinnsituation MB Verlustsituation
Nichts tun Option a; Option ag
—1000 —1500 mit %2 1000 —2500 mit 72
gehoren schon mir! 1000 mit %% 0 mit %2

. Nun, Wert (az) > Wert (a4), deswegen ist az optimal. Die Leute wahlen meist a4;
“sie suchen in Verlustsituationen falschlicherweise das Risiko”,

MB: Man hat ja schon einen sicheren Verlust von -1000. Jedoch bietet sich eine
Moglichkeit an, die Schulden ganzlich loszuwerden, wenngleich damit das Risiko
eines zusatzlichen Verlusts von 1500 verbunden ist! Eine Person, die schon 1000 an
Schulden hat, wird jede Gelegenheit suchen, auf 0 zu kommen, und daher auch das
Risiko eines weiteren Verlusts in Kauf nehmen. Es ist eher eine Gewinnsituation.

Diese Interpretation wird durch dieselbe Studie von KT bestatigt.

29



In wiederholten Situationen existiert praktisch kein Risiko,
in Einzelentscheidungen sind Individuen dem totalen Risiko ausgesetzt

Experiment 1%: Gewinn [$] Option by Option b;

. ) 2.5 mit 72
Gewinnsituation 1 0 mit 4
Experiment 2¥; Gewinn [$] Option b; Option by
i . —2.5 mit 2
Verlustsituation —1 0 mit %

e Einzelentscheidung (alles auf einmal, multipliziert mit 1000, d.h. wie zuvor):
(MB) In Gewinnsituationen: 1> (D1). In Verlustsituationen: ; (D4)

e 1000 einzelne Entscheidungen: Gewinnsituation. Um mehr als 1000 zu gewin-
nen, muss man &fter als 400 Mal mit b, gewinnen. Wahrscheinlichkeit: 1-10°.
Verlustsituation. Optimal ist nun bs, mit b4 verliert man “sicher”” 1000.

Bel wiederholten Entscheidungen spielt Nutzen gar keine Rolle.
versagt aber fur Einzelentscheidungen!
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* Der Schlussel, statistische Inferenz verstehen zu lernen,
ist, den Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit korrekt zu verstehen

* Die Fisher-Neyman-Pearson-Kontroverse
Die Debatte uber eine frequentistische oder nicht-frequentistische Interpretation von
Qualitatsindizes — die eigentlich bedingte Wahrscheinlichkeiten sind — von statistischen Tests.

* Interpretation von Fehlentscheidungen bei statistischen Tests auf lange Sicht
Der springende Punkt ist eine langfristige Interpretation von bedingten Wahrscheinlichkeiten,
wahrend sie eigentlich im Einzelfall verwendet werden.

 Analogie zwischen Medizin und statistischen Tests
Auch hier handelt es sich um eine Wechselwirkung von bedingten Wahrscheinlichkeiten mit
dem Kontext: Der medizinische Kontext hilft, Begriffe und die Entscheidungssituation zu klaren.



Statistische Inferenz verstehen lernen
mittels der bedingten Wahrscheinlichkeit

Die bedingte Wahrscheinlichkeit spielt sowohl bei Fishers Signifikanztest als auch bei
der Neyman-Pearson-Testpolitik eine grundlegende Rolle.

In Analogie dazu sind die ,,inversen” bedingten Wahrscheinlichkeiten der Fehler vom Typ | und [l
entscheidend fur die Qualitat

v'der Diagnose einer bestimmten Person,

v’wie auch fur den langfristigen Erfolg.

Im folgenden Beispiel vergleichen wir zwei Situationen, welche die gleichen langfristigen Fehler
aufweisen, aber unterschiedliche Qualitaten von Einzelentscheidungen widerspiegeln.

Daraus ergibt sich die enorme Bedeutung der zugrunde liegenden a priori-Wahrscheinlichkeit
einer Erkrankung.
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Statistische Inferenz verstehen lernen:
Der Fall der “a priori”’-Wahrscheinlichkeit

Im folgenden Beispiel vergleichen wir zwei Situationen, welche die gleichen langfristigen
Fehler aufweisen, aber unterschiedliche Qualitaten von Einzelentscheidungen widerspiegeln.

Die ,,a priori“ spielt eine wesentliche Rolle fiir die Inferenz,
= ob sie nun versteckt ist wie bei der klassischen Inferenz,

= oder ob sie explizit verwendet wird wie bei der Bayesianischen Inferenz.

Anstatt einen der Ansatze zu bevorzugen, sollten die Inferenzmethoden durch
die Verwendung von bedingten Wahrscheinlichkeiten geklart werden.
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Statistische Inferenz verstehen lernen:
Die Fisher-Neyman-Kontroverse

Fisher (1935) verwendete die Nullhypothese H, und die direkte Wahrscheinlichkeit P(x|H,)
= als abstrakte Distanz zwischen den Daten x und H,,.
= Bei Fisher ist das Signifikanzniveau vorgegeben, und es fehlt jegliche Stichproben-
interpretation, das heif$t, es kann nicht als relative Haufigkeit verstanden werden.

Neyman (1928) bestand darauf, dass ein statistischer Test
= neben der Nullhypothese auch eine Alternative betrachten muss,
= und ein Test eine Entscheidung darstellt, bei der zwei verschiedene Arten von Fehlern
auftreten, die als relative Haufigkeiten auf lange Sicht zu verstehen sind.

Heute verwenden wir eine Hybridversion, namlich den abstrakten p-Wert nach Fisher,
wir interpretieren ihn aber als relative Haufigkeit auf lange Sicht.

Fehler vom Typ | und Il sind wenig hilfreich, weil sie sich auf ein ktinstliches Szenario
der Testwiederholung beziehen statt auf die Hypothese selbst . 34



Statistische Inferenz verstehen lernen:
Risiko von Fehlentscheidungen mit einer Interpretation auf lange Sicht

= Fisher validiert eine singulare Nullhypothese anhand empirischer ,,Beweise”,

= Neyman und Pearson (1928) dagegen entwickeln ihre Politik der wiederholten Tests
im Kontext der entscheidungsorientierten industriellen Prozesssteuerung.

Im Neyman-Pearson-Kontext konnen wiederholte Entscheidungen getroffen werden,
so dass Fehler durch langfristige relative Haufigkeiten interpretiert werden kdnnen.

Allerdings

v'beschrankt sich diese Haufigkeitsdeutung auf die Situation innerhalb desselben
Szenarios,

v’und kann nicht zwischen Szenarien unterschiedlicher Qualitat erstreckt werden.

Bei diesen Fehlern handelt es sich um bedingte Wahrscheinlichkeiten und keineswegs
um absolute Wahrscheinlichkeiten.
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Statistische Inferenz verstehen lernen:
Analogie zwischen Medizin und statistischen Tests

Risiko von Einzelentscheidungen in der medizinischen Diagnose:

H, der Patient hat diese Krankheit nicht (No Ca = Kein Carcinom)
H, der Patient hat diese Krankheit (Ca = Carcinom).

Die Diagnose positiv (+) ist ein Indiz, dass die Person die Krankheit hat.
Die Diagnose negativ (—) ist ein Indiz fur das Gegenteil.

Fehler vom Typ |, auch a-Fehler =P (+ | H,) = 1 — Spezifitat
Der Patient erhalt die Diagnose (+), was interpretiert wird,
als ob er diese Krankheit hatte, obwohl er eigentlich frei davon ist.

Fehler vom Typ II, auch FFehler =P (— | H,) = 1 —Sensitivitat
Der Patient erhalt die Diagnose (—), was interpretiert wird,
als ob er frei von dieser Krankheit ware, obwohl er sie tatsachlich hat.

36



Statistische Inferenz verstehen lernen:
Analogie zwischen Medizin und statistischen Tests

In einer Klinik fur Radiologie und in Vorsorgeuntersuchungen kdnnten wir Daten
wie in den Folien weiter unten haben.

In der medizinischen Terminologie spricht man von
v Spezifitat fur die Wahrscheinlichkeit einer negativen Diagnose im Falle von H,
(keine Krankheit),
v’ Sensitivitat flr die Wahrscheinlichkeit einer positiven Diagnose im Falle von H,
(Krankheit).

Falsch-positive und falsch-negative Ergebnisse entsprechen Fehlern vom Typ | und Il.
Es gibt aber eine viel relevantere Wahrscheinlichkeit:

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Patient bei einer positiven Diagnose (+) tatsachlich erkrankt
ist, was einer isolierten Einzelfallentscheidung entspricht.
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Statistische Inferenz verstehen lernen:
Analogie zwischen Medizin und statistischen Tests

Diese eminent wichtige Wahrscheinlichkeit fur eine positive Diagnose wird als
positiver pradiktiver Wert (PPV) bezeichnet.

Ahnlich verhilt es sich mit dem negativen pradiktiven Wert (NPV) fir eine negative
Diagnose.
= Die Fehler vom Typ | und Il beschreiben eher unbedeutende Aspekte der Qualitat
des diagnostischen Verfahrens.

Im folgenden Beispiel haben die klinische und die Screening-Situation die gleiche Sensitivitat
und Spezifitat (gleiche Fehler vom Typ | und Il).

Die Szenarien unterscheiden sich jedoch stark im pradiktiven Wert, entweder positiv oder
negativ. PPV und NPV hangen vom jeweiligen Kontext ab:

1 Eine positive Diagnose mag in der Klinik hilfreich sein, beim Screening ist sie nutzlos.
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Radiologische Klinik
- +
H,: No Ca 96 4 100
Spezifitat > Falsch pos. —»
H,: Ca 20 80 100
Falsch neg. —» | Sensitivitat —
116 84 200
Pravalenz
Sensibilitat —» 80/100 =
Spezifitat > 96/100 =
Pos. pradikt. Wert (PPV) T 80/84 =
Neg. pradikt. Wert (NPV) T 96/116=  82.8%

Fehlendes Bindeglied: Die Pravalenz und Bayes

P (No Ca| -)

Screening
- +
H, 95 232 3 968 99 200
NPV T
H, 160 640 800
PPV 1
95 392 4 608 100 000

0.8 %

80.0% P (+| Ca)

96.0% P (-| No Ca)
P (Cal +
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3. Schlussfolgerungen

Alle Wurzeln der Wahrscheinlichkeit nutzen,
um einen nachhaltigen Sinn zu schaffen
fur statistische Schlussfolgerungen
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Schlussfolgerungen:
Klassische statistische Inferenz ignoriert die a priori-Wahrscheinlichkeiten

Die Kontroverse in den Grundlagen ist auf die a priori-Wahrscheinlichkeit zurtickzufthren.

* Die Analogie zwischen statistischen Tests und medizinischer Diagnose hilft zu erkennen,
dass bei klassischen Tests die a priori-Wahrscheinlichkeit der Nullhypothese fehlt.

Diese a priori-Wahrscheinlichkeit
* kann keine frequentistische Wahrscheinlichkeit sein,
 sondern muss einen qualitativen Grad der Uberzeugung darstellen, also eine
subjektivistische (epistemische) Wahrscheinlichkeit sein.
Ganz wie dies auch schon Brosseau mit seiner ,,glissement didactique” als allgemeine Gefahr
von didaktischen Ubervereinfachungen dargestellt hat:

Die Vereinfachung der Komplexitat der Inferenz flhrt zu einer Karikatur der Konzepte.
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Schlussfolgerungen:
Das Problem der Reduktion der Komplexitat

Die Reduzierung der Komplexitat auf der Grundlage einer rein frequentistischen
Wahrscheinlichkeit |6st die konzeptionellen Probleme nicht.

Ebenso mag ein Bayesianischer Ansatz intuitiver sein und auf naturliche Weise
zur statistischen Inferenz fiihren, aber auch hier gilt es, das gesamte Konzept der
Wahrscheinlichkeit abzudecken.

Gestaltung eines umfassenderen Konzepts der statistischen Inferenz —
und der Wahrscheinlichkeit:

Migon und Gamerman (1999) und Vancso (2009) schlagen vor,
die klassische und die Baysianische Inferenz parallel zu unterrichten.
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Schlussfolgerungen: Alle Deutungen von Wahrscheinlichkeit stutzen
und mit Fragen der statistischen Beurteilung verknupfen

Zwei Aussagen von zukunftigen Lehrkraften von Vancso kdnnten Gberzeugen:

»lch habe das Konfidenzintervall erst verstanden, nachdem ich mich mit der
Bayesianischen Region maximaler Dichte vertraut gemacht habe.”

»lch mag Bayesianische Ildeen sehr gerne ... weil ich dadurch gesehen habe ...
warum Menschen unterschiedliche Meinungen haben ...
weil sie eben unterschiedliche Vorverteilungen haben.”

Grollere Komplexitat ermoglicht ein tieferes Verstandnis:
Die Herausforderung besteht darin, geeignete Lernwege zu entwickeln.
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Schlussfolgerungen:
Weitere Herausforderungen — Der Fall der kleinen Wahrscheinlichkeiten

Es ist unmoglich, aus Daten zu einer Wahrscheinlichkeit von nur 104 zuverlassige
Informationen zu gewinnen, so dass kleine Wahrscheinlichkeiten empirisch nicht
erfassbar sind sondern nur durch Annahmen modelliert werden kénnen.

= Dies flhrt zu einer eher qualitativen als zu einer frequentistischen Konnotation
von Wahrscheinlichkeit.

= Die statistische Inferenz ist gespickt mit kleinen Wahrscheinlichkeiten.

Entweder wir verwenden Annahmen in Form von Modellen
oder wir verweisen auf den metaphorischen Charakter von Wahrscheinlichkeit.
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Schlussfolgerungen:
Die Logik wiederholter Entscheidungen

Eine optimale Entscheidung hangt davon ab, ob sie
= einmal (ein einziges Mal)
= oder wiederholt getroffen wird.

Im medizinischen Bereich unterscheidet sich die Entscheidung eines Staates oder einer
Institution von der optimalen Entscheidung einer Privatperson aufgrund
v" der unterschiedlichen Logik von wiederholten Entscheidungen im Vergleich zu
Einzelentscheidungen,
v’ Unterschiede im Nutzen und die Interessen der Beteiligten auf verschiedenen Ebenen
kommen noch verscharfend hinzu.

Wir befurworten eine pluralistische Perspektive auf den Begriff Wahrscheinlichkeit,
die eine vergleichende statistische Inferenz (Barnett, 1982) beinhaltet und auf den
Bildungsbereich libertragen wird. s
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