Die Rolle der Geometrie bei Navigationssystemen

HELLMUTH STACHEL (TU WIEN)

Wir haben uns alle schon langst daran gewohnt, im Auto oder mittels Handy ein ‘Navi’ zu verwenden und uns damit zum
gewilnschten Ziel leiten zu lassen. Der folgende Beitrag soll zeigen, welch wichtige Rolle die Geometrie fur die Navi-
gationssysteme spielt. Geometrie wird bei der Berechnung der eigenen Position und dem Erkennen der in Sonderfallen
auftretenden Unscharfen eingesetzt, aber nattrrlich auch bei der Routenberechnung mittels graphentheoretischer Algo-
rithmen. Darliber hinaus hilft die Geometrie bei der Suche nach einer optimalen Verteilung der Navigationssatelliten und
sogar beim Erkennen relativistischer Effekte bei der Distanzmessung.

1. Positionierung und Navigation

Seit dem Altertum bedeutete es eine grofRe wissenschaftliche Herausforderung, sich auf dem Meer zu-

rechtzufinden. Man konnte Winkel messen und orientierte sich nach Leuchttirmen, Sternen oder nach der

Sonne. Mit Hilfe des Sextanten wurde der Erhebungswinkel der Sonne oder des Polarsternes gemessen
und damit die geografische Breite der augenblicklichen Position ermittelt.

Die Bestimmung der geografischen Lange blieb hingegen lange Zeit hindurch ein unlosbares Problem.
Erst im 18. Jahrhundert gelang dem englischen Uhrmacher John Harrison die Entwicklung einer see-
tauglichen Uhr, womit dann auf See die lokale Mittagszeit mit der augenblicklichen Zeit im Heimat-
hafen verglichen werden konnte. Dabei entsprechen je vier Minuten Zeitdifferenz einem Unterschied in
der geografischen Lange von einem Grad. Harrison loste damit als erster eine 1714 in England ausge-
schriebene und hoch dotierte Preisaufgabe. Den Preis erhielt er allerdings erst 17Ubeazimdung
zahlreicher Anfechtungen (Details dazu in Sobel (2003)).

Abb. 1: Bei derSatellitennavigationvird ausdenDistanzerewischenrdemEmpfangerX undmindestens
vier Satellitenpositionels;, S, ... die genaudPositionvon X berechnet.

In der zweitenHalfte desvergangenedahrhundertsvurde die Winkelmessunglurchdie Distanzmes-
sungzu Satellitenabgebst. Als ResultateineshdchsterfolgreichenZusammenwirkenserschiedener
Wissensgebietarie Geodasie,Informatik, Mathematik NachrichtentechnikPhysikund Raumfahrttech-
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nik gibt es derzeit vier global&atelliten-Navigationssysten{&urz: GNSS = global navigation satellite
system).

1. GPS(Global Positioning System), USA

2. GLONASS (Globalnaja nawigazionaja sputnikowaja sistel&ussland

3. BeiDou 1t (‘Grol3er Bar’), China

4. Galileo, Europaische Union, seit 2016; es ist dies das einzige zivile System.

JedesNavi' (Zielfuhrungssystem) erledigt zwei Aufgaben, @esitionierungund dieNavigation Es
umfasst mindestens vier Komponenten:

einenGNSS-Emjgingerfur ein oder mehrere Systeme,
einedigitalen Karte

einenNavigationscomputennd

ein Gerat zuEingabe und Anzeige

sowie allenfalls noch unterstitzende Sensoren wie etwa Radsensoren, die eine Positionierung auch in
Tunnels ermoglichen.

2. Positionierung mittels Distanzen

Bei der Satellitennavigation wird die Position des Empfangeesis den Distanzen zu mindestens vier
Satellitenpositionely, i = 1,2,. .., berechnet (Abb. 1). Dabei beruht die Distanzmessung auf einer hoch-
prazisen Zeitmessung.

Wir sind ja damit vertraut, Distanzen mit Hilfe der Laufzeit des Schalles zu messen, etwa dann, wenn wir
die Entfernung eines nahenden Gewitters abschatzen wollen und nach einem Blitz zu zahlen beginnen,
bis wir den Donner horen. Die Geschwindigkeit des Schalles in der Luft betragt bei einer Temperatur
von 20 etwa 0,340 km/s (Mach 1 = 1224 km/h). Bei der Satellitennavigation verwendet man jedoch die
Laufzeit von Funksignalen, die sich bekanntlich mit der Geschwindigkei300.000 km/s ausbreiten.

Das ist fast paradox, denn wir sehen im taglichen Leben die Zeitansage uber den Rundfunk als verbind-
lich an, und Funkuhren gelten als hochst prazise. Dabei benotigt ein Funksignal z.B. fur die rund 400 km
von Wien nach Innsbruck immerhin etwa 0.0013 s. Noch extremer, das TV-Signal von Wien uber Astra
(ca. 36.000 km iiber dedquator) und zuriick benétigt rund 0.5 s !

2.1. Bipolare Koordinaten

bipolare Koordinaten voR dy + dp = konst. dy —d; = konst.#£0

Abb. 2: Die Distanzem; = O;P und d> = O,P bilden nach Schoenflies (2014) die bipolaren Koordina-
ten des PunkteB beziiglich der Basi®10..

1 TJIOHACC = T'nobanbHas HaBUTANMOHHAS CIIyTHUKOBAsS CUCTEMA
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Zunachst ein kurzer Blick zur Geometrie der Distanzkoat#in in der Ebene und im Raum:
Gegeben seien in der Ebene die beiden Pu@kteind O,(# O1). Dann bilden fur jeden Punig der
Ebene die beide Distanzen= O,P, i = 1,2, nach Schoenflies (2014) dipolare Koordinatef (dy,ds)
von P beziglicher der Basi®10..

Umgekehrt gibt es zu einem Paali, d,) beid; + dz > 010, und |d; — da| < 0,0, zwei beziiglich der
Verbindungsgerade®; 0, symmetrische Punkte und P, fiir welche(dy, d,) die bipolaren Koordinaten
sind (Abb. 2, links). Ist hingegen eine der obigen Ungleichungen eine Gleichung,Pseiigdeutig und
auf der Verbindungsgeradeédy; O, gelegen.

d; : dy = konst. dy - dr = konst.

Abb. 3: Fur Punkte dekreises von Apolloniusst der Quotient, fur Punkte ein€assinischen Kurvdas
Produkt der bipolaren Koordinaten konstant.

Abb. 3 zeigt links den Kreis des Apollonitisls Ort der Punkte, deren bipolare Koordinaten zueinander
proportional sind. Die Kurven in Abb. 3 rechts si@ssinische Kurvéhn lhre Punkte sind durch ein
jeweils konstantes Produkt der bipolaren Koordinaten gekennzeichneBebDieullische Lemniskaist

. . .. . —_—2
eine spezielle Cassinische Kurve, und zwar fugi- 4, = O,0,".

Abb. 4: Zweidimensionale Version der Jacobischen Fokaleigenschatt.

Das raumliche Analogon zu bipolaren Punktkoordinaten sipdlare Koordinaten Jene des Punktés
werden nach Vorgabe eines Basisdreiedk®,03 von den drei Distanzed = PO, i = 1,2, 3, gebildet.
Zwei Punkte, die beziglich der Basisebene, also der Verbindungs€n€@y®s, symmetrisch liegen,
haben natirlich dieselben tripolaren Koordinaten.

Umgekehrt existiert nicht zu allen Koordinatentripghh,d,,ds) € R3 ein Punkt. Notwendig und hin-
reichend fur Punkte auRerhalb der Basisel®@{@,03 sind nach Izumi (2016) die vier Ungleichungen,

2 Im Englischen findet man auch die Bezeichnung two-center bipolar coordinates.
3 nach Apollonius von Perga (in der heutigen Provinz Antalya gelegen), 262—190 v. Chr.
4 nach Giovanni Domenico Cassini (1625—1712), italienischer Mathematiker und Astronom.
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welche die Flacheninhalfe . der aus den vier Punktgi®, O1, O, 03} auswahlbaren Dreiecke betreffen,
und zwar

Fr0,0,0; < FAPO,0, + FAPO,0; + FAPO0,,  FAPO,0, < FAO,0,05 + FAPO0; + FAPOO s - -

Die tripolaren Koordinaten der in der Basisebene gelegenen Pinthillen eine algebraische Glei-
chung. Man erhalt diese, wenn man das Volumen des nun ‘flachen’ Tetrde@eBO3 gleich Null

setzt und dabei das Volumen durch die Cayley-Mengersche Determinante ausdriickt (siehe Arens-et-
al. (2013), S. 491).

Als Beispiel einer geometrischen Aussage, welche von tripolaren Punktkoordinaten handelt, zitieren wir
die Jacobische Fokaleigenschaftler Flachen zweiten Grades (siehe Staude (1915), S. 204): Ort der
RaumpunkteP, deren tripolare Koordinaten bzgl. einer gegebenen B&3isO»,03) gleich sind den
Entfernungerd, = O/P’ der Ecken eines gegebenen Dreie€k©),0} von einem in der Dreiecksebene
gelegenen Punk?, ist eine Flache zweiten Grades. In Abb. 4 wird ein zweidimensionales Analogon
gezeigt.

3. Distanzen zu Satellitenpositionen

Abb. 5: Verteilung der im Endausbau 30 Satelliten zu Galileo, rechts in Grund- und Aufriss.

Das europaische Satelliten-Navigationssystem Galileo weist derzeit 18 Satelliten auf. Im Endausbau
werden es 30 sein, und zwar je(91 in Reserve) verteilt auf drei Bahnebenen, deren Neigungswin-
kel gegenuiber derAquator 56 betragen (Abb. 5). Jeder Satellit lauft auf einer nahezu kreisformigen
Kepler-Bahn (vgl. Glaeser-Stachel-Odehnal (2016), S. 62—76) in rund 23.260 km Hohe Uber der Er-
de. Die Umlaufzeit der Satelliten betragt14 h, was eine Bahngeschwindigkeit von rund 3.700 m/s
(13.340 km/h, alsov Mach 11) ergibt. Und unter diesen Bahnen dreht sich die ErBaher wieder-

holt sich eine Satellitenkonfiguration relativ zur Erde nach rund 7 Tagen, bzw.(iaéd)/14 = 12
Umlaufen. Diese Verteilung der Satelliten bewirkt, dass uberall auf der Erde — aul3er in Polnahe — 6
bis 8 Satelliten von Galileo sichtbar sind.

Ahnliche Verteilungen gibt es bei den anderen Navigationssystemen, namlich

e GPS: 6 Bahnebenen mit je 58leigung, Bahnhthe 20.180 km sowie 11 h, 58 min Umlaufzeit (vgl.
Glaeser (2015), S. 33);

5  Carl Gustav Jacob Jacobi (1804 —1851), deutscher Mathematiker in Konigsberg und Berlin.
6 Die Navigationssatelliten sind also keinesfalls geostationar, wie gar nicht so selten behauptet wird, sondern relativ zur Erde
sogar sehr schnell unterwegs.
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e GLONASS: 3 Bahnebenen mit 84 Neigung, Bahnhohe 19.140 km und 11 h, 15 min Umlaufzeit.

Eine grofRere Bahnhdhe ermoglicht eine grol3ere Reichweite bei gunstigerem Einfallswinkel der Funk-
signale. Allerdings nimmt die gefahrliche Strahlung zu, die Transportkosten fir die jeweils rund 750 kg

schweren Satellit€nwerden hoher, und die auf der Erde empfangenen Signale werden schwacher. Eine
Verteilung auf mehr Bahnebenen erhoht die Anzahl moglicher Kollisionsstellen, nachdem sich je zwei
Bahnkreise bei gleicher Bahnhodhe in zwei bzgl. der Erdmitte symmetrischen Punkten treffen. In Abb. 5
sind diese Schnittpunkte durch kleine Quadrate markiert.

Die vorhin angegebenen Bahndaten und auch die berechneten Empfangerkoordinaten beziehen sich auf
die im WGS 84 (World Geodetic System) festgelegte Approximation der Erde durch ein Drehellipsoid
mit den Halbachsea = 6378137 km undb = 6356752 km. Das Geoid, also die zu den Gravitations-
richtungen orthogonale Flache, weicht Gibrigens big-200 m von diesem Ellipsoid ab.

Wie ist nun eine hochprazise Distanzmessung zwischen dem Empférmerder Erde und den sich
sehr schnell bewegenden Satelliten Uberhaupt moglich?

Bei Galileo fuihrt jeder Satellit 4 Atomuhren mit sich, die jeweils auf@ 1°s genau sind. Das bedeutet,
1 Takt Laufzeit entspricht einem Weg des Funksignals von 3cm. Die Uhren in den tUblichen Empfangs-
geraten erreichen nur 1% dieser Genauigkeit, weshalb die Distanzen nur bis auf rund 3 m genau sind.

Bodenstationen informieren alle Satelliten laufend Giber deren genauen Bahndaten und Zeitkorrekturen.
Umgekehrt senden die Satelliten laufend ihre aktuellen Daten. Dabei umfasst jede Navigationsmitteilung
neben der Kennung des Satelliten eine Zeitangabe und die aktuellen Korrekturen fur die Zeitmessung und
die Bahndaten. Aus der Zeit und den Bahndaten gewinnt das Empfangsgerat die augenblickliche Position
S des Satelliten (vgl. Glaeser-Stachel-Odehnal (2016), S. 72). Wenn ein Satellit in der Pgsitibn

dem Koordinatenvektog die Zeitansage “8:00 Uhr” funkt und diese den EmpfangdOrtsvektorx)

nach dessen Uhr mit der Verzogerungrreicht, also um 8:08t;, dann ergibt die Multiplikation mit der
Lichtgeschwindigkeit alsscheinbare Distanz

d = ct.

Warum ist das ‘nur’ die scheinbare Distanz? Die Atomuhren in allen Satelliten sind untereinander sehr
genau synchronisiert. Bei den Empfangeruhren ist dies technisch nicht moglich. Geht eine Empfangeruhr
umtg vor, so erscheinen alle Distanzen um dasséiie cty vergrof3ert. Deshalb lautet dieahre Distanz

di=||s — x| =d — do.

Angenommen, es sind die Ortsvektomn .., s, von vier Satellitenpositionen bekannt sowie die schein-
baren Distanzerfl,...,d:;. Unbekannt sind hingegen die im Ortsvekkozusammengefassten 3 Raum-
koordinaten des EmpfangeXsund der durch mangelnde Synchronisation der Empfangeruhr entstandene
Distanzfehlerdy § 0. Dies fuhrt auf ein System von vier nichtlinearen Gleichungen, namlich

|s—x||=d—dy fir i=1,...,4. (1)

3.1. Eine geometrische Interpretation

Wir wollen die Bedingungen (1) zunachst geometrisch deuten. Dabei beginnen wir mit dem zweidimen-
sionalen Analogon: Wahlen wi fur i = 1,2,3 als Zentrum eines Kreises mit dem Radiysind die
EmpfangerpositiorX als Zentrum eines Kreises mit dem Raddgs so werden die beiden Kreise bei

do < 0 von auf3en, bealy > 0 von innerberihren(siehe Abb. 6). Denken wir uns Kreise mit einem posi-

tiven oder negativen Durchlaufungssinn versehen, je nachdem, ob der Radius positiv angegeben ist oder
negativ, so liegt in den genannten Fallen eine gleichsinnige Beriihrung vor, d.h. im Beriihrpunkt stimmen
die Durchlaufungssinne der beteiligten Kreise Uiberein.

7 Ubrigens ist die Lebensdauer der Navigationssatelliten mit 5 bis 10 Jahren eher kurz, und zwar wegen der begrenzten Le-
bensdauer der Akkus. Letztere sind immer dann notwendig, wenn sich der Satellit im Schatten der Erde befindet.
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Abb. 6: Orientierte Beriihrung. Abb. 7: Apollonisches Beriihrproblem in der Ebene.

Damit zeigt sich, dass unsere Aufgabe im zweidimensionalen Fall aquivalent ist zu einem klassischen
geometrischen Problem, despollonischen Berhrproblem Gesucht ist ein KreigX, dp), welcher drei
gegebene Kreise = (S, Eﬂ) gleichartig berihrt, d.h., alle von aul3en oder alle von innen. Diese Aufgabe
ist bekanntlich mit Zirkel und Lineal exakt Idsbar, und es gibt im Fall orientierter Kreis bis zu zwei reelle
Losungen (beachtl undl, in Abb. 7). Drei nicht-orientierte Kreise konnen auf2 8 verschiedene

Arten mit einem Durchlaufungssinn versehen werden, wobei komplementare Orientierungen komple-
mentare Losungen ergeben. Deshalb gibt es im nicht-orientierten Fall bis zu acht reelle Losungen.

Auf den Raum Ubertragen bedeutet dies: Die gesuchte Empfangerpasitibdas Zentrum einer Kugel,
welche vier gegebene Kuge(§, d;) gleichartig beruhrt.

3.2. Analytische Positionsbestimmung

Die vier Unbekannten in dem Gleichungssystem (1), also die Koordinaten ausammen mity,
missen nach Quadrierung der einzelnen Gleichungen die vier quadratische Gleichungen

Qi(xadO):(S_x)z_(dvi_dO)zzoy i:ly"'747 (2)
0sen, also ausfiihrlich
X-X—2(s-X)+5-§—d2+2ddg—d?=0. 3)

Die Differenz je zweier Gleichungen ist linear in den vier Unbekannten. Deshalb bleiben drei lineare und
eine quadratische Gleichung, was die behauptete Maximalzahl 2 an reellen Losungen bestatigt.

Die Positionsbestimmung wird wiederholt durchgefiihrt. Dabei stellt die Logtinad dy zu den vor-
hergegangenen Satellitenpositiorstrund Distanzernilfk zumeist eine gute Naherung fur die Losung zu
den neuen Dates undd; dar. Andererseits stehen meist mehr als vier Satelliten zur Verfiigung. Deshalb
wird bei der praktischen Berechnung meist iterativ vorgegangen:

Wir setzenx = x* + v und dp = dj + Vo und entwickeln die quadratischen Polyno@gx,dy) an der
Naherungslosungx®,d;) nach Taylor. Dies fuhrt auf ein lineares System fir die ‘Verbesserungend
Vo, hamlich

IQ (X +Vv, d5+Vo) ~ — (5 —x*)-V+ (df —di)vo =0, )

wobei zudem(s’ — x*)? — (dNi* —d§)? = 0. Damit erhalt man die Losung schneller und hat kein Problem

mit der Zweideutigkeit. Zudem gibt es Standardverfahren zur Bestimmung einer optimalen Losung eines
Uberbestimmten linearen Gleichungssystems (siehe Arens-et-al. (2013), S. 750-751). Ein solches liegt
ja immer dann vor, wenn mehr als vier Satelliten zur Verfugung stehen. Aus dem VWekisst sich
Ubrigens der Geschwindigkeitsvektor des Empfangers als skalares Vielfaches bestimmen.
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3.3. Kiritische Konfigurationen

Die numerische Berechnung des Ortsvektoer EmpfangerpositioXX wird ungenau, wenn die zweli
Losungen (des Apollonischen Raumproblems) nahe beieinanderliegen. Wir sprechen vdaiginer
schen(oder gefahrlichen) Konfiguration, wenn diese Uberhaupt zusammenfallen. Wie ist eine kritische
Konfiguration geometrisch zu kennzeichnen?

Durch die Subtraktion je zweier Gleichungen in (1) konnen wir die Unbekady&diminieren. Das
bedeutet, dass im Empfanger die Differenz der AbstandeSyamd S, fur j = 2,3,4 dem Betrag nach
bereits aus den scheinbaren Distanzen bestimmbar ist, namlich

[lIsj = x| = [l =[] = |dj — da].

Also liegt X auf insgesamt 3 zweischaligen Drehhyperboloidgmit den jeweiligen Brennpunktes,
undS;. In X fallen genau dann zwei Schnittpunkte zusammen, wenn die drei Drehhyperbglgide

und #73 in X eine gemeinsame Geratlberiihren. Diese Gerade liegt dann in den drei Tangentialebenen
Tj, j =1,2,3, von#j im PunktX (siehe Abb. 8). Nun folgt aus den Fokaleigenschaften einer Hyperbel,
dass die Tangentialebemgden Innenwinkel zwischen den Fokalgerade und XS halbiert. Es geht
demnach die irX beginnende Halbgerad¢S durch Spiegelung an den durtlyehenden Tangential-
ebenerty, T2 und 13 der Reihe nach in die Halbgerad&, XS und XS, Uiber. Diese Halbgeraden
gehodren demnach einem Drehkegel mit der Spitaend der Drehachsean (Abb. 9).

Es gilt aber auch die Umkehrung: Gibt es einen derartigen Drehkegel, so haben die drei genannten
Tangentialebenen eine gemeinsame Getadelche dann alle drei DrehhyperboloideXrberihrt.

Abb. 8: Die Geradée berlihrt das Drehhyperboloidj in X.  Abb. 9: Diese Konfiguration ist kritisch.

Satz 1 Die Konfiguration der Satellitenpositionen,S;, ... zum Empginger X ist genau dann kritisch,
wenn $,S,... auf einem Drehkegel mit der Spitze X liegen, und zwar auf demselben von X begrenzten
Halbkegel (Abb. 9).

Wir erhalten eine dazu aquivalente analytische Kennzeichnung, wenn wir die Verbindungsv%oren
zunachst zu Einheitsvektorﬁ normieren. Dann ist die obige Drehkegelbedingung genau dann erfillt,
wenn die Punkté&,,E,. .. in einer gemeinsamen Ebene liegen und damit auf einem Kreis der Einheits-
kugel, wenn also im Falle von vier sichtbaren Satelliten bei

1 .
Vi ::)@:HS X (s—x) furi=1,...4 A:=det(vo — V1, V3 —V1, v3—V1) =0. 5)
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A ist Uibrigens gleich dem sechsfachen Volumen des TetraBges&sE, und kommt in der Formel fur
GDOP (geometric dilusion of precision) vor, eine Kennzahl fur die Genauigkeit der Positionierung.

Es gibt aber noch eine Reihe anderer Ursachen, die die Genauigkeit der Satelliten-Navigation mindern.

e lonosplarenfehler: In der Hohe zwischen 60 und 1000 km tUiber der Erde wird das Funksignal
abgebremst. Dabei hangt das Ausmal3 der Verzogerung von der Signalfrequenz ab.

e Ablenkungen an Géludenkdonnen bewirken, dass ein Signal den Empfanger mehrfach erreicht
und damit das System irritiert.

e Relativistische EffektdJhren in einem bewegten System scheinen sich vom Standpunkt des ru-
henden Systems aus nach der speziellen Relativitatstheorie langsamer zu bewegen (Zeitdilatation).
Nach der allgemeinen Relativitatstheorie beeinflusst auch die in Erdnahe zunehmende Gravitation
die Relativitat der Zeit. Beide Effekte kdnnen allerdings genau abgeschatzt und durch eine geeig-
nete Justierung der Atomuhren aufgefangen werden.

4. Navigation

Abb. 10: Grundbegriffe der Graphentheorie: Graph (links), Weg (Mitte), Kreis (rechts).

Zunachst eine kurze Einfuhrung die Begriffe der Graphentheorie (vgl. Arens-et-al. (2013Qrdgh
umfasst ein&Knotenmenga’ und eineKantenmenge C 72, wobei jede Kante von zwei Knoten be-
grenzt ist (Abb. 10). Eizweg(von Ko nachKg) ist eine aus Kanten bestehende Verbindung, die keinen
Knoten ofter als einmal enthalt. EKreis ist eine aus Kanten zusammengesetzte geschlossene Verbin-
dung, die keinen Knoten mehrfach enthalt.

Abb. 11: Grundbegriffe der Graphentheorie: Baum (links), bewerteter Graph (rechts).

Ein Baumist ein zusammenhangender Graph ohne Kreis; dann ist die Anzahl der Knoten um genau 1
groRRer als jene der Kanten. Der in Abb. 11, links, gezeigte Baum ist soganfsipannender Baurdenn
er erreicht alle Knoten des gegebenen Graphen.

Ist jeder Kante eines Graphen ein Wert zugeordnet, so spricht man von leéveenteten Grapheader
einemNetzwerAbb. 11, rechts). Ein zwei Knotey undK; verbindender Weg mit kleinster Wertesum-

me hei3tMinimalwegzwischenKy und K und dessen Wertesumme augistanz dKo,K;) oder einfach
Lange Offensichtlich erwarten wir von einem Navigationssystem, dass es dem Nutzer einen Minimalweg

98



K2(2) 1 K3(3)

Ke(2) 1 Ks(2)

Abb. 12: Links: bewerteter Graph, rechts: ein Entfernungsbaum zum Kigten

anzeigt. Fur dessen Bestimmung wurden schon lange vor der Zeit der Satellitennavigation Algorithmen
entwickelt. Wir erklaren einen davon an Hand eines einfachen Beispiels (siehe Abbn. 12-14).

Algorithmusvon Edsger W. Dijkstra (1959):

Gegeben: Bewerteter Graph mit nichtnegativen Bewertuh¢gehe Abb. 12, links).

Gesucht: Ein Minimalweg voK; bisKy4, d.h., ein Weg mit kleinster Wertesumme (vgl. Abb. 12, rechts;
die jeweiligen Distanzed (K3, K;) stehen nebeK; in Klammern).

1

Abb. 13: Algorithmus von Dijkstra, Initialisierung (linksind erster Schritt (rechts).

Als Initialisierung bekommt jeder Knotel§; einen Wertv; zugeordnet, wobe¥; = 0 ist und fir alle
anderen Knoter; = c. Bestimmt wird ein Teilgrapkr , der am Ende den Minimalweg enthalt.

1 Ks(2 1 Ks(2)
4. Schritt 5. Schritt

Abb. 14: Algorithmus von Dijkstra, die restlichen Schritte.

8  Es gibt viele weitere Algorithmen, etwa jenen von Moore (siehe Moore (1959)), der manchmal auch Algorithmus von Bellman-
Ford genannt wird. Dieser funktioniert auch bei negativen Bewertungen, ist aber langsamer als jener von Dijkstra.
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Im ersten Schritt korrigieren wir bei allen Nachbatpvon K, deren Wert/; auf die Lange der Verbin-
dungskante miK;. Eine Kante minimaler Lange samt ihren Endpunkten komnit zu

Im zweiten Schritt wird bei allen Nachbak) der in7 enthaltenen Knotek; der Wertv; auf die Summe
ausv; und der Distanzl(K;,K;) korrigiert, sofern diese Summe kleiner ist als das bisherjg&in K;
mit minimalemv; kommt zu7 dazu samt der Kant&;K;.

Das wiederholt sich gleichlautend bei allen folgenden Schritten, und zwar solange, bis der Zielgnoten
erreicht ist. Dabei gibt es bei dem in den Abbildungen 13 und 14 gezeigten Beispiel im letzten Schritt
zwei Moglichkeiten fur die auszuwahlende Kante, namKgK, oderKsK,. Es gilt der folgende

Satz 2 Fur jeden Knoten Ke 7 ist der in dem Baunt enthaltene Weg vonhach K ein Minimalweg,
und der Wert vgibt dessen &nge an.

Bewels. Angenommen, an Wegen vdfy nachK; gibt es neben jenem aus UberK;_; noch einen
kurzeren Wegy . Dieser verlaufe bi«, (r > 1) in 7, undKs sei der erste Knoten auBerhalb von
Dann ware die Lange vow gleich der Summe aus dem Wertvon Kg, wobeivs > v; ist nach dem
Entscheidungskriterium fil;, und der nicht-negativen Lange des WegesKegnachkK;, also insgesamt
> v;. Widerspruch!

Ki—p. Ki(vi)

R

Kl' Ks (Vs)

Abb. 15: Fur jeden KnoteK; € 7 ist der im Baumz enthaltene Weg voK; nachK; ein Minimalweg.

Wird der Algorithmus fortgesetzt, bis alle Knoten erreicht sind, so entsteliréfiernungsbaunt zum
KnotenKj, also ein aufspannender Baum, wobei fur jedder Wertv; des Knoten< die Lange des
Minimalweges vorK; undK; angibt (Abb. 12, rechts).
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