Die uvw-Sprache in der analytischen Geometrie

STEFAN GOTZ (UNIV. WIEN)

Beim Kapitel ,,Analytische Geometrie* in der Oberstufe werden oft abstrakte Problemstellungen ohne weiterfiihren-
den Kontext in den Blick genommen. Auf diese Weise kann die eigentliche Kraft der algebraischen Beschreibung von
geometrischen Situationen den Schiilerinnen und Schiilern kaum vermittelt werden. Im Beitrag werden (zum Teil wohl-
bekannte) Fragestellungen aus der ebenen Dreiecksgeometrie prisentiert, die die Schiilerinnen und Schiiler zum (auch
eigenstindigen) Begriinden mit Mitteln der analytischen Geometrie anregen sollen. Eine standardisierte Lage eines all-
gemeinen Dreiecks im Koordinatensystem erweist sich dabei als fruchtbarer Ausgangspunkt fiir den Einsatz von Stan-
dardmethoden (!) der analytischen Geometrie im Mathematikunterricht.

1. Einleitung

In der neunten Schulstufe der AHS sieht der Lehrplan im Kapitel ,,Vektoren und analytische Geometrie
in R? folgende Kompetenzen vor':

— Vektoren addieren, subtrahieren, mit reellen Zahlen multiplizieren und diese Rechenoperationen
geometrisch veranschaulichen konnen

Einheitsvektoren und Normalvektoren ermitteln konnen

Mit dem Skalarprodukt arbeiten konnen; den Winkel zwischen zwei Vektoren ermitteln kdnnen

Geraden durch Parameterdarstellungen in R? und durch Gleichungen (Normalvektordarstellungen)
in R beschreiben, Geraden schneiden und die gegenseitige Lage von Geraden ermitteln konnen

Abstinde ermitteln konnen (Punkt-Punkt, Punkt-Gerade)

In den géngigen Schulbiichern werden zu dieser Forderung zahlreiche Aufgaben gestellt, die — meist
ohne geometrische Anschauung — algebraische Routinen bei den Schiilerinnen und Schiilern abrufen:
Abb. 1 auf der nachsten Seite aus Gotz & Reichel (2010a), S. 255. Dieser Aufsatz zeigt nun, wie diese
Standardaufgaben mit Sinn erfiillt werden konnen, in dem sie aus geometrischen Situationen resultieren.
Wir werden dazu einfache und auch komplexere Fragestellungen aus der (ebenen) Dreiecksgeometrie mit
algebraischen Methoden behandeln. Das ,,bloe* Nachrechnen erweist sich zusitzlich als eine méchtige
Begriindungsmethode, die ohne raffinierte ,, Tricks™, ohne kreative Einfille auskommt. Das macht sie fiir
eine breite Schiiler- und Schiilerinnenschicht zugéinglich.

Ein wenig erinnert diese Vorgangsweise an das DESCARTES ’sche Schema?, das eine universelle Methode
der Problemlosung vorstellte:

Erstens: Man reduziere jede Art von Problem auf ein mathematisches Problem.

Zweitens: Man reduziere jede Art von mathematischem Problem auf ein algebraisches Problem.

Drittens: Man reduziere jedes algebraische Problem auf die Losung einer einzigen Gleichung.
(Polya (1966), S. 47, Hervorhebung S. G.)

Wir werden also Problemstellungen aus der EUKLID ’schen (Dreiecks-)Geometrie (zum Teil aus der Se-
kundarstufe I) allgemein analytisch beschreiben (,.koordinatisieren“) und dann (direkt, ohne Umwege!)

Ich danke Kollegen Franz Hofbauer (Wien) flr die diesem Aufsatz zugrundeliegenden Ideen.

" Online: https://www.ris.bka.gv.at/Dokumente/BgblAuth/BGBLA_2016_I11-219/BGBLA-2016.-I11.219.pdf
(Zugriff: 30.05.2017)
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936 Ermittle *| graphisch, - rechnerisch die Koordinaten des Schnittpunktes der Geraden g und h und die
Grofie des Schnittwinkels!

g: X=03I13)+t-(31-3) h:X=(210)+s-(1-3) g: X=(21-)+t-(31-2) h:X=(110)+s-(11-1)
g: X=2-1)+t-(31-2) h: X=(I1)+s-(11-1) g: X=(-113) + t-(411) h: X =(110) +s-(31-1)

937 Ermittle || graphisch, ' rechnerisch die Koordinaten des Schnittpunktes der Tragergeraden g und h der
Strecken AB und CD und die Groe des Schnittwinkels!

g: A(-113), B(314) h: C(-214), D(210) g: A(-312), B(-11-6) h: C(-315), D(210)
q: A(-5110), B(-2I-2) h: C(-416), D(5I-3) g: A(21-1), B(-1319) h: C(210), D(-517)

938 Ermittle mit den Angaben von Aufg. 938 || graphisch, ! rechnerisch, ob die Strecken AB und CD einan-
der schneiden! ~ In welchem Teilverhaltnis teilt der Schnittpunkt (der Tragergeraden) die Strecken AB
und CD?

939 Ermittle *| graphisch, " rechnerisch die Lage der Geraden g zum Koordinatensystem! In welchem Ab-

stand vom Ursprung schneidet die Gerade jede der Koordinatenachsen? Welchen Abstand hat g vom

Ursprung?

" g: X=(316) +t-(3-3) g: X=(213) +t-(2I-3) g: X=(7110) + t-(0I5) g: X=(3I-2)+t-(-3I-
g: X=(11-5) + t-(-11-1) g: X=(116)+t-(11-3) g: X=(61-4)+t-(31-2) g: X=(6l1-2)+t-(31-
940 Die Geraden a, b und ¢ sind die Tragergeraden der Seiten eines Dreiecks. Ermittle ©| graphisch, | rech-

nerisch die Koordinaten der Eckpunkte, die Langen der Hhen und den Umfang! | Liegt ein besondere:
Dreieck vor?

a: X=(-110) +r-(11-4), b: X =(8-4) +5-(-54), c: X=(01-4) +t-(314)
a: X=(-6l1) +r-(121-5), b: X =(310) +5-(=314), c: X=(2I5) + t-(-41-2)
a: X=(0I1-1)+r-(512), b: X =(810) +s-(61-2), c: X=(=113) +t-(416)
a: X=(-113) +r-(510), b: X=(612) +s-(21-3), c: X=(-10/-4) + t-(813)

® 941 » Die vier Geraden a, b, ¢ und d sind die Trégergeraden der Seiten eines Vierecks, Ermittle || graphisch,
rechnerisch die Koordinaten der Eckpunkte, den Umfa Winkel und den Typ des Vierecks!
" a: X=(014) +r-(112), b: X=(71-2) +s-(2|-1),
a: X=(315) + r-(117), b: X=(412) +5-(15), ¢. X = (711) + t-(31=1),d: X = (0l
a: X=(-11-2) + r-(-31), b: X=(310) +5-(113), ¢: X=(013) + t-(210), d: X = (2I7
a:X=(11-6)+r-(-213),b: X=(511) +s-(312), c: X=(314) + t-(312), d: X=(012) + u-(2I-3
a: X=(=41-1)+r-(11), b: X=(111) + s5-(21-1), c: X=(511) + t-(211), d: X = (11-4) + u-(11-1)
a: X=(612) + r-(51-1), b: X=(113) + 5-(<115), ¢: X = (71-3) + t-(5-1), d: X =(-31-1) +u-(11-5)
a:X=(71-2)+r-(=313), b: X=(=211) +s-(31), c: X=(-510) + t-(31-2), d: X = (-1-1) + u-(-31-1)
a: X=(111)+r-(31), b: X=(5I-1) +5-(-113), c: X=(616) + t-(317), d: X=(-11-3) +u-(-113)

X=(713) +t-(112), d: X=(-710) + u-(-2I1)

Abb. 1: Eine typische Aufgabenplantage

,hnachrechnen®. Das ist die Kernidee und auch eine Grundidee der Geometrie. Den Rahmen bilden mogli-
che Explorationen mittels dynamischer Geometriesoftware (DGS). Sie sind der Ausgangspunkt sinnvol-
ler Rechnungen [auch mit Computeralgebrasystemen (CAS)], die zu einer Erkenntnisgewinnung durch
Operieren und so zu einem fiir den Unterricht geeigneten Mittel zur eigenstindigen Generierung von
mathematischen Begriindungen fiihren.

2. Ein standardisiertes Dreieck

2.1. Die Ausgangsposition

In Abb. 2 auf der nichsten Seite ist ein allgemeines Dreieck zu sehen, das in bestimmter Weise in ein
kartesisches Koordinatensystem gesetzt wird: Der Eckpunkt A hat die Koordinaten (u|0), der Eckpunkt
B hat die Koordinaten (v|0) und der Eckpunkt C schlieflich hat die Koordinaten (0|w). Dabei gilt u < v
und w > 0 (vgl. Gotz & Hofbauer (2012), S. 325). Es ist leicht einzusehen, dass jedes Dreieck in solch
eine Lage gebracht werden kann, eventuell muss der Eckpunkt C an der x-Achse gespiegelt werden. Zu
beachten ist, dass die Vorzeichen von u und v nicht ungleich sein miissen wie in Abb. 2 auf der nichsten
Seite, einzig u < v muss erfiillt sein. Zum ,,Aufwirmen‘ werden wir nun den (Ecken-)Schwerpunkt eines
Dreiecks néher betrachten.

2.2. Die popularen merkwiirdigen Punkte im Dreieck

Die Existenz des Schwerpunkts eines Dreiecks kann auf verschiedene Weise begriindet werden: elemen-
targeometrisch mit dem Satz vom Mittendreieck (vgl. Krauter (2005), S. 65 f.), mit koordinatenfreien
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A (u]0) - B (0

Abb. 2: Ein allgemeines Dreieck

Vektoren (vgl. Gotz & Reichel (2010b), S. 17), mittels Fldchenvergleichs (vgl. Reichel & Humenberger
(2012), S. 231) oder mit dem Satz von CEVA (z. B. in Krauter (2005), S. 163).

Am einfachsten aber kann sie mittels Rechnens nachgewiesen werden, in dem wir einfach den Schnitt
zweier Schwerelinien in die ,,uvw-Sprache® iibersetzen. In Abb. 3 sind die entsprechenden Punkte (Mit-
telpunkte M4p und Mpc der Dreiecksseiten AB und BC) eingezeichnet.

Aul0) | MAE;<W ‘O)

Abb. 3: Der Schwerpunkt S in der uvw-Sprache

Daraus lesen wir die Parameterdarstellungen

utv . v_
SABIX=<O>—|—t-< 2 ) und sBc:X:<M>+7\.-<2wu>
w —w 0 y

der beiden Schwerelinien s4p (geht durch den Eckpunkt C) und spc (geht durch den Eckpunkt A) ab.

Die Gleichung der y-Koordinaten liefert den Parameterzusammenhang A = 2 - (1 —¢). Einsetzen in die
Gleichung fiir die x-Koordinaten bringt t = % Auch der andere Parameter A hat den Wert % Der Schwer-
punkt S (wenn es ihn gibt) teilt also die ,,Schwerelinie” (den Streckenabschnitt innerhalb des Dreiecks)

im Verhiltnis 2 : 1. Der Schnittpunkt S hat schlielich (natiirlich) die Koordinaten S (”T*V %)
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u
Die dritte Schwerelinie sac: X = < E}) > +r- ( 2

SEN

v ) <Wegen Myc = % ( :} >> (Bezeichnun-
utviw

gen sinngemil wie eben) enthélt S ( 3 ‘ 3 ) : eine Standardrechnung ergibt r = % =t =\ (Gotz & Siiss-
Stepancik (2015), S. 312 f.).

Analog erweitern wir unser ,,uvw-Vokabelheft“ (Gotz & Hofbauer (2012), S. 326):

1. der Umkreismittelpunkt U hat die Koordinaten ( uy

w uy
b + ﬁ)’ und

2. der Hohenschnittpunkt H (0‘ — “—V).

2.3. Die EuLER’sche Gerade

Die Ergebnisse von Abschnitt 2.2. fiihren geradewegs zur EULER ’schen® Geraden. Wir bilden dazu (6ko-

utv
nomisch) die Gerade e durch H und S: X = ( Ouv > +u- ( w —13- v > und versichern uns, dass U € e
_w L

w w

gilt, indem wir y = % fiir die x- und y-Koordinate ermitteln (G6tz & Siiss-Stepancik (2015), S. 313).
Damit sind auch die Abstandsverhiltnisse der Punkte H, S und U zueinander klar: |HS|: [SU| =2:1
bzw. S teilt die Strecke HU im Verhéltnis 2 : 1 (Abb. 4).

Abb. 4: EULER ’sche Gerade (Ausschnitt)

Bemerkung: Die durch die uvw-Sprache suggerierte Wahl der Punkte fiir Geradengleichungen erleichtert
die Interpretation.

2.4. Ubungsméglichkeiten fiir die Selbsttatigkeit

Wir betrachten in diesem Abschnitt Spezialfille von Dreiecken, um die Eigentitigkeit der Schiilerinnen
und Schiiler anzuregen. Ist das Dreieck ABC rechtwinkelig, so setzen wir z. B. u = 0, das heif3t der rechte
Winkel befindet sich beim Eckpunkt A(0]|0): Abb. 5 auf der néchsten Seite.

Fiir den Schwerpunkt S ergibt sich nun (% | %) (vgl. Abschnitt 2.2.), das konnen wir als moglicher Stand-
punktwechsel (vgl. Wittmann (2009), S. 131) zur Integralrechnung in der zwolften Schulstufe der AHS

verifizieren. Dazu benutzen wir die funktionale Abhingigkeit y = —*-x+ w fiir die (Tridgergerade der)
Seite BC des Dreiecks und berechnen
e fwdr [CARrwgar v R w
= = T e e e T — u :Viz.“:7
Joyde o (=Fx+w) de 3 Jo ydx 3

gemal der Formeln in G6tz & Reichel (2013), S. 103 f.

Weitere Ubungs- und Interpretationsméglichkeiten ergeben sich aus den Koordinaten des Umkreismit-
telpunkts U: (% | %) (ADbb. 5 auf der néachsten Seite). Das ist gleichzeitig der Mittelpunkt der Strecke BC,
woraus sofort der THALESkreis folgt. Der Hohenschnittpunkt H (0|0) fillt nun mit dem Eckpunkt A
zusammen (Abb. 5 auf der néchsten Seite). (Vgl. Abschnitt 2.2. und Gétz & Siiss-Stepancik (2015),
S.313.)

8 LEONHARD EULER (1707 — 1783)
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Aooy=a B0

X

Abb. 5: Rechtwinkeliges Dreieck in der uvw-Sprache: u =0

Ist das Dreieck ABC gleichschenkelig, so konnen wir z. B. u = —v festsetzen: Abb. 6. Geméal} der Formeln
aus Abschnitt 2.2. erhalten wir fiir den Schwerpunkt S die Koordinaten (0‘ %) , fiir den Umkreismittel-

punkt U (0‘% - %) und fiir den Hohenschnittpunkt A (O

von § leicht nachzuvollziehen: 7 : % =yg:V.

%) . Mit Abb. 6 ist der Wert der y-Koordinate

®---—-—---

Abb. 6: Gleichschenkeliges Dreieck

Last but not least ist die EULER’sche Gerade nun die y-Achse.

Wir ziehen zum Abschluss zwei Folgerungen aus dem gleichschenkeligen Fall. Erstens betrachten wir
gleichschenkelig rechtwinkelige Dreiecke wie in Abb.7 auf der nédchsten Seite links. Fiir ein solches
Dreieck ABC, welches rechtwinkelig bei C ist und wo die Seiten AC und BC gleich lang sind, ist der

Schwerpunkt S in (O‘ %) zu finden, der Umkreismittelpunkt U in (0|0) und der Hohenschnittpunkt H in
(0]v) = C (vgl. wieder Abschnitt 2.2.). Dabei ist u = —vund w = v.

13



y
cO) =H

U X
A (=vl0) B (v]0) A (—v|0) B (v]0)

Abb. 7: Gleichschenkelig rechtwinkeliges Dreieck links und gleichseitiges Dreieck rechts

Fiir ein gleichseitiges Dreieck ABC zweitens (Abb. 7 rechts) ergeben sich aus Abschnitt 2.2. mit u = —v
und w = v/3 die Koordinaten <O L) fiir den Schwerpunkt S, (0 L) fiir den Umkreismittelpunkt U

V3 V3
und <O %) fiir den Hohenschnittpunkt H. Wie erwartet fallen diese drei Punkte fiir ein solches Dreieck

zusamien.

3. Die Jounson-Kreise

3.1. Drei Kreise

In Miiller (2013) findet sich auf Seite 49 eine Maturaaufgabe aus dem Jahr 2012: Abb. 8. Die dort in
Rede stehenden Kreise sind nach ROGER A. JOHNSON (1890 — 1954) benannt. Sie gehen jeweils durch
zwei Eckpunkte eines Dreiecks, haben den gleichen Radius und schneiden einander in einem Punkt.
Laut Abb. 8 ist das der Hohenschnittpunkt H des Dreiecks. Weiters ist das aus den Mittelpunkten der
JOHNSON-KTreise gebildete Dreieck, das JOHNSON-Dreieck, kongruent zum urspriinglichen Dreieck.

3.} Unter don Johnson-Kraisan eines Dreiecks

varsteht man drei Kreise mit gleichem Radius, . f\:'

die dureh jewells zwei Eckpunkte des Dreiecks o ;‘x \
gehen und ginen Punkt gemeinsam haben Z e \a
{siehe nebenstehende Skizza). 3 _h—_—l

Das von den Mittelpunkten M,, M; und M;

dieser Kreise gebildete Dreieck wird als

Johnsan-Dreieck bezeichnet.

a) Zeige, dass die Kreise ky, k; und k; die Johnson-Krelse das Drelacks ABC
sind.

b} Verifiziere, dass der gemeinsame Punkt der Johnson-Kraise dear
Hahenschnittpunkl des Dreiecks ABC ist

c) Das Dreieck ABC und das Johnsondreigck MMM, sind kongruent
Baweise digse Behauptung!

A(=Fl-4) B(BI=1), C(=4/T7)
by w0k y B =12y =13 k[ Ma{=11/3),r= Y65

ky (x—1Y +{y+5) =65
Abb. 8: Eine Maturaaufgabe in Wien 2012

Nun wollen wir diesen Behauptungen mit der uvw-Sprache ein wenig auf den Zahn fiihlen. Wir berech-
nen dazu einen ersten JOHNSON-Kreis durch B, C und H des Dreiecks ABC: Abb. 9 auf der nichsten

Seite. Diese Aufgabe passt im Sinne des Spiralprinzips in die elfte Schulstufe der AHS. Mit H (O‘ — %)
aus Abschnitt 2.2. stellen wir also folgendes Gleichungssystem auf (wir gehen dabei davon aus, dass H
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‘JBC (waryar)

X
A(ul0) B (v]0)
Abb. 9: JOHNSON-Kreis durch B, C und H
nicht in einer Ecke des Dreiecks liegt, siehe auch Abschnitt 3.3.):
(v—2xm)* +yu* =1
v+ (w—yy)? =r
uv 2
it (< ) =
w
welches diese Losungen mit sich bringt: xy = 5%, yy = 5 — 5> und P = # + %. Dabei sind

(xm|ym) die Koordinaten des Mittelpunkts Jpc des JOHNSON-Kreises durch B, C und H, und r ist sein
Radius (Abb.9). Das letzte Resultat ist bekannt: r ist der Umkreisradius des Dreiecks ABC (Go6tz &
Hofbauer (2012), S. 326).

Alle drei JOHNSON-Kreise mit den Koordinaten ihrer Mittelpunkte J4p, Jpc und Jac sind in Abb. 10 auf
der ndchsten Seite zu sehen. Jeder geht durch je zwei Eckpunkte des Dreiecks, sie haben alle densel-
ben Radius r und schneiden einander in einem Punkt, ndmlich im Héhenschnittpunkt des Dreiecks. Die
Rechnungen sind analog zur eben gezeigten. AuB3erdem stellen wir mit Hilfe von Abb. 10 auf der ndchs-
ten Seite fest, dass der gemeinsame Punkt der Kreise der Umkreismittelpunkt des JOHNSON-Dreiecks
JABJBCJAC sein muss.

3.2. Das Jounson-Dreieck

Ein neuerlicher Standpunktwechsel nimmt das JOHNSON-Dreieck JspJacJpc aus dem vorigen Abschnitt
unter die Lupe: nochmals Abb. 10 auf der nichsten Seite. Die Dreiecke ABC und J4pJacJpc sind kongru-
ent:

Die Vektoren JycJap = < _WV >, JecJap = ( _Z ) und JpcJac = ( uav > besitzen die Lingen

|JACJAB‘ = \/v2 +W2 =a, JBC-’AC‘ = ]u — V’ =cund ‘JBCJAB’ = \/Mz +W2 = b. Dabei ist a die L'einge
der Dreiecksseite BC, b jene von AC und c die von AB in Abb. 2 auf Seite 11. Nach dem Seiten-Seiten-
Seiten-Satz (ein Beweis findet sich in Krauter (2005), S. 63 f.) ist damit alles gezeigt.

Greifen wir die Finsicht auf, dass der gemeinsame Punkt der JOHNSON-Kreise einerseits der Hohen-
schnittpunkt H des urspriinglichen Dreiecks ABC ist, andererseits aber der Umkreismittelpunkt U des
JOHNSON-Dreiecks JagJpcJac (Abschnitt 3.1.), dann vermuten wir eine Dualitit:

1. Die Hohenlinien des Dreiecks ABC sind die Streckensymmetralen der Seiten des JOHNSON-Drei-
ecks JABJAc.Igc.
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u—vjw - uv r r v—u|w uv
2 |2 " 2w/ Jac Jec (2 ‘5_%

Abb. 10: JOHNSON-Kreise durch Ecken A, B, C und Hohenschnittpunkt H mit Radius r

2. Die Streckensymmetralen der Seiten des Dreiecks ABC sind die Hohenlinien des JOHNSON-Drei-
ecks J, A BJ ACJ BC-

Abb. 11 erhértet diese Vermutung, die wir allerdings noch nachrechnen (und damit beweisen!) miissen
(vgl. Gotz & Siiss-Stepancik (2015), S. 314).

Y

] (0w
Jac /\\\ Jac Iac N J

HABC = U]ABJA(} BC

/7 v s AN | A
\% B (v 1V,

| AB

JAB \\

|

Abb. 11: H entspricht U und vice versa

Dazu beschreiben wir erstens die Hohenlinie durch C mittels der Gleichung x = 0. Das war einfach. Die
Streckensymmetrale der Dreiecksseite JacJpc steht senkrecht auf diese und geht durch ihren Mittelpunkt:
% (Jac +JBc) = % 1w i) w ] Ein Normalvektor auf die Strecke J4cJpc ist z. B. y 8 . ) wie aus
Abb. 10 ablesbar ist. Somitwstimmen die Hohenlinie durch C und die Streckensymmentrale der Seite
JacJpc liberein, in beiden Fillen ist das die y-Achse. Analog kann jeweils eine Identitét fiir die anderen

Geradenpaare gezeigt werden.

Zweitens lautet eine Parameterdarstellung der Streckensymmetrale der Dreiecksseite BC folgenderma-

14 w . v—u
Ben: X = < é > +s- ( I >.Die Hohenlinie durch Jpc kann mittels X = < w _Qﬂ ) +v- < v: > be-
2 27 2w

schrieben werden (Abb. 10). Dabei entsteht ihr Richtungsvektor als Normalvektor auf den Vektor JagJac
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(siehe oben in diesem Abschnitt!). Nun liberzeugen wir uns, dass der Mittelpunkt der Strecke BC auf der
Hoéhenlinie durch Jpc liegt, denn ihre Richtungsvektoren sind ja parallel zueinander wie man unschwer
erkennen kann: Aus der Gleichung 7 = *5* +v- w fiir die x-Koordinaten folgt fiir den Parameter y= 5.
Die Gleichung 5 = 5 — 5+ +7-v fiir die y-Koordinaten liefert ebenfalls Y= 5. Auch hier kbnnen analoge
Resultate fiir die anderen beiden Geradenpaare nachgerechnet werden.

Insgesamt sind damit die beiden obigen Entsprechungen gezeigt.

3.3. Reflexion der JounsoN-Kreise

Satz 1 Der an den Seiten gespiegelte Hohenschnittpunkt liegt am Umkreis eines Dreiecks: Abb. 12.

Dies kann auch mit der uvw-Sprache bewiesen werden: Gétz & Hofbauer (2012), S. 326, konventionell
z. B. in Krauter (2005), S. 75 und S. 96 f. Damit ist klar, dass der Hohenschnittpunkt der gemeinsame

Abb. 12: Dreimal gespiegelter Hohenschnittpunkt und JOHNSON-Kreise

Punkt der JOHNSON-Kreise sein muss. Spiegelt man ndmlich den ganzen Umkreis an den drei Seiten
des zugehorigen Dreiecks, dann miissen die gespiegelten Kreise durch jeweils zwei Ecken des Dreiecks
gehen und ihr Radius ist natiirlich der Umkreisradius des Dreiecks. Wegen Satz 1 und aus Symmetrie-
griinden muss der Hohenschnittpunkt auf allen drei gespiegelten Kreisen liegen.

...und wenn H schon auf dem Umkreis liegt? — Wann passiert das? Und was passiert dann? Betrachten
wir die Umkreisgleichung des Dreiecks ABC genauer:

u+v 2 ( w uv>2_u2+v2+w4+u2v2
2 4 4w?

w

und setzen H <0) — ﬂ) ein (dabei haben wir Ergebnisse aus den Abschnitten 2.2. und 3.1. verwendet).
Nach einigen (Aquivalenz-)Umformungen erhalten wir daraus die (bemerkenswerte) Gleichung

2.2
u-y

uy + —- =0.
w

Sie hat drei ,,Losungen: u = 0 oder v =0 oder uv = —w?. Die Interpretation derselben ist: Das Dreieck
ABC ist jedenfalls rechtwinkelig! Genau dann liegt der Hohenschnittpunkt auf dem Umkreis, das ist
dann bekanntlich der THALESkreis. Abb. 13 auf der nédchsten Seite zeigt die drei Situationen. Die ersten
beiden Fille sind aufgrund der definierten Lage des Dreiecks (Abschnitt 2.1.) unmittelbar evident: je zwei
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Dreiecksseiten liegen auf der x- bzw. y-Achse und stehen somit orthogonal aufeinander. Der dritte Fall
ist ein besonderer: die algebraische Gleichung spricht zu uns, sie driickt eine Beziehung zwischen zwei
Abschnitten einer Dreiecksseite und der zugehdrigen Hohe darauf aus. Die Umkehrung des Hohensatzes
garantiert, dass ein Dreieck mit dieser Eigenschaft rechtwinkelig sein muss (ein Beweis findet sich z. B.
in Fraedrich (1994), S. 13).

y y
C (Olw)

y
C|(Olw) = H

2
uv = —w

Hoéhensatz

v=20
: X
B(0j0)=H u

A (u]0) Y B (v[0)

NGRS 5 (o) : Aul0

Abb. 13: Drei rechtwinkelige Dreiecke mit ihrem THALESkreis

Wir folgern daraus, dass in so einer Situation ein Kreis aus Abb. 12 auf der vorherigen Seite ,,verschwin-
det: Ein JOHNSON-Kreis ist dann gleichzeitig der Umkreis und gleichzeitig der THALESkreis des (recht-
winkeligen) Dreiecks. Der gemeinsame Punkt der drei Kreise bleibt der Hohenschnittpunkt, er wandert
in den Eckpunkt, wo der rechte Winkel ist.

4. Resimee

4.1. Unterrichtspraktisches Resilimee

Wir haben nur Standardthemen der Vektorrechnung im R? bearbeitet: Parameterform einer Geraden,
Schnitt zweier Geraden, Inzidenzfragen und die Kreisgleichung. Es geht nun letztlich darum, eine Hal-
tung bei den Schiilerinnen und Schiilern zu indizieren, die damit verbundenen Standardmethoden auch
einzusetzen. Die Interpretationen der Ergebnisse mit Hilfe des gegebenen Kontextes ,,Dreiecksgeome-
trie” fiihrt zu einem Sinnangebot alternativ zu den eingangs erwdhnten Aufgabenplantagen (Abb. 1 auf
Seite 10). Schiiler und Schiilerinnen sind angehalten, ihre Ergebnisse zu dokumentieren: ,,Was habe ich
gezeigt?* Dabei unterstiitzt die Anschauung bei der Suche nach Interpretationen und hilft auch bei deren
Priifung.

Als Voriibung oder als Differenzierungsmoglichkeit in leistungsheterogenen Klassen kénnen natiirlich
Aufgaben mit konkreten Belegungen fiir #, v und w eingesetzt werden. Dazu passt, herkdommliche Auf-
gaben in die uvw-Sprache zu iibersetzen: vgl. Herget (2013), S. 465: ,,.Die umgekehrte Aufgabe: Koor-
dinatensystem gesucht!*

Apropos: wie funktioniert denn die eben angesprochene Ubersetzung in die uvw-Sprache (vgl. auch
Abschnitt 2.1.)? Gehen wir davon aus, die Seitenléingen a, b und c eines beliebigen Dreiecks zu kennen.
Aus diesen wollen wir die Koordinaten u, v und w bestimmen. Mit Abb. 14 auf der nichsten Seite links
erkennen wir

a=v4+w?, V=u’+w? und c=v—u

und erhalten daraus die Losungen

2 2c

<a2 —b? > 1 <a2 —b? ) 1 V2a202 +2a2c2 +2b%c2 —a* — A — 4
u= —c 5 = +c und w= .
c

Interessant ist der Wurzelausdruck im Zihler von w. Ist der Ausdruck unter der Wurzel immer positiv?
Das miisste er sein, denn wir haben ja behauptet, dass jedes Dreieck in der uvw-Sprache darstellbar ist.

Hierbei hilft der Kosinussatz weiter. In Abb. 14 auf der nichsten Seite rechts ist ¢? = a®> + b? — 2abcosY.
2 2_ 2
Dabei ist y der Innenwinkel beim Eckpunkt C des Dreiecks. Daraus leiten wir |cosy| = % <1 ab,
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y y
C (OJw) ¢ (0]w)
Y
b a b a
A(ul0) ¢ B (v]0) A(ul0) c 5 (v]0)

Abb. 14: Nochmals die Ausgangsposition

was uns zu (a® + b — 02)2 < 4a’b? fiihrt. Damit gilt
a*+b*+c* < 2a%b* +2a°c* + 2b°c?

in jedem Dreieck! Gleichheit bedeutet w = 0, das Dreieck ABC entartet zur Strecke AB (und der Winkel
Y ist dann 180°).

4.2. Erkenntnistheoretisches Resiimee

Die uvw-Sprache bringt den Erkenntnisgewinn und Begriindungen durch Rechnen zustande. Ob damit
auch Einsicht verbunden ist, bleibt die Frage. Uberzeugen Rechnungen? Wie kann Uberzeugung iiber-
haupt gemessen werden, wie kénnen Uberzeugungen miteinander verglichen werden? Sind elementar-
geometrische Beweise beispielsweise Rechnungen in diesem Sinne iiberlegen? Sie arbeiten immerhin
mit der Anschauung, allerdings variiert die Argumentationsbasis. Was einmal funktioniert hat, muss kein
zweites Mal klappen. Bei der uvw-Sprache dagegen gibt das Kalkiil die Regeln vor, sie bilden eine wohl-
definierte Argumentationsbasis. Konkret kommen wir mit den Grundrechnungsarten aus, die allerdings
mehr oder weniger komplexe geometrische Zusammenhinge beschreiben, die man wissen und anwenden
muss. Das Vereinfachen der algebraischen Terme setzt geschickte, zielgerichtete Umformungen voraus.
Auf diese Kompetenz sollte ja schon in der Unterstufe hingearbeitet werden, dort kdnnte im Sinne des
Spiralprinzips dafiir eine mit Sinn behaftete Grundlage gelegt werden.

Das Operieren mit Zeichen nach bestimmten Regeln ist hier also der Weg zum Erkenntnisgewinn, der
in der geometrischen Interpretation endet. Es wird quasi in Zeichen gedacht (vgl. Dorfler (2015) und
Abb. 19).

A =
Lisg & = = —= — - ¥, L
Y v 4 A ik % = —
'l y Vi o
- 5
<} Y, Y — .
L wOog i S ) ) IRV, >
b A £.0 5 'fﬂ-v;‘_
Jr F A
/| b4 ~ 4 ] '
[+ 7 ¥=0] [v-0]
A - -
S— —
F AV 7 |
J e e VVZ-W [ = V<o 4 v>0
NAS —— =

ADbD. 15: Rechnen mit der Hand
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Natiirlich gibt es auch Grenzen der Anwendbarkeit der uvw-Sprache. Wir haben mit ihr in Abschnitt 3.1.
gezeigt, dass die JOHNSON-Kreise drei Bedingungen erfiillen: Sie gehen durch je zwei Ecken eines Drei-
ecks, haben denselben Radius und schneiden einander in einem Punkt. Aber es fehlt die Beantwortung
der Frage nach der Eindeutigkeit der JOHNSON-Kreise! Sind das die einzigen drei Kreise, die die eben
genannten Eigenschaften haben? Ein entsprechendes allgemeines Gleichungssystem fiir den gemeinsa-
men Radius r und den gemeinsamen Punkt P(p|q) kann zwar aufgestellt werden, es ist jedoch auch mit
Hilfe von MATHEMATICA nicht gelungen, dieses zu 16sen, sodass die Koordinaten des Hohenschnitt-
punkts und der Radius des Umkreises des Dreiecks ABC in uvw-Sprache als Ergebnis erhalten werden.

Ein Methodenwechsel ist also angesagt: angle chase (,,Winkel jagen*), der folgende Nachweis der Ein-
deutigkeit der JOHNSON-Kreise fiir spitzwinkelige Dreiecke stammt von FRANZ HOFBAUER (Wien).
Abb. 16 zeigt die Situation mit dem Dreieck ABC und den Mittelpunkten J45, Jpc und J4¢c von Kreisen,
die die geforderten Eigenschaften erfiillen. Der Punkt S ist der gemeinsame Punkt der drei Kreise. Es
sind drei Rauten (mit Seitenlédnge r) zu sehen: JagBJpcS, JpcCJacS und JacAJapS. Wir betrachten in
Abb. 16 den vollen Winkel bei S:

Abb. 16: Zur Eindeutigkeit der JOHNSON-Kreise

Daraus ist folgende Beziehung mit den Bezeichnungen aus Abb. 16 zu erkennen (¢, 3, y sind die Innen-
winkel im Dreieck ABC, y, p und ¢ sind die Basiswinkel der gleichschenkeligen auf die Dreiecksseiten
aufgesetzten Dreiecke mit den Spitzen Juc, Jap und Jpc):

A+Y+p+P+p+@+y+o+y=360
(0+B+7)+2(9+y+p)=360°
P+y+p=90" ()

Der Winkel bei Jp¢ im Dreieck BCJpc in Abb. 16 hat den Wert [180° — (B+p + @)] +[180° — (y+ @+ )].
Die Winkelsumme in diesem Dreieck ist 360° — (B+v+20+y+p) + @+ ¢ = 180°.

Daraus folgt mit der Beziehung (%) von eben 180° — (B+ v+ @+ 90°) 4+ 2¢ = 0 und schlieBlich das
Resultat ¢ = +y—90° = 90° — o..

Analog kann man y = 90° — B und p = 90° — 7y ausrechnen. Diese Basiswinkel zu den Mittelpunkten
der gesuchten Kreise sind also die Komplementidrwinkel zu den gegeniiberliegenden Innenwinkeln des
Dreiecks ABC. Sie sind damit eindeutig festgelegt und daher ist die Eindeutigkeit der JOHNSON-Kreise
bewiesen.
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Abb. 17: (Um-)Kreis iiber der Sehne BC

Daraus ist eine Konstruktion von Jp¢ (und analog fiir die anderen beiden Mittelpunkte) ableitbar. Abb. 17
und der Peripheriewinkelsatz lehren uns, dass Jpc spiegelbildlich zum Umkreismittelpunkt U des Drei-
ecks ABC liegt. Dabei passiert die Spiegelung an der Dreiecksseite BC.

5. Gleichseitige Dreiecke als Aufsatzfiguren

Die in diesem Abschnitt behandelten Ergebnisse sind alle aus Gotz (2017).

5.1. Zwei Invarianten

Die Ausgangssituation zeigt Abb. 18 auf der néchsten Seite. Es werden gleichseitige Dreiecke auf die
Seiten des Dreiecks ABC aufgesetzt. Es handelt sich also um die Dreiecke BCE, ACF und ABG. Wenn wir
die Spitzen E, F und G dieser Dreiecke mit den gegeniiberliegenden Eckpunkten A, B bzw. C verbinden,
erhalten wir Ecktransversalen. Eine Exploration mittels DGS zeigt, dass die Lingen der Strecken AE,
BF und CG gleich sind: Abb. 18 auf der ndchsten Seite. Das wollen wir nachrechnen.

Die Koordinaten der Aufsatzspitze E zu bestimmen ist eine einfache Standardaufgabe in der fiinften
Klasse AHS: Abb. 19 auf der néchsten Seite. Der Ortsvektor zum Mittelpunkt Mpc der Strecke BC ist

]\7130 = % . ( :}v ) und ein Normalvektor derselben ist # = < v: > Damit berechnen wir
Botiper [ W) Y307 und schlieBlich E(5+v3-2]5+v30)
- B v ) 2wt 2 2 212 2/
Analoge Rechnungen ergeben die Koordinaten der anderen Spitzen: Abb. 20 auf Seite 23.
v LW
Nun berechnen wir die Koordinaten von AL = ( 3;:_1? 2 ! ) . Wenn wir jetzt die Linge des Rich-
2 2

tungsvektors ﬁ ausrechnen, erhalten wir fiir ihr Quadrat
2 2 2
]ﬁ| :(%4—%\@—@ +(%+g\f3) =2 vV 4w —w V3w —u) .

L_\/3.w_y utv
Analoge Rech ben mit BE = ( 2 2 dCG = 2 dasselb
na Oge cC nungen erge cn mi ( % - \/» % > un (/% < \/§ % W > asselpe

Resultat. Insgesamt handelt es sich also um eine Standardaufgabe im Mathematikunterricht der neunten
Schulstufe AHS.
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Abb. 18: Drei gleichseitige Dreiecke als Aufsatzfiguren und eine Invariante

A(u|0) ¢ B (v]0)

Abb. 19: Zur Bestimmung der Koordinaten der Spitze E

Auch die Winkel zwischen den Ecktransversalen sind gleich und konstant: sie betragen fiir jedes Dreieck
60° bzw. 120°, wie man mit DGS vermuten kann: Abb. 21 auf Seite 24.

Wegen
AE-BE _ (3+5V3-u)-(5—v— VA3 +(345V3)(5-v31)
\ﬁ“ﬁ] U2 +v2+ w2 —uv++/3w(v—u)
1w +v2 4+ w? —uv+3w(v—u) 1

2 2wt Vaw(v—u) 2
ist der Winkel zwischen AE und BF gleich 60° bzw. 120°.

Dasselbe Resultat ergibt sich bei

AE-CG_ (3+5V3-1) 9+ (3+5V3)- (V315" —w)

|1TE)|]C%| B w242+ w2 —uv+3w(v —u)

Damit muss auch der Winkel zwischen BF und CG 60° bzw. 120° sein.
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E(Z Z1Z hd
<2+\/§2‘2+\/§2>

(Olw) ¢

(u|0)A ¢ B(v|0)

_\/gv—u>

<u—|—v
G 2 2

Abb. 20: Die Koordinaten der Spitzen E, F und G

Das ist eine weitere Standardaufgabe des Lehrplanausschnittes in Abschnitt 1. Der folgende Abschnitt
zeigt eine schone Anwendung des bisher Gezeigten. Wieder geht es um die Bestimmung von Ortskoor-
dinaten, von Vektoren von einem Punkt zu einem anderen und ihre Léngen.

5.2. Der Satz von NAPOLEON

Satz 2 Die Umkreismittelpunkte der aufgesetzten Dreiecke BCE, ACF und ABG bilden ein gleichseitiges
Dreieck.?

Der Beweis in der uvw-Sprache sei den Lesern und Leserinnen als Ubungsaufgabe iiberlassen.

5.3. Die Kiir: Der FERMAT-Punkt

Es pfeifen ja schon die Spatzen vom Dach: Die Ecktransversalen AE, BF und CG inzidieren, man sieht
das in den Abb. 18 auf der vorherigen Seite, Abb.20 und Abb. 21 auf der nichsten Seite. Das ist der
FERMAT-Punkt®. Auch er kann mit Hilfe der uvw-Sprache beschrieben werden, die Rechnungen sind
allerdings ein wenig komplexer als jene in den bisherigen Abschnitten. Der Einsatz eines CAS empfiehlt
sich hier also dringend und ist wohlbegriindet.

Wir schneiden die Ecktransversalen AE und CG (mit Hilfe eines CAS und Abb. 20) und erhalten die
Koordinaten des Schnittpunkts P:

~w(? =)+ V3 (v uw? + uw? +vw?)
6w —6uw+2v/3- (12 v+ w? —u)
B Buv(u—v) +V3w(v —u)* +w(v —u)

N 6vw — 6uw +2v/3 - (u? +v2 +w? —uv) .

yp ey
Bevor wir nun den Schnittpunkt der Ecktransversalen BF und CG bestimmen, greifen wir zu einem
algebraischen Trick: Wir vertauschen die Variablen u und v und setzen statt dem Wert /3 sein negatives
Pendant —+/3. Was passiert dann? Aus dem Eckpunkt A wird der Eckpunkt B, der Eckpunkt C indert
sich nicht. Die Spitze E mutiert zur Spitze F, wihrend die Spitze G durch diese Transformation nicht

4 NAPOLEON BONAPARTE (1769 — 1821)
5  PIERRE DE FERMAT (1607 — 1665)
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Abb. 21: Die Winkel zwischen den Ecktransversalen sind gleich und konstant

beriihrt wird (vgl. Abb. 20 auf der vorherigen Seite). Die Koordinaten des Schnittpunkts P bleiben auch
unverdndert: Gleichungen (1). Das heif3t die Berechnung des Schnittpunkts der Ecktransversalen BF mit
der Ecktransversalen CG entspricht formal der Berechnung des Schnittpunkts der Ecktransversalen AE
mit der Ecktransversalen CG nach der eben eingefiihrten Transformation. Seine Koordinaten sind also
ebenfalls durch die Gleichungen (1) gegeben. Insgesamt ist damit die Existenz des FERMAT-Punkts in
der uvw-Sprache bewiesen.

Eine Eigenschaft des FERMAT-Punktes P zeigt Abb.22 auf der nichsten Seite. Man sieht, dass P auf
dem Umkreis des Dreiecks BCE liegt. Mittels DGS kann diese Beobachtung zu einer Vermutung erhértet
werden. Der Radius des Umkreises ist

a’ a Vv Ewr o [View? und 2 v+ w?
y==——e— = r = .
4.43 3 V3 3 3

2
Wir vergleichen diesen Term mit dem Abstandsquadrat |lﬁ>’| , wobei U, der Umkreismittelpunkt des
3v+/3w ’ 3w+/3v
6 6

Dreiecks BCE ist. Seine Koordinaten sind (

griindung des Satzes von NAPOLEON berechnet: Abschnitt 5.2.). Es ist also der Ausdruck [vgl. Glei-
chungen (1)]

) (diese werden z. B. im Zuge der Be-

2

w(V? —1?) + V3P +w? +uw? +vw?)  3v++/3w

- +
6vw — 6uw +2+/3 - (2 +v2 + w2 —uv) 6

2
N B3uv(u—v) + V3wV —u) +w2(v—u)  3w+3v
6vw — 6uw +2v/3 - (U2 +v2 + w2 —uv) 6

zu vereinfachen. MATHEMATICA schafft das mit dem Fullsimplify-Befehl!

Elementargeometrisch schaffen wir das auch: Abb.22 auf der néchsten Seite zeigt, dass das Viereck
PBEC ein Sehnenviereck ist. Der Winkel CPB betrédgt 120° nach der Rechnung in Abschnitt 5.1., und
der Winkel BEC ist 60° wegen der zugrunde liegenden Konstruktion in diesem Abschnitt (gleichseitige
Aufsatzdreiecke).
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Abb. 22: P liegt auf dem Umkreis eines Aufsatzdreieckes

Allerdings kaufen wir uns auf diese Weise Fallunterscheidungen ein. Ist ein Innenwinkel des Dreiecks
gleich 120°, dann liegen zwei Ecktransversalen auf zwei Dreiecksseiten: In Abb. 23 auf der nichsten
Seite oben ist Y= 120° und AE ist auf » und BF auf a. Der FERMAT-Punkt P stimmt dann mit dem Eck-
punkt C iiberein. Aus dem Sehnenviereck wird das gleichseitige Aufsatzdreieck BCE, welches natiirlich
einen Umkreis besitzt.

Isty> 120° wie in Abb. 23 auf der nichsten Seite unten, dann wird die Sehne BE des in Rede stehenden
Umkreises sowohl von P (Resultat in Abschnitt 5.1.) als auch von C (wegen der zugrundeliegenden
Konstruktion) unter dem Winkel von 60° gesehen. Nach der Umkehr des Peripheriewinkelsatzes miissen
P und C daher auf dem Umkreis liegen (Reichel & Humenberger (2012), S. 237).

Analog kann man zeigen, dass P auf dem Umkreis des aufgesetzten Dreiecks ACF und auf dem Umkreis
des ebenfalls aufgesetzten Dreiecks ABG liegt.

Schlussbemerkung: Fiir die Rechnung in der uvw-Sprache ist diese Fallunterscheidung nicht von Belang,
das algebraische Kalkiil beriicksichtigt alle drei Fille. Ob allerdings die Einsicht in den elementargeo-
metrischen Beweis tiefer ist als die Uberzeugungskraft der Rechnung, moge der Leser bzw. die Leserin
selbst entscheiden.
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