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Giinther Malle, Universitit Wicn

TESTEN UND SCHATZEN MIT HILFE DER BINOMIALVERTEILUNG
1. Yorbemerkungen

Der Unterricht in Stochastik (Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik) in der Schule
zerfillt in drei Teile: Beschreibende Statistik, Wahrschcinlichkcilsrcchnung und Beurteilende
Statistik (deren Kern das Testen von Hypothesen und Schiitzen von Parametern ist). Nach den
derzeit giiltigen AHS-Lehrplinen wird dic Beschreibende Statistik in der Unterstufe bzw. 5.
Klasse behandelt, dic Wahrscheinlichkeitsrechnung und Beurteilende Statistik sind fiir die 7.
und 8. Klasse vorgesehen. ErfahrungsgemiiB wird die Beurteilende Statistik oft weggelassen,
doch war diese (als heute wichtigstes Angwendungsgebiet der Wahrscheinlichkeitsrechnung)
der Hauptgrund, warum stochastische Inhalte iiberhaupt in die AHS-Lehrpline aufgenommen
wurden. Wird die Beurteilende Statistik weggelasscn, bleibt der ganze Stochastiklehrgang ein
Torso. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung lauft dabei Gefahr, in eine selbstgefallige "Wiirfel-

budenmathematik” auszuarten, iiber deren Sinn fiir die Schule man streiten kann.

Der Weg zur Beurteilenden Statistik sicht in vielen Schul- und Hochschulbiichern so aus:
Aufbauend auf Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung wird zuniichst die Binomialver-
tcilung, auf diese aufbauend dann dic Normalverteilung behandclt. Mit dieser werden dann
statistische Test- und Schitzverfahren durchgefiihrt. Bei diesem Aufbau im Schulunterricht
erlaubt es dic beschrinkte zur Verfiigung stchende Zeit zwar, die Wahrscheinlichkeitsrech-
nung und Binomialvericilung in der 7. Xlasse zu behandeln, die Normalverteilung muf
jedoch im allgemcincn auf die 8. Klasse verschoben werden. Damit geraten das statistische
Testen und Schiitzen an das gefihrliche Ende der Schulzeit, wo sie dann aus Zeitmangel oft
ganz hinausfallen. Es ist also wiinschenswert, Moglichkeiten zu finden, dic schneller zum
statistischen Testen und Schiitzen fithren. Ym folgenden wird cine Méglichkeit vorgestellt,
dicsc Inhalte bercits in der 7. Klasse zu behandeln, lediglich mit der Binomialverticilung
Alein (also ohne Normalverteilung). In der 8. Klasse kdnnen Test- und Schiitzverfahren dann
natirlich erncut aufgegriffen werden, mit dem cher geringfiigigen Unterschicd, daB mit der
Normalverteilung anstelle der Binomialvericilung gearbeitet wird. Ein solches Vorgehen ist

im Sinnc des Spiralprinzips durchaus wiinschenswert.

Im Mathematikunterricht der Schule kann ¢s nicht darum gehen, moglichst vicle Test- und

Schitzverfahren kennenzulernen. Es kann nur darum gehen, in exemplarischer Weisc cinige
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grundlegende Ideen des Testens und Schitzens aulzuzeigen. Leider wird hier viclfach das
Vorgehen in der Hochschulliteratur recht wnkritisch auf die Schule ibertragen - mit zu
grofem Begriffsaufwand und zu hochgestochener Fachterminologic. Dic folgenden Aus-
{Ghrungen sollen jedoch zeigen, daB es auch auf cinfachere Weise geht. Dabei beschriinke ich
mich auf das Testen bzw. Schdtzen von Anteilen. Diescs hat nimlich gegeniiber dem Testen
bzw. Schatzen anderer Parameler (2.B. Mittelwerte) den Vorteil, dall weniger mathematische
Yoraussctzungen erforderlich sind. In der Tat braucht man aus der Wahrscheinhichkeitsrech-
aung aur die alicremfachsten Grundbegrifte (cine breite Behandlung der Wahrscheinlichkeits-
rechaung st also aicht erforderlich). In Fhinblick auf Binomialverteifungen bendtigt man den

{oigenden Satz (vgl. ctwa BURGER/FISCHER/MALLE 1991, Scite 262):

Satz: Bei einem Zulallsversuch trete cin Ercignis £ mit der Wahrscheinlichkeit p ein. Der
Versuch werde n-mal unter den gleichen Bedingungen durchgelftihrt. Ist H dic Anzahl der
Versuche, in denen das Ercignis E cintritt, dann gilt:
P(H=k)= (1) p(1-p)"™ (fiir Osks=n)

Durch dic in dicsem Satz enthalienc Formel wird jedem moglichen Wert k der Zufalls-
variablen  einc Wahrscheinlichkeit P(H=k) zugcordnet. Auf dicse Weise erhilt man cine
Wahrscheinlichkeitsverteilung von H. Eine Walischeinlichkeitsverteilung, bei der dic
Wahrscheinlichkeiten P(H=k) durch die im obigen Satz cnthalicne Formel festgelegt sind,
heifit Binomialverteilung mit den Parametern n und p, dic Zufallsvariable H nennt man
binomialvertetlt mit den 2orametern n und p. Mit dieser Terminologie kann der obige Satz

auch so ausgesprochen werden:

Satz: Bei cinem Zufallsversuch trete ein Ercignis E mit der Wahrscheinlichkeit p ein. Der
Yersuch cverde p-mal anler den gleichien 2edingungen durchgelthiet. Dann ist die Anzabl H
oy Yersuaie, i depea ettty baomiatveiteiit ant den Paramctzrn o und p.

st bieomialverstedit ail dea Parameiern noued g, dann kanen Walisscheinlichkeiten der

Jorm Pi=kg, J(H=k) bzw. P(Hzk) aus Tabeilen abgeicsen werden, (Fir n=10 und a=2

tindet man solche Tubellen ctwa in BURGER/FISCHER/MALLE 1991, Scite 332-334.)




- 54 -

2. Einseitige Anteilstests

Wir gehen von folgender Aufgabe aus:

Ein Ceschifismann verkauft in seinem Geschift Lose und behauptet, daB nur 40% der Lose
Nieten sind. Ein kritischer Kunde vermutet, dal dicser Anteil hoher ist. Er will dics durch cine
Stichprobe vom Umfang 10 (d.h. anhand von 10 Loscn) tiberprifen.

a)  Wic vicle Nicten sind in der Stichprobe am ehesten zu erwarten, wenn der Geschiftsmann
recht hat?

b) Kann der Kunde die Bchauptung des Geschiftsmannes verwerfen, wenn er in der Stichprobe
mehr Nieten vorfindet?

¢) Falls der Geschaltsmann recht hat, mit welcher Wahrscheinlichkeit wird der Kunde in der
Stichprobe dann mindesiens 6 Nicten vorfinden?

Die Antworten zu a) und b) sind cinfach. Wenn der Geschiftsmann recht hat, sind 4G% von
10, also 4 Nieten zu crwarten, Der Kunde kann dic Behauptung des Geschiftsmannes aber
nicht mit Sicherbeit verwerfen, wenn cr mehr als 4 Nicten vorfindet (nicht cinmal dann,
wenn er lauter Nicten vorfindet). Denn die Anzahl der Nieten ist von Stichprobe zu Stich-
probe zufilligen Schwankungen unterworfen und kann in der vorlicgenden Stichprobe zufillig

grofer als 4 scin.

Zur Beantwortung von c) bezeichnen wird dic Nictenanzahl in Stichproben vom Umfang 10
mit H und fassen H als cinc Zufallsvariable auf, dic dic Werte 0,1,2,...,10 annchmen kann.
Um die Wahrscheinlichkeitsverteilung von H zu bestimmen, denken wir uas die 10 Losc der
Stichprobe der Reihe nach gezogen. Das Zichen cines Loses fassen wir als Zufallsversuch
auf. Bei der Durchfiihrung dieses Zulallsversuchics trift Jus Ercignis "Nicte" mit eine
gewissen Wahrscheinlichkeit p cin. Der Zufallsversuch wird 10-mal unter anndhernd gleichen
Bedingungen wicderholt (denn da die Anzahl der gezogenen Lose schr kicin gegeniiber der
Grundgesamtheit, d.h. der Menge aller Lose, ist, spiclt es keine groBe Rolle, daB die Losc
nicht zuriickgelegt werden). Somit konnen wir H rach dem vorhin crwiihnten Satz zumindest
s anndhernd binomialverteilt mit den Parametern n=19 und p anschen. Ter Wert von p ist
i@ sich nicht bekannt, da wic aicht wissen, wie viele Micten in der Grundgesamtheit vorhan-
den sind. In der Fragestellung ¢) ist jedoch vorausgesctzt, Jal der Geschdstsmann recht hat,
A£.h. daB p=0,4 ist. Somit kénnen wir 11 als annihernd binomialverteilt mit n=10 and p=0,4

ansehen,

Aus ciner entsprechenden Tabelle konnen wir dic gesuchte ‘Vahrscheinlichkeit adlesen:
P(H206)~0,166

Dicse Wahrscheinlichkeit Xann man frequentistisch interpreticren: Falls der Geschiftsmann

recht hat, dann wiirde der Kunde bei schr hiufiger Stichprobenerhebung (vom Umfang 10)

in ca. 16,6% aller Fillc mindestens 6 Nicten vorfinden.
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Wie in c) kann man nun weiter fragen, mit welcher Wahrscheinlichkeit der Kunde in der
Stichprobe mindestens 7,8,9,10 Nieten vor{inden wiirde, falls der Geschiftsmann recht hat.
Man crhilt durch analoge Uberlegungen:

P(H=zk) 0,166 0,055 0,012 0,002 0,000

Man sicht: Je groBer k wird, desto klciner wird P(Hzk), also dic Wahrscheinlichkeit fir
mindestens k Nicten in der Stichprobe. Je unwahrscheinlicher k (oder mehr) Nieten in der
Stichprobe sind, desto eher kann der Kunde klarerweisc dic Behauptung des Geschiftsmannes
verwerfen, wenn cr in der Stichprobe k Nieten vorfindet. Findet er in der Stichprobe 10 oder
9 Nieten vor, ist P(Hzk) nahezu null und er kann dic Bchauptung des Geschidftsmannes
getrost verwerfen. Kann er dies auch tun, wenn cr in der Stichprobe 8 Nicten vorfindet? Oder
7 Nicten? Wo licgt die Grenze? Wie groB darf P(Hzk) héchstens sein?

Dicsc Frage kann Ieider nicht objcktiv beantwortet werden, denn ob cinc Wahrscheinlichkeit
als groB oder klein beurteilt wird, ist immer subjektiv. Dic Frage sollte also nicht lauten "Wo
licgt die Grenze?", sondern "Wo ziehen wir die Grenze?". In der statistischen Praxis ist es
iiblich, fiir P(Hzk) willkiirlich cine obere Schranke o, anzugeben. Meist wihlt man a,=0,05,
tei genaueren Untersuchungen ay=0,01 (in seltenen Fillen eine noch kleinere Zahl). Wihlen
wir in unsercm Beispiel etwa 0y=0,05, dann sehen wir aus der obigen Tabelle: Der Kunde
kann die Behauptung des Geschiftsmannes verwerfen, wenn er in der Stichprobe mindestens

8 Nicten vorfindet, aber nicht mehr, wenn er nur 7 Nicten vorfindet,

Wir beschreiben nun das YVorgehen eur Beantwortung der Fragestellung ¢) aligemein und
fiihren dubei vorsichtig cinige der iiblichen Termini cin:

Ausgangspunkl ist sine Behauptung diter die Grole cines bestimmten Anteils poin ciner
Gruadgesamtheit (Schauptung des Geschidfismannces). Man bezeichnet dicse Behauptung als
Nullhypothese I{,. Demgegeniiber licgt cine Vermutung vor, daB dieser Anteil groBer ist
{Yermutung des Kunden). Dicse Vermutung bezeichnet man als Alteraativhypothese 11,

Wir schreiben kurz:

Hy: p=p, H;: p>p,

Man will dic Nullhypothese durch cine Stichprobe vom Umfang n priifen. Vor der Erhebung




- 56 -

der Stichprobe legt man eine Zahl «, fest, dic man als Signifikanzzahl bezeichnet. Dann
wird die Stichprobe crhoben. Wir nchmen an, daB sich fir dic entsprechende Hiufigkeit H
in der Stichprobe H=k ergibt (Osksn).

Nun folgt die entscheidende Uberlegung: Man nimmt an, daB dic Nullhypothese H, gilt und
berechnet unter dieser Annahme dic Wahrscheinlichkeit P(Hzk). (Man beachte, da H
annihernd binomialverteilt mit den Parametern n und p, ist - letzteres wegen der Annahme
von H,.) Ist P(Hzk)=a,, kann dic Nullhypothese verworfen werden.

Man bezeichnet cin solches Vorgehen als einseitigen Anteilstest mit der Signifikanz o,
(bzw. auf dem o,-Signifikanzniveau). Die Wahrscheinlichkeit P(Hzk) kann so gedeutet
werden: Gilt die Nullhypothese H,, wird sie jedoch bei cinem Stichprobenergebnis Hzk
verworfen, so begeht man cinen Irrtum; die Wahrscheinlichkeit {iir cinen solchen Irrtum ist
gerade P(Hzk). Man bezeichnet dicse Wahrscheinlichkeit daher als Irrtumswahr-
scheinlichkeit. Aber Achtung: P(Hzk) bedeutet nicht dic Wahrscheinlichkeit fiir einen Irrtum
schlechthin, sondern nur die Wahrscheinlichkeit fiir cinen Irrtum, falls die Nullhypothese H,
gilt. (Ein Irrtum ist auch mdglich, wenn H, nicht gilt: mann kann H, ja irrtimlich annehmen.)
Dic obere Schranke a,, fiir P(H=k) kann als maximal zugelassene Irrtumswahrscheinlich-
keit gedeutct werden.

Einen analogen Test kann man durchfiihren, wenn die Alternativhypothese nicht in der Form
p>p,» sondern in der Form p<p, formulicrt wird. Man berechnet in dicsem Fall die Irrtums-
wahrscheinlichkcit P(H<k) unter der Annahme von Hy. Ist P(Hsk)sa,, kann die Nullhypo-
these verworfen werden.

Was bedeutet ¢s, wenn die Nulihypoihicse 1, verworien wird? HeiBt dics, daf dic MNall-
nypothese nicht gilt? Mit Sicherheit kann man dies leider nicht sagen. Es kOnnte ja sein, dall
die Nullhypothese durch den vorgenommencen Test irrtiimlich verworfen wurde. Die Wahr-
scheinlichkeit fiir cinen solchen Irrtum ist aber hichsten ¢ty Deutet man dicse Wahrschein-
lichkeit frequentistisch, ergibt sich - etwa fiir 2y=0,05 - {olgende Interpretation: Wiirde mun
sehr oft Stichproben vom Umfang n crheben nad jedesmal die Mulihypothiese hei cinem
Siichprobenergebnis Hzk vcrwcrl’cn,'f;o wiirde man hochstens in ca. 3% aller EFille dic
Nulihypothese irttiimlich verwerfea. Ob dics hei dem vordicgenden Test der Fall ist, kann
man allerdings nicht sagen.

Was bedeutet ¢s, wenn dic Nullhypothese Hy nicht verworfen werden kann? In diesem &ail
vann leider iiber die Giiltigkeit von H, nichts ausgesagt werden. Man kann nur cine neuc,
sventucll umfangrcichere Stichprobe erhcben und cinen neuerlichen Test durch{Ghren - in der

Hoflnung, H, verwerfen zu kdonen.

Ep—
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3. Zweiseitige Anteilstests

Bei einem zweiseitigen Aateilstest. wird die Alternativhypothese weder in der Form p<p,
noch in der Form p>p, formuliert, sondern in der Form p=p,. Man fiibrt einen zweiseitigen
Anteilstest durch, wenn vermutet wird, daB ein bestimmter relativer Anteil in einer Grund-
gesamtheit von einem behaupteten Wert p, zwar abweicht, doch nicht vermutet wird, da8

dieser Anteil kleiner als p, ist bzw. gréBer als p, ist.

Man geht dhnlich vor wie bei einem einseitigen Anteilstest. Man formuliert zuerst eine Null-

und eine Alternativhypothese:

Hy: p=p, Hy: pkpo
Die Nullhypothese soll durch eine Slicbprobc vom Umfang n geprift werden. Vor der
Erhebung der Stichprobe legt man eine Signifikanzzahl o, fest. Dann wird die Stichprobe
erhoben. Wir nehmen an, daB sich fiir die entsprechende Haufigkeit H in der Stichprobe H=k
ergibt (Osksn).

Man nimmt nun an, daf} die Nullhypothese H, gilt und berechnet unter dieser Annahme die
Wahrscheinlichkeiten P(Hsk) und P(H=k). (Man beachte, daB H annihemd binomialverteiit
mit den Parametern n und p, ist - letzteres weil H, als giiltig angenommen wird.) Die
Nullhypothese H, wird man verwerfen, wean der in der Stichprobe beobachtete Wert k von
H unwahrscheinlich klein oder unwahrscheinlich groB ist, d.h. wenn P(Hsk) sehr klein oder
P(H=k) sehr klein ist. Naheliegenderweise teilt man die maximal zugelassene Irrtumswahr-
scheinlichkeit a, je zur Hilfte auf die beiden Enden der Wahrscheinlichkeitsverteilung von
H auf. Die Nullhypothese kann somit genau dann verworfen werden, wenn gilt:

P(Hsk)s %2 v P(HzK)s L‘zz

Betrachten wir ein Beispiel. Nehmen wir an, daB der vorhin betrachtete Kunde nur vermutet,
daf} der Anteil der Lese von 40% abweicht, aber nicht vermutet, daB dieser Anteil hoher ist,
und nicht vermutet, dal er geringer ist. Er findet in einer Stichprobe vom Umfang 10 genau

6 Mieten vor. Kann er die Behauptung des Geschiftsmannes verwerfen?

Wir formulieren eine Nullhypothese und eine Alternativhypothese:
Hy: p=0,4 H,: p$0,4
Wir wihlen a,=0,05. In der Stichprobe hat sich H=6 ergeben. Unter der Annahme von Hj ist
H anndhernd binomialverteilt mit n=10 und p=0,4. Aus einer Tabelle erhalten wir:
P(H=6)=~0,945 , P(H=6)=~0,166. Die Bedingung
P(H=6)<0,025 v P(H=z6)<0,025

ist also nicht erfiillt. Die Nullhypothese H, kann somit nicht verworfen werden.
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4. Schiitzen von Anteilen

Bei cinem Anteilstest wird einc bestimmie Behauptung iiber cinen relativen Anteil in ciner
Grundgesamtheit gepriift. Viclfach liegt jedoch cine solche Bchauptung nicht vor. Es soll
viclmehr aufgrund der Daten einer Stichprobe cine Schitzung tiber den unbekannten relativen

Anteil in der Grundgesamtheit abgegeben werden. Dies sci an folgender Aufgabe illustriert:

Vor den Wahlen méchte jemand den relativen Anteil der Wihler ciner bestimmien
Partei feststellen. Er erhebt eine Stichprobe von 20 Wahlberechtigten und stellt fest,
dal 6 von ihnea diese Partei withlen wollen. Schiitze daraus den relativen Aateil der
“Vihler dicser Partei uater allen Wahlberechtigien!

Als Schitzwert kann der relative Anteil der Wihler dieser Partei in der Stichprobe genommen
werden, also 6/20=0,3=30%. Einc solche Schitzung ncnnt man Punkischdtzung, weil <in
"punktucller Wert", d.h. cine Zahl, als Schitzung angegeben wird. Dicser Schiitzwert kann
jedoch vom "wahren" Wert in der Grundgesamtheit stark abweichen, da der Anteil der
wiihler der betrachteten Partei von Stichprobe zu Stichprobe schwankt. In der Praxis bemiiht
man sich daher cher, cine Bereichsschdétzung vorzunchmen, d.h. cin Intervall als Schitzung
fiir den unbckannten relativen Anteil in der Grundgesamtheit anzugeben. Dabei werden auch

gewisse vom Punkischitzwert abweichende Werte als Schiitzwerle akzeptiert.

Welche Werte kann man als sinnvolle Schiitzwerte {iir den unbekannten relativen Anteil in
der Grundgesamtheit anschea? £s licgt nake, alic jene Werte py als Schitzwerte fr den
unbekannten relativen Anteil in der Grundgesamtheit anzuschen, dic durch cinen zweiscitigen
Antcilstest nicht verworfen werden konnen (genauer: fir die dic Nullhypothiese p=p, durch
cinen zweiscitigen Antcilstest mit ciner bestimmten Signifikanz 4, auf{grund des Stichproben-
crgebnisses H=k nicht verworfen werden kann). Dic Menge dieser Werte p, bezeichnel man
s Konfideazintervail mit der Signifikanz o, uder wch als | Lo~ Konaiidenzinteryad (ir
Jen smiekanaten relativen Anteil in der Grundgesameheit, Die Zahl (1) wid reist in
Srozenien apgegeben and als Sicherheit <es Contidenziniervales tezeichnel. £.83. pricit
man fir 0y=0,05 von cincm Konfidenzintervail mit der Sicherheit 9,95=95% bzw. <inom
65%-Konlidenzintervail.

Wic kann man cin (1-0)-Konfidenzintervall beslimmen? Wir setzen fir e Toigenden
Uherlegungen cine bestimmic Signifikanzzabl o, voraus und nehimen an, daB sich in ciner

Stichprobc vom Umfang n das Ergebnis H=k crgeben hat. Um das gesuchte (1-a,)-Ken-




fidenzintervall zu bestimmen, miissen wir jene Werte p, bestimmen, fiir dic die Nullhypo-
these Hy:p=p, durch cinen zweiscitigen Anleilstest mit der Signifikanz «, aulgrund des
Stichprobenergebnisses H=k nicht verworfen werden kann. Wir wissen aus dem vorigen Ab-
schnitt, daB dic Nullhypothese H,, genau dann nicht verworfen werden kann, wenn gilt:

P(Hsk)ﬁ;ﬂ A P(sz)>3§_£

Anhand ciner entsprechenden Tabelle ist es recht einfach, jene p, zu bestimmen, fiir die dicse
Bedingung crfiillt ist. (Eine genaucre Erklirung des Vorgehens lindet man in BURGER/
FISCHER/MALLE 1991, Seite 279-283.)

Als Beispicl bestimmen wir das 95%-Konfidenzintervall fir den unbekannten relativen Anteil
der Wiihler der in der obigen Aufgabe betrachteten Partei. Es ist a,=0,05, n=20 und k=6.

Anhand ciner gecigneten Tabelle stellen wir fest, daB dic Bedingung
P(H<6)>0,025 A P(H26)>0,025

fur alle p, mit p,€[0,15;0,50] erliillt ist. (Die Genauigkeit der Grenzen hingt von der
Genauigkeit der verwendeien Tabelle ab.) Somit ist dicses Intervall das gesuchte Konfi-

denzintervall.

Was bedeutet das Konfidenzintervall [0,15;0,50)? HeiBt dics, da8 der unbekannte relative
Anteil der Wihler der betrachicten Partei in dicsem Intervall liegt (d.h. 15% bis 50%
betridgl)? Mit Sicherheit kann man dies Icider nicht sagen. Es kann niamlich scin, daB der
"wahrc" Wert diescs relativen Anteils auerhalb dieses Intervalls liegt und durch den vor-
genommenen zweiscitigen Anlcilstest irrtimlich verworfen wurde. Diec Wahrscheinlichkeit
hiefiir ist aber hichstens @,=0,05=5%. Dcultet man diese Wahescheinlichkeit [requentistisch,
erhilt man folgende Interpretation des Konfidenzintervalles: Wiirde man sehr oft Stichproben
vom Umlang 20 crheben und jedesmal aul dic beschricbene Weise cin 95%-Konfidenzinicr-
vall ermittein, so wirde dicses Intervall in mindesicens ca. 95%% aller Fille den unbekannten
"wahren" Wert des relativen Aateils in der Grundgesamtheit diberdecken. Ob dies allerdings

im vorliegenden Fall criiillt ist, kann man nicht sagen.
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