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Die Titelseite illustriert eine diskrete Variante der flichentreuen und ergodischen
.Katzenabbildung* (x,y) — (2x+ y,x +y) modulo 1 am Torus R?/Z?, die von
V.1. Arnold anhand des Bildes einer Katze illustriert wurde. Die diskrete Abbil-
dung lautet (i, j) ~— (2i+ j,i+ j) modulo N, auf dem Gitter Z?/(NZ)?. Fiir den
abgebildeten Fall N = 150 hat sie eine Periode von 300 Iterationen. Illustration:
Claudio Rocchini (ISTI, Pisa), abgelegt in Wikimedia Commons.
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The 2012 Abel laureate
Endre Szemerédi
and his celebrated work

Mihyun Kang

Technische Universitit Graz

1 Introduction

The Hungarian-American mathematician Endre Szemerédi received the 2012
Abel Prize from His Majesty King Harald at the award ceremony in Oslo on 22
May 2012, “for his fundamental contributions to discrete mathematics and theo-
retical computer science, and in recognition of the profound and lasting impact of
these contributions on additive number theory and ergodic theory” (a citation by
the Abel Committee [1]).

On this occasion, Johannes Wallner, the editor of the International Mathematical
News (Internationale Mathematische Nachrichten), asked me to write an article
on Endre Szemerédi and his work. While I was preparing this article, I met En-
dre Szemerédi at a conference, during which Michael Drmota, the president of
the Austrian Mathematical Society (Osterreichische Mathematische Gesellschaft),
suggested to me to interview Endre Szemerédi. As a result, this article contains an
interview with Endre Szemerédi (Section 2) and a brief overview of his celebrated
work (Section 3).

2 Interview with Endre Szemerédi

On behalf of the Austrian Mathematical Society, I interviewed the 2012 Abel
laureate Endre Szemerédi. The interview took place on the 26th of June 2012
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during the Conference on ‘“Perspectives in Discrete Mathematics” in Bellaterra
near Barcelona, Spain.

Kang: Professor Szemerédi, I would like to congratulate you on winning the Abel
Prize. When and where did you receive the message that you won the Abel Prize?

Szemerédi: That I know exactly. I was at home in Budapest. It was on the 21st
of March 2012. One of my friends, Imre Barany, was there too. It was a kind of a
plot. It turned out later that the Norwegian ambassador in Hungary contacted
Imre, asking him to make sure I would be at home that day at 10 o’clock in
the morning. On Saturday, the 17th of March, Imre called me and said that he
wanted to work with me on Wednesday, the 21st of March, on some mathematical
problem and that the problem was hard, therefore it would be better to meet early.
He insisted on 10 o’clock, even though this time is very early for me. Nevertheless
he showed up and because I was not completely awaken yet he was chatting with
my wife, Anna. Usually, I do not pick up the phone. Once, for example, when one
of my granddaughters took the phone, she told the caller ‘My grandpa says that
he is not at home’. At this time, Anna picked up the phone when the phone rang
and tried to give it to me. As usual, I told her to say that I was not at home. But
she told me that this time I could not play the game, as the call was from Oslo.

Kang: When you heard that the call was from Oslo, did you realize what was
going on? Could you describe how you felt at that moment?

Szemerédi: Mathematicians know the day of the Abel Prize announcement. Also
they know that the announcement is made in Oslo. I was almost certain that the
call was about the Abel Prize.

When I heard the congratulation, first, I could not quite believe it. But I was very
happy. Also I was slightly ashamed because I was not sure whether I deserved it
while hundreds of others did not get the prize. It was a mixed feeling.

Kang: Among many beautiful theorems that you proved, there are ‘Szemerédi’s
theorem’ and the ‘Szemerédi Regularity Lemma’. Let me first ask questions about

Szemerédi’s theorem. Could you explain what Szemerédi’s theorem says?

Szemerédi: It says that if you have a positive proportion of the integers from 1 up
to N it contains a long arithmetic progression.

Kang: Could you tell us a short mathematical history of Szemerédi’s theorem?

Szemerédi: The history is that van der Waerden proved his famous theorem, stat-
ing that if you divide the integers into finitely many classes, then one class con-



tains arbitrarily long arithmetic progressions. Then Erd&s-Turdn conjectured in
1936 that the important thing is that the set is dense enough: if you have a positive
proportion of the integers, then you have already long arithmetic progressions.
More precisely speaking, for every positive integer k > 3 and every 6 > 0 there
exists a number S(k,d) such that for any N > S(k,d), every subset of the integers
{1,...,N} of cardinality at least N contains an arithmetic progression of length
k. In 1953 Roth provided a beautiful proof, using harmonic analytic methods,
that the conjecture is true for k = 3. He proved that among at least N/loglogN
integers there was always an arithmetic progression of length 3. Actually, one of
my favourite mathematicians is Roth. When I first went abroad in 1967, he was
the mathematician whom I met. I read his proof. But that’s not the reason why I
started to work on this problem.

Kang: How did you start working on the problem?

Szemerédi: It is a slightly embarrassing story. What happened is that I tried to
prove that given a long arithmetic progression it cannot be that a positive percent-
age of the elements of the arithmetic progression is squares. In order to prove it,
I took it for granted that if you have a positive percentage of the integers, then it
contains an arithmetic progression of length 4. I proved that if you have an arith-
metic progression of length 4, then it cannot be that all of them are squares. If you
put these together, you prove what you wanted. I was very proud of ‘my result’.
I showed the proof to Paul Erdds. Then he told me that there are slight problems
with the whole thing. The first one was that I assumed something, which had not
been proved yet at that time, namely that any set of a positive percentage of the
integers contains an arithmetic progression of length 4. But this was still okay.
The second one was really shameful. Erdss told me that the other thing, stating
that there are no four squares that form an arithmetic progression, was proved by
Euler already 250 years ago. I felt that I must correct this mistake, because Erdds
was the God.

Kang: So, Erd6s was your God, your supervisor, your mentor, etc.?

Szemerédi: Yes, he was everything, although, without Paul Turan, I would have
never been a mathematician. Because, when I went to university, the course was
for teachers of mathematics and physics for the first two years. After that, you
could continue to study mathematics and physics for three more years and get a
diploma to teach in a high school or you could apply to be among the 20 out of
250 who would be chosen to continue as mathematicians. Turan, in the second
year, gave a beautiful lecture on number theory for two semesters. He covered a
lot of things. I liked it very much and decided then to become a mathematician. I
tried to be among these 20.



Kang: Let us return to the story of Szemerédi’s theorem. You said that after Erd6s
pointing out your mistakes, you were embarrassed. So, you tried to prove your
master that you can do something correctly. Was this the proof of the Erdds-Turdn
conjecture for the case k = 47

Szemerédi: Yes, I wanted to show him that I could prove it correctly and to see
whether he can find an error. First I gave an elementary proof for the case k = 3.
It was a very simple high-school proof. Then I proved it for k = 4. In 1967
Paul Erdés arranged for me an invitation to the university of Nottingham. There I
was supposed to give a lecture about my proof. My English was practically non-
existing. So I just drew some pictures, and Peter Elliot and Edward Wirsing, both
number theorists, based on these pictures and my very bad English, wrote down
the proof. I am very grateful for their great help. Similarly, when I proved in 1973
the conjecture for the general k, a good friend of mine, Andras Hajnal, helped me
to write up the paper. It would be better to say that he listened to my explanations
and then wrote it up. I am very grateful to him, too.

Kang: There are several other proofs of Szemerédi’s theorem, for example by
Furstenberg, Gowers and Tao amongst others. Could you explain what they
proved, with what methods, and how their results are related to your theorem?

Szemerédi: Hillel Furstenberg is a great mathematician and works mainly on
ergodic theory. His famous correspondence principle transfers the dense set into
a measure space. Then he could use his multiple recurrence theorem. His method
is much deeper and much more powerful than my elementary method, and could
be generalised into a multi-dimensional setting. He and Yitzhak Katznelson could
prove in 1978 a multi-dimensional analogue, and they could finally prove in 1991
the density version of the Hales-Jewett theorem. Their ergodic method is much
more complex and powerful.

Timothy Gowers gave a much much better bound than what I had. Even more
importantly, he invented many fundamental methods which completely changed
the landscape. We cannot overestimate the influence of his paper. Gowers used
a higher-order Fourier analysis and introduced his famous Gowers norm which
controls the randomness of the set in question. Terence Tao mixes everything. He
takes things from Furstenberg and Gowers. These mathematicians are those who
really move this field. Without them, my theorem would be just a theorem, nothing
more. They strengthened it, invented many directions, found connections between
these things and much more. They do simply unbelievable things. Also, for me,
the most striking result was the theorem of Ben Green and Terence Tao which
states that among the primes there are arbitrarily long arithmetic progressions.

Kang: In literature, one can often read ‘An important application of Szemerédi’s



theorem is the Green-Tao theorem on arithmetic progressions of primes’. Exactly
how is your theorem used in the proof of the Green-Tao theorem?

Szemerédi: It would be hard to tell exactly.

Kang: Many influential mathematicians have their own lemma named after them.
You also have one, the Szemerédi regularity lemma, which is unarguably the most
powerful and commonly used tool in modern extremal graph theory. Could you
explain what the Szemerédi regularity lemma says?

Szemerédi: If you don’t want to have all these parameters, then it says that the
vertex set of a dense graph can be partitioned into relatively small number of
disjoint vertex sets, so that if you form bipartite graphs among these vertex sets,
then almost every bipartite graph behaves like a random bipartite graph.

Kang: What does a typical extremal graph problem look like?

Szemerédi: That I really don’t know. Just to tell you the truth, my mathematical
interest has switched into number theory.

Kang: Is it a return to the origin, to Turdn’s lecture?
Szemerédi: Exactly, that’s the idea.

Kang: One of the most important unresolved problems in mathematics, in partic-
ular in number theory, is the Riemann conjecture. Are you attacking it?

Szemerédi: No, I am trying some other problems in number theory, which I
cannot say.

Kang: What is your favourite result or theorem of your own? Is it Szemerédi’s
theorem or the Szemerédi regularity lemma?

Szemerédi: My favourite work is the creation of the pseudo-random method to-
gether with Miklos Ajtai and Janos Komlds (it may be that the pseudo-random
method existed in some other areas of mathematics). We used this method, when
we tried to give a better estimate on the density of an infinite Sidon sequence. Us-
ing this method, we also disproved Heilbronn conjecture, which was at that time
already 40 years old.

Kang: I would like to learn mathematical wisdom, from the one who has done
excellent mathematics during the last at least fifty years. How do you recognise
good mathematical problems? What defines a good problem?



Szemerédi: I am afraid I cannot give a really good answer to it. But, in my
opinion, a good problem is one that is interesting, is difficult; you have to study a
bit to solve the problem. And for the solution we need to invent a method which
will be applied to many other problems and areas.

Kang: Like the Szemerédi regularity lemma!

Szemerédi: Actually we have a program to demolish it. Gyarfas, Sarkozy, Rodl,
Rucinsky and myself have already written five papers without the Szemerédi reg-
ularity lemma. The Szemerédi regularity lemma is just a philosophy.

Kang: How do you develop a good taste for mathematics?

Szemerédi: It’s hard. I am sure everybody has a different taste. You need experi-
ence, experiment and also luck.

Kang: Once you have selected a problem to solve, how do you start, proceed and
finish the proof?

Szemerédi: Well, first you try to find connections, try to apply different meth-
ods, and then try to invent slightly different methods. Most of the time I am not
successful. My ratio is very bad. I worked on a lot of problems, but I could not
solve many of them. This is not so bad. It comes with the territory. There are
mathematicians who have by far better ratio, but I do not mind. The only problem
is that if I work on a problem, then I have a hard time to give it up, even when I
am having a feeling that I cannot prove it, I do not have new ideas.

Kang: Could you give me a hint what your ratio would be?

Szemerédi: The ratio? It is about 1 to 10.

Kang: It is a good message to young mathematicians: we should try a lot!
Szemerédi: Yes, we should try a lot.

Kang: How or why did you discover or invent the Szemerédi regularity lemma?
As far as I know, you have developed a weaker version of the Szemerédi regularity

lemma, while proving Szemerédi’s theorem.

Szemerédi: Yes, you are right. The paper about arithmetic progressions contains
a weaker version of the regularity lemma.

The regularity lemma was needed for a graph-theoretical problem. I listened to a



lecture by Béla Bollobds, which was 1974 in Calgary. He talked about the Erdds-
Stone theorem. Bollobas and Erdds wanted to determine the right magnitude and
they had a very good bound, the order was logn and only the constant was missing
a little bit. And I decided to work on it, as I liked the problem and Béla presents
things very nicely and extremely cleverly. Then I realised that maybe a lemma like
the regularity lemma would help considerably. Actually, that was the real reason
why the regularity lemma was invented. At least, this is my recollection. I would
like to thank Vasek Chvatal for helping me to write up the regularity lemma. Later
we together found the exact constant for the Erds-Stone theorem.

Kang: The title of your talk at the Abel lecture was ‘In every chaos there is an
order’. Was it your way of thinking when you developed the regularity lemma, or
did you hear about this principle from someone else?

Szemerédi: This has already been used by many mathematicians, like in Ramsey
theory. If you take a graph and colour the edges, then there is a monochromatic
copy of some fixed graph. A graph is chaotic, and if you break it into pieces,
then the pieces will have some nice properties. That’s just a nice way of saying
something. But ‘In every chaos there is an order’ is not my invention. That’s
ancient.

Kang: When do ‘good’ mathematical ideas come to you? While walking in
woods, relaxing on a sofa or in bed, working at your office desk, or while dis-
cussing with colleagues?

Szemerédi: Working at a desk is out of question, because I never do this. I
usually lie down on bed. But when I really concentrate on something, then I
walk. It almost always happens that I work on a problem while walking, leave the
problem, and next day I go for a walk and continue thinking and so on.

Kang: As both of us are participating in the conference on ‘Perspectives in Dis-
crete Mathematics’, I would like to ask you what you think about future directions
of mathematics, in particular of Discrete Mathematics?

Szemerédi: Well, as others have already explained, there is no such a thing as
predicting the future. But during the last 20 years, Discrete Mathematics has
developed enormously, because of computers and the interaction between com-
puter scientists and Discrete Mathematicians. Discrete Mathematics is nowadays
recognised as a part of mathematics. It was not the case, when I started. Discrete
Mathematics was something like just doing it for playing around. But, not any
more.



Kang: There are also parts of Discrete Mathematics, where one needs some meth-
ods from continuous mathematics.

Szemerédi: That’s true. There is an interplay between continuous and discrete
mathematics. Well, mathematicians who worked on continuous mathematics be-
lieved that this was a one way street and did not care about discrete mathematics.
But when you really examine the proof of some of their results, then there are a lot
of techniques and theory, which are very hard to understand, but there are some
crucial arguments, which they claim to be the bottleneck and the punch line of the
proof. Sometimes these crucial arguments are classical combinatorial arguments.

Kang: What kind of a change are you experiencing as a mathematician after
having received the Abel Prize?

Szemerédi: That’s easy. If it wasn’t for the Abel Prize, I would not sit here for
the interview.

Kang: Let me ask you one last question. What are you going to do with your
prize money, 6,000,000 NOK, around 800,000 EUR?

Szemerédi: I don’t know. We have many children and we are also waiting for the
tax people to determine how much tax we are supposed to pay.

Kang: I would like to thank you for a pleasant conversation.

3 Szemerédi’s Work

Endre Szemerédi has made immense contributions to discrete mathematics, theo-
retical computer science, ergodic theory, additive and combinatorial number the-
ory and discrete geometry, through the understanding of deep connections be-
tween seemingly unrelated fields of mathematics.

Without a doubt, the most celebrated work by Szemerédi is his proof of the Erd6s-
Turdn conjecture (1936), now known as Szemerédi’s theorem (1975), which states
that every set of integers of positive upper density contains arbitrarily long arith-
metic progressions. In order to prove his theorem, Szemerédi introduced the Sze-
merédi regularity lemma (indeed a weaker version of it), which roughly says that
every large dense graph can be partitioned into a bounded number of roughly
equally-sized parts so that the graph is random-like between pairs of parts.

Szemerédi’s theorem, Szemerédi regularity lemma and subsequent studies related
to them have led to much progress in various areas of mathematics, including



extremal graph theory, ergodic theory, harmonic analysis, additive number theory,
discrete geometry and theoretical computer science.

An important application of Szemerédi’s theorem is the Green-Tao theorem, stat-
ing that there are arbitrarily long arithmetic progressions of primes [20]. There are
several other proofs of Szemerédi’s theorem including an ergodic theoretic proof
by Furstenberg [11] in 1977, a Fourier analytic proof by Gowers [16] in 2001,
and proofs based on hypergraph removal lemma independently by Gowers [17],
Tao [32, 34], and Nagle, Rodl, Schacht and Skokan [26, 27]. Some of these results
will be discussed in Sections 3.1 and 3.2.

3.1 Szemerédi’s Theorem

Szemerédi’s Theorem goes back to the following famous theorem in Ramsey the-
ory.

Theorem 1 (van der Waerden’s Theorem). For every positive integers k and r,
there exists an integer W (k, r) such that for any integer N > W (k,r), if the positive
integers {1,2,...,N} are partitioned into r classes, then at least one of the classes
contains at least one arithmetic progression a,a~+n,a+2n,...,a+ (k—1)n of
length k, where a,n are positive integers.

In other words, van der Waerden’s Theorem says that for any integer N > W (k, r),
if we colour the positive integers {1,2,...,N} with r colours, then we can find a
sequence of k numbers a,a+n,a+2n,...,a+ (k— 1)n, all of which are coloured
with a single colour.

Erdds and Turdn conjectured in 1936 that the existence of an arithmetic progres-
sion would still be guaranteed in a set of integers if the set were dense. Szemerédi
gave an affirmative answer to the conjecture by showing that any positive fraction
of the positive integers must contain arbitrarily long arithmetic progressions.

Theorem 2 (Szemerédi’s Theorem — ‘Finite’ Version). For every positive integer k
and real number 0 < § < 1, there exists an integer S(k,d) such that for any integer
N > S(k,d), any subset A C {1,2,...,N} of cardinality at least SN contains at
least one arithmetic progression a,a+n,a+2n,...,a+ (k—1)n of length k, where
a,n are positive integers.

Szemerédi’s Theorem is usually stated using the concept of the positive upper
density as follows.

Theorem 3 (Szemerédi’s Theorem). Let A C N be a subset of the positive integers
with positive upper density, i.e.
< #{AN[1,N
d(A) := limsup HAN[LN]}

N—oo

> 0.



Then for any positive integer k, there exist positive integers a,n such that {a,a+
n,a+2n,...,a+(k—1)n} C A.

Szemerédi’s theorem for the cases k = 1,2 is trivial. Roth [28] proved the theorem
for the case k = 3 in 1953, using Fourier analysis. Szemerédi proved the theorem
first for the case k =4 in 1969 [30], and established the theorem in full generality
in 1975 [31], using combinatorial arguments, in particular a weaker version of the
Szemerédi regularity lemma.

There are several extensions of Szemerédi’s theorem, such as the following
strengthened ‘infinite’ version:

Theorem 4 (Szemerédi’s Theorem — ‘Infinite” Version). Let A C N be a subset of
the positive integers with positive upper density, i.e. 3(A) > 0. Then for any posi-
tive integer k, there exist a positive integer n and infinitely many positive integers
a such that {a,a+n,a+2n,...,a+ (k—1)n} C A.

Furstenberg [11] provided in 1977 the ergodic theoretic proof of Szemerédi’s the-
orem by showing that Szemerédi’s theorem is equivalent to the following.

Theorem 5 (Furstenberg Recurrence Theorem). Let (X,B,u) be a probability
space and let T : X — X be a measure-preserving bijection on X, i.e. (X,B,u,T)
is a measure-preserving system. Then for any E € ‘B with positive measure and
any positive integer k there exists a positive integer n such that y(ENT"EN...N
T*=nE) > 0.

This is equivalent to a stronger theorem, saying that for any set E € B with u(E) >
0 and every positive integer k there exist infinitely many positive integers n for
which u(ENT"EN...NT*"D"E) > 0. It corresponds to the “infinite’ version of
Szemerédi’s theorem. Indeed, even a stronger statement is true:

for any E € B with u(E) > 0,
3 (k—1)
liminf ENT'En..NnTY" "E .
jpind Y WENTEN...0T ) > 0

The case kK = 1 is trivial, and the case k = 2 is the classical Poincaré recurrence
theorem.

The ergodic theoretic approach by Furstenberg led to various generalisations of
Szemerédi’s theorem, including the multidimensional generalisation by Fursten-
berg and Katznelson [12] and the polynomial generalisation by Bergelson and
Leibman [7].

The multidimensional Szemerédi’s theorem by Furstenberg and Katznelson was
established in 1978 [12], as a consequence of the following extension of the
Furstenberg recurrence theorem:
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Theorem 6 (Furstenberg-Katznelson Recurrence Theorem). Let (X,B,u) be a
probability space and let Ty, T>, . .., T;, : X — X be commuting measure-preserving
bijections on X. For any E € B with u(E) > 0,

N
liminf T'ENTYE .. NT'E) > 0.
i ng,l#( 1 2 k )

Theorem 7 (Multidimensional Szemerédi’s Theorem). Let d > 1 and A C Z¢ with
positive upper Banach density, i.e.

> 0.

* 1 #{Aﬂ[_NaN]d}
O1(A):=limsup =58

Then for any by, b, ..., by € Z2, there exist a positive integer n and infinitely many
a € 74 such that {a+nby,a+nb,...,a+nb;} C A.

In 1996, Bergelson and Leibman [7] generalised the multidimensional Szemeré-
di’s theorem to polynomials.

Theorem 8 (Polynomial Multidimensional Szemerédi Theorem). Let d > 1 and
A C Z4 with positive upper Banach density, i.e. §* (A) > 0. Then for any polynomi-
als Py, Ps,... P : Z — Z% with P (0) = P,(0) = ... = P,(0) = 0, there exist a pos-
itive integer n and infinitely many a € 74 such that {a+ Py(n),a+ P>(n),...,a+
P (l’l)} C A.

Szemerédi’s Theorem is one of the fundamental results in Ramsey theory, and is
the density version of van der Waerden’s theorem. Another fundamental result in
Ramsey theory is the Hales-Jewett theorem, which is a generalisation of van der
Waerden’s theorem. In order to state the Hales-Jewett theorem, we need a notion
of combinatorial lines, instead of arithmetic progressions. Let W, be the set of all
words of length n over the alphabet {1,...,k}. Given a word w(x) € W, where x
occurs at least once. The set L = {w(1),...,w(k)}, in which w(i) is obtained from
w(x) by substituting each x with i, is called a combinatorial line.

Theorem 9 (Hales-Jewett Theorem). For every positive integers k,r, there exists
a positive number H (k,r) such that for any integer n > H (k,r), every r-colouring
of W, contains a monochromatic combinatorial line.

In 1991, Furstenberg and Katznelson [13] proved the density version of the Hales-
Jewett theorem, using ergodic theoretic techniques:

Theorem 10 (Density Hales-Jewett Theorem). For every positive integer k and
real number 0 < 8 < 1, there exists a positive number D(k,d) such that for any
integer n > D(k,r), every subset A C W, of cardinality at least dk" contains a
combinatorial line.
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Another approach to proving Szemerédi’s theorem is based on hypergraph re-
moval lemmas, for which corresponding hypergraph regularity lemmas have been
developed. These will be discussed in the next section.

One of the most important applications of Szemerédi’s theorem is:

Theorem 11 (Green-Tao Theorem). For every integer k > 2 there exist infinitely
many arithmetic progressions of primes of length k.

We shall conclude this section with what Terence Tao wrote in an article titled
“The dichotomy between structure and randomness, arithmetic progressions, and
the primes” [35]:

“A famous theorem of Szemerédi asserts that all subsets of the in-
tegers with positive upper density will contain arbitrarily long arith-
metic progressions. There are many different proofs of this deep the-
orem, but they are all based on a fundamental dichotomy between
structure and randomness, which in turn leads (roughly speaking) to a
decomposition of any object into a structured (low-complexity) com-
ponent and a random (discorrelated) component. Important examples
of these types of decompositions include the Furstenberg structure
theorem and the Szemerédi regularity lemma. One recent applica-
tion of this dichotomy is the result of Green and Tao establishing that
the prime numbers contain arbitrarily long arithmetic progressions
(despite having density zero in the integers). The power of this di-
chotomy is evidenced by the fact that the Green-Tao theorem requires
surprisingly little technology from analytic number theory, relying
instead almost exclusively on manifestations of this dichotomy such
as Szemerédi’s theorem. In this paper we survey various manifesta-
tions of this dichotomy in combinatorics, harmonic analysis, ergodic
theory, and number theory. As we hope to emphasise here, the under-
lying themes in these arguments are remarkably similar even though
the contexts are radically different.”

3.2 Szemerédi Regularity Lemma

The Szemerédi regularity lemma and its variants belong to the essential tools of
extremal graph theory, additive number theory, discrete geometry and theoretical
computer science. More remarkably, it was the main tool for proving Szemerédi’s
theorem.

The Szemerédi regularity lemma roughly says that the vertex set of any large dense
graph can be partitioned into a constant number of classes such that almost all of
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the induced bipartite graphs are “pseudorandom” in the sense that they mimic the
behaviour of random bipartite graphs of the same density.

The pseudorandomness plays a fundamental role in structural and algorithmic as-
pects of many problems. It provides a way to use ‘probabilistic intuition’ for
solving deterministic problems or to extract ‘predictable’ average structure from
a ‘mysterious’ huge structure. Avi Wigderson said [36]:

“Pseudorandomness is the study, by mathematicians and computer
scientists, of deterministic structures which share some properties of
random ones.”

In order to state more precisely the Szemerédi regularity lemma we need some
definitions. Let G = (V,E) be a graph with vertex set V and edge set E C (}),
1.e. each edge e € E is a 2-element subset of V. Given real € > 0 and disjoint
subsets A,B C V, the pair (A, B) is called e-regular if for all A’ C A and B’ C B
with |A’| > €|A| and |B| > €|B],

d(A,B)—d(A',B)| <k,

E N (AxB)

where d(A,B) := “TAB

is the density of edges between A and B.

Theorem 12 (Szemerédi Regularity Lemma). For every positive real € and every
positive integer ty, there exist positive integers T (€,1) and N(g,ty) such that for
every graph G = (V,E) on |V| > N(g,1y) vertices there exists a partition P =
{V1,Va,...,Vi} of V with ty <t < T(g,1y) satisfying the following properties:

o V| < <. SV < V] +1
e all but at most €t pairs (V;,V,) with 1 <i < j <t are e-regular.

Applying the Szemerédi regularity lemma, Ruzsa and Szemerédi [29] established
in 1976 the triangle removal lemma, which roughly says that every graph which
does not contain many triangles can be made triangle-free by removing few edges.

Theorem 13 (Triangle Removal Lemma). For every & > 0 there exist a positive
real 'y and a positive integer N such that every graph G on n > N vertices con-
taining at most yn> triangles can be made triangle-free by removing at most & (g)
edges.

Using this lemma, Ruzsa and Szemerédi [29] gave a short alternative proof of
Roth’s theorem (i.e. Szemerédi’s theorem for k = 3). Frankl and R6dl [14] showed
that Szemerédi’s theorem for k£ 4 1 follows from a removal lemma for k-uniform
hypergraphs (where a k-uniform hypergraph H = (V,E) is a pair of vertex set V
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and edge set E C (), i.e. each edge e € E is a k-element subset of V). Recently
various generalisations of the regularity lemma and the removal lemma for hy-
pergraphs were obtained independently by Gowers [17], Tao [32], Nagle, Rodl,
Schacht and Skokan [26, 27]. The main applications of these generalisations in-
clude alternative combinatorial proofs of Szemerédi’s Theorem.

Theorem 14 (Hypergraph Removal Lemma). Let F be a fixed k-uniform hyper-
graph on f vertices and let & > 0 be given. Then there exist a positive real Y
and a positive integer N such that every k-uniform hypergraph on n > N vertices
containing at most ynf copies of F can be made F-free by removing at most o (Z)
edges.

The Szemerédi regularity lemma works very well for dense graphs, where the
number of edges is quadratic in the number of vertices, since the error term in the
lemma is quadratic in the number of vertices with an arbitrary small multiplicative
constant. In order to deal with sparse cases, some variants of the regularity lem-
mas are developed independently by Kohayakawa [23] and Rodl (unpublished)
for sparse graphs and by Alon, Coja-Oghlan, Han, Kang, Rodl and Schacht [3]
for sparse graphs with general degree distribution. Another variant of Szemerédi
regularity lemma and removal lemma has been obtained by Green [19] for abelian
groups.

As discussed in the previous section, Szemerédi’s theorem has enjoyed its strong
connections to ergodic theory. Likewise, the Szemerédi regularity lemma has
strong links to probability theory and analysis. For example, Tao [33] gave a
probabilistic and information theoretic version of the regularity lemma. Lovész
and Szegedy [24] obtained ‘analytic versions’ of the regularity lemma and showed
that some versions of the regularity lemma can be interpreted as approximation of
elements in Hilbert spaces or as the compactness of an important metric space of
two-variable functions.

In order to state an analytic version of the regularity lemma by Lovasz and
Szegedy [24], we need some notation. Let F denote the set of all bounded sym-
metric measurable functions F : [0,1]> — R and let %y denote the set of all sym-
metric measurable functions F : [0,1]?> — [0,1]2. Given F € ¥ and a partition
P={P,P,...,P} of [0,1], let Fp : [0, 1]?> — R denote the step-function obtained
from F by substituting its value at (x,y) € P; X P; by fPiij F(x,y)dxdy.

Theorem 15 (Strong Analytic Regularity Lemma). For every positive real €, there
exists a positive integer T (€) such that for every function F € %y, there is a parti-

tion P =A{Py,Ps,...,B} of [0,1] into t < T(€) sets of equal measures so that for
every set S C [0,1]2 which is the union of at most t* rectangles,

‘ /(F—Fip)dxdy < e
S
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Lovasz and Szegedy [24] extended the regularity lemma to a general setting of
Hilbert spaces.

Theorem 16 (Regularity Lemma in Hilbert Space). Let S1,S,... be arbitrary
subsets of a Hilbert space H. Then for every positive real € and f € H, there
exist a positive integer t < 1/€%, f; € S; for 1 <i<tand ay,ay,...,a; € R such
that for every g € S;+1,

(& f—(afi+tafa+...+af)) | < ellgll-|Ifll

This work is along the lines of the study of connections between the regularity
lemma and graph limits by Lovasz and Szegedy [25], by Borgs, Chayes, Lovasz,
S6s, Szegedy and Vesztergombi [9], and by Bollobds, Janson and Riordan [8].

Last but not least, we shall discuss important applications of the Szemerédi reg-
ularity lemma in computer science. The regularity lemma guarantees the exis-
tence of a regular partition that approximates a graph by a constant number of
pseudorandom graphs. The question of whether we can compute in polynomial
time such a regular partition is algorithmically very important, from the view-
point of theoretical computer science. A number of NP-hard problems can be
solved in polynomial time on graphs that admit regular partitions in polynomial
time. Algorithmic regularity lemmas that compute a regular partition in polyno-
mial time were obtained by Alon, Duke, Lefmann, R6dl, and Yuster [4] and by
Frieze and Kannan [10] for dense graphs, by Alon, Coja-Oghlan, Han, Kang, Rodl
and Schacht [3] for sparse graphs, and by Haxell, Nagle and Ro6dl [21] for hyper-
graphs. An important application of algorithmic regularity lemmas on graphs is a
polynomial time approximation scheme for the MAX-CUT problem.

Another very important application of the regularity lemma in computer science is
the property testing [2, 5, 15]. Alon and Shapira [6] showed that every monotone
property is testable. Roughly speaking, a property is said to be testable if there
exists a randomised algorithm with constant running time which distinguishes
between instances with the property and those which are far from it. To be more
precise, let us call a graph property monotone if it is closed under removal of
edges and vertices. Given a positive integer n and real €, a graph G on n vertices is
said to be e-far from satisfying a graph property P if at least en” edges should be
added or deleted from G in order to make the resulting graph satisfy P. A tester
for P is a randomised algorithm that distinguishes with high probability (e.g. 2/3)
between the case of G satisfying P and the case of G being e-far from satisfying
P. A tester is said to have one-sided error if whenever G satisfies P, the algorithm
declares that this is the case with probability one.

Theorem 17 (Testability of Monotone Properties). For every monotone graph
property P there is a tester with one-sided error.
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4 An Irregular Mind

“Szemerédi has an irregular mind, his
brain is wired differently than most
mathematicians. Many of us admire his
unique way of thinking, his extraordi-
nary vision.” [22]

Endre Szemerédi was born in 1940 in Budapest, Hungary. He studied at Eotvos
Lordand University and received his Ph.D. from Moscow State University. He
is Research Fellow at the Alfréd Rényi Institute of Mathematics, Hungarian
Academy of Sciences and Professor of Computer Science at Rutgers University.

Endre Szemerédi has received many awards and honours for his essential con-
tributions to mathematics and computer science including the Abel Prize (2012),
the Leroy P. Steele Prize (2008), the Rolf Schock Prize (2008), the Prize of the
Hungarian Academy of Sciences (1979), the Pdlya Prize (1975), the Rényi Prize
(1973), the Griinwald Prize (1968, 1967).

Endre Szemerédi and his work are best described by Timothy Gowers [18]:

“Some mathematicians are famous for one or two major theorems.
Others are famous for a huge and important body of high-class results.
Very occasionally, there is a mathematician who is famous for both.
No account of Szemerédi’s work would be complete without a dis-
cussion of Szemerédi’s theorem and Szemerédi’s regularity lemma.
However, there is much more to Szemerédi than just these two the-
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orems. He has published over 200 papers, as I mentioned at the be-
ginning, and at the age of 71 he shows no signs of slowing down. It
is extremely fitting that he should receive an award of the magnitude
of the Abel Prize. I hope that the small sample of his work that I
have described gives at least some idea of why, even if I have barely
scratched the surface of what he has done.”
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Endre Szemerédi:
Ein mathematisches Universum
in kombinatorischem Gewande

Mathias Beiglbock und Reinhard Winkler
Universitidt Wien — TU Wien

1 Einleitung

In der Begriindung der Verleihung des diesjdhrigen Abelpreises an den ungari-
schen Mathematiker Endre Szemerédi durch die Norwegische Akademie der Wis-
senschaften heif3t es an zentraler Stelle, der Preis werde

for his fundamental contributions to discrete mathematics and theoreti-
cal computer science, and in recognition of the profound and lasting im-
pact of these contributions on additive number theory and ergodic theory

verliehen. Entsprechend der Bedeutung des Abelpreises wie auch der durch ihn
ausgezeichneten Leistungen Szemerédis sind die Wiirdigungen zahlreich (eine
jiingst erschienene ist etwa [RS12], siehe aber auch [Gow12]). Trotz der Reich-
haltigkeit von Szemerédis Lebenswerk — der erste Teil des obigen Zitats der Nor-
wegischen Akademie deutet die Schwerpunkte seiner Arbeit an — ist es doch der
nach ihm benannte Satz von Szemerédi aus dem Jahr 1975 [Sze75], der die meiste
Aufmerksamkeit hervorruft. Der Grund dafiir lisst sich aus dem zweiten Teil des
Zitats erschlielen.

Denn nur wenige mathematische Einzelleistungen sind in vergleichbarem Aus-
mal} Angelpunkt explosionsartiger Entwicklungen in der Wissenschaft, wie sich
dies von Szemerédis berithmtestem Resultat behaupten lisst. Entsprechend liegen
auch die Schwerpunkte des Artikels von Mihyun Kang im vorliegenden Heft der
IMN [Kan12] auf den facettenreichen Entwicklungen der Mathematik, die vom
Satz von Szemerédi ausgingen. Das gilt sowohl fiir das einleitende Interview der
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Autorin mit Szemerédi, als auch fiir den zweiten Teil, in dem sie besonders auf das
sogenannte Regularititslemma eingeht. Dieses tauchte in einer speziellen Version
erstmals im Originalbeweis des Satzes von Szemerédi in [Sze75] auf und erhielt
spater in [Sze78] seine bleibende Gestalt.

Auch im vorliegenden Aufsatz streben wir keine reprasentative Darstellung von
Szemerédis Lebenswerk an. Stattdessen wollen wir gewisse Aspekte néher ins
Auge fassen, die uns im Zusammenhang mit der in [Kanl2] dargestellten Ent-
wicklung des Satzes von Szemerédi besonders faszinieren.

Unser Programm hat folgende Gestalt. Im Kapitel 2 geht es zunédchst um die Aus-
sage des Satzes von Szemerédi. Dabel interessieren wir uns fiir Aspekte, die unter
anderem im Kontext von Ramsey-Theorie und Satz von van der Waerden sichtbar
werden. Kapitel 3 setzt sich mit der auergewohnlichen Schwierigkeit auseinan-
der, einen kurzen und trotzdem angemessenen Uberblick auch nur iiber die wich-
tigsten Ideen im kombinatorisch extrem komplizierten Originalbeweis von Sze-
merédi zu geben. Anstatt diese Schwierigkeit in Angriff zu nehmen, bevorzugen
wir hier einen anderen, leichteren Weg. Und zwar versuchen wir, einen Einblick
in den Zugang von Furstenberg! zu geben, der kurz nach Szemerédis Durchbruch
in [Sze75] eine neuartige Sichtweise erschloss (siehe [Fur77, Fur81]). Besonders
wichtig sind bei Furstenberg topologische Strukturen, Rekurrenzfragen dynami-
scher Systeme und die sich daraus ergebenden ergodentheoretischen Sichtweisen.
Entsprechend versuchen wir in Kapitel 4 plausibel zu machen, wie Topologie in
der Kombinatorik niitzlich werden kann. Kapitel 5 mit Furstenbergs Korrespon-
denzprinzip und seinem multiplen Rekurrenzsatz zeigt, wie sich die Situation im
Satz von Szemerédi in die Sprache der Dynamik iibersetzen ldsst. Das umfangrei-
che Kapitel 6 zielt auf einen Struktursatz von Furstenberg ab. Dieser zeigt, dass
sich maBerhaltende Systeme aus solchen aufbauen lassen, die man gut unter Kon-
trolle hat. Und zwar treten als Bausteine nur zwei Typen auf: sogenannte kom-
pakte Systeme einerseits und schwach mischende Systeme andererseits. Fiir beide
lassen sich die fiir den Satz von Szemerédi erforderlichen Eigenschaften relativ
leicht nachweisen, wenn auch aus ganz unterschiedlichen, geradezu diametral ent-
gegengesetzten Griinden: Bei kompakten Systemen nutzt man aus, dass sie sehr
starr sind und gewissermalen hochstrukturiert sind; schwach mischende Systeme
hingegen verhalten sich fast wie unabhiingige Zufallsfolgen und erméglichen des-
halb den Einsatz stochastischer Sichtweisen. Wir versuchen eine Idee zu geben,
wie Furstenberg all dies zu einem Beweis des Satzes von Szemerédi zusammen-
setzte. Im abschlieBenden Kapitel 7 gehen wir noch auf neuere Entwicklungen
ein, die teilweise auf Szemerédi und Furstenberg aufbauen, und teilweise neue
Wege beschreiten.

In diesem Artikel, der die Verleihung des Abel-Preises an Szemerédi zum Anlass hat, sei
auch erwihnt, dass Furstenberg im Jahr 2007 mit dem vergleichbar prominenten Wolf-Preis fiir
Mathematik ausgezeichnet wurde.
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2 Die schillernde Aussage des Satzes von Szemerédi

Der Satz von Szemerédi gehort zu den bedeutendsten Resultaten der Kombina-
torik, bzw. etwas enger gefasst, der Ramseytheorie. Ein Motiv, das sich durch
die Ramseytheorie zieht, besteht im Phidnomen, dass, grob gesagt, gut organi-
sierte Strukturen sich (so wie der Besen in Goethes ,,Zauberlehrling) nicht ohne
weiteres zerschlagen lassen. Wir wollen dieses Phianomen hier das Ramseyprin-
zip nennen. Eine triviale Erscheinungsform des Ramseyprinzips: Zerteilt man eine
unendliche Menge in zwei Teile, so ist nach dem Schubfachprinzip mindestens ei-
ner davon wieder unendlich (tatsdchlich sogar gleich grof3) wie die urspriingliche
Menge. Thren Namen bezieht die Ramseytheorie aus folgendem klassischen Re-
sultat.

Satz 1 (Satz von Ramsey, 1930). Fdrbt man alle zweielementigen Teilmengen von
N mit zwei (oder auch r) Farben, so gibt es ein unendliches T C N derart, dass
alle zweielementigen {t),t;} C T gleiche Farbe haben.

Die Interpretation dieses Satzes im Sinne des Ramseyprinzips geht vom vollstin-
digen Graphen mit der abzihlbar unendlichen Knotenmenge N aus. Durch die
Farbung wird die Menge der Kanten in zwei Teile zerlegt. Der Satz von Ram-
sey besagt, dass dennoch wenigstens einer der Teile die urspriingliche Struktur
(ndmlich den vollstandigen Graphen auf der wieder abzédhlbar unendlichen Men-
ge T) enthilt. Elementare Beweise des Satzes von Ramsey machen wieder ganz
entscheidend vom Schubfachprinzip Gebrauch.

Im Gegensatz zur graphentheoretischen Struktur im Satz von Ramsey geht es bei
Szemerédi vor allem um die additive Struktur der natiirlichen Zahlen. Auf diesem
Felde ist der wichtigste Vorldufer des Satzes von Szemerédi jener von van der
Waerden.

Satz 2 (Satz von van der Waerden, vgl. [vdW27]). Sei Ay, ..., A, eine Partition der
natiirlichen Zahlen. Dann enthdlt wenigstens eines der A; arithmetische Folgen
beliebiger (endlicher) Liinge.

Dieser Satz ist nach dem Geschmack der meisten Mathematiker: Eine einfache
Aussage, die zu beweisen sich aber als iiberraschend schwierig erweist. Der Be-
weis von van der Waerden ist nur wenige Seiten lang, enthélt aber eine sehr ge-
witzte Induktion. Das reizt natiirlich dazu, die Moglichkeiten der Methode nach
allen Richtungen bis an die Grenzen auszuloten und zu versuchen, damit noch
schwierigere Probleme zu 16sen.

Doch hilt die Mathematik nicht nur diesen geradezu sportlich anmutenden Aspekt
bereit. Es lohnt innezuhalten, und sich die Aussage des Satzes noch besser klar
zu machen. Denn auch wenn man den Beweis Schritt fiir Schritt verstanden hat,
gibt es vielleicht noch mehr am Satz zu verstehen. Wie gar nicht so selten in der
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Mathematik ist es besonders beim Satz von van der Waerden keineswegs dasselbe,
einerseits einen Beweis des Sachverhalts zu kennen oder andererseits ihn auch in
seiner weitreichenden Bedeutung zu verstehen.

Um konkreter zu werden: Im Fall des Satzes von van der Waerden ist es dem
Verstdandnis zutrdglich, zu begreifen, welches ,,besondere Merkmal“ der Zelle A;
dafiir verantwortlich ist, dass sie beliebig lange arithmetische Folgen enthilt. Hier
bieten sich unterschiedliche Vermutungen an. Dass selbst Mathematiker vom Ka-
liber eines Pal Erdds und Pal Turdn manch falsche d@uBerten, zeigt, dass die Situa-
tion weit weniger kanonisch ist, als es im Nachhinein den Anschein haben mag.?
Als zutreffend erwies sich aber jene Vermutung der beiden aus 1936, wonach die
besondere Eigenschaft der Menge A; darin besteht, dass sie einen ,,positiven An-
teil“ aller natiirlichen Zahlen enthiilt.

Fiir eine prizise Formulierung definieren wir die obere Dichte einer Menge A C N
durch

d(A) := limsup MAN{L, . N}) .
Nesoo N
Die Frage von Erd6s und Turén ist nun: Gegeben k € N, enthilt jede Menge A C N
mit d(A) > 0 eine arithmetische Folge der Léinge k? Eine positive Antwort wiirde
den Satz von van der Waerden als offensichtliches Korollar enthalten. Der erste
Schritt in diese Richtung war Roths Beweis fiir k = 3 [Rot53]. Die Verbesserung
auf k = 4 lie immerhin einige Jahre auf sich warten. Der junge Mathematiker,
dem sie gelang: Endre Szemerédi [Sze69]. Sein beriihmter Satz einige Jahre spéter
schlieBlich bestitigt die Vermutung von Erd6s und Turdn in voller Allgemeinheit:

Satz 3 (Szemerédi [Sze75]). Sei A C N eine Menge mit d(A) > 0. Dann enthdilt A
beliebig lange arithmetische Folgen (endlicher Liinge).

Der Beweis gestaltet sich liberaus kompliziert. Tatsdchlich kennt man mittlerwei-
le eine Reihe unterschiedlicher Beweise, die sich in der Wahl der verwendeten
Methoden deutlich unterscheiden. Eine hervorstechende Gemeinsamkeit ist, dass
sie alle hochst komplex sind, tiefe Einsichten in verschiedene Gebiete liefern bzw.
voraussetzen und sich entsprechend erst nach intensivem Studium erschlieen.

Bevor wir dieses Thema vertiefen, vergleichen wir mit dem Satz von van der
Waerden. Vermutet wurde er zundchst von Baudet und schon kurz darauf von van
der Waerden [vdW27] bewiesen. Der urspriingliche Beweis bendtigt nur wenige
Seiten, und seitdem wurden weitere kurze Beweise entdeckt — gegen Ende von
Kapitel 6 kommen wir nochmals kurz darauf zuriick. Im Gegensatz dazu war die
Vermutung von Erd8s und Turdn nahezu 40 Jahre offen.

Eine besonders ambitionierte Vermutung aus [ET36] wird durch ein Gegenbeispiel von
Behrend [Beh46] widerlegt: Fiir festes € > 0 und hinreichend groBes N existiert eine Menge
A C{l,...,N} mit #A > N'~# ohne arithmetische Folge der Linge drei.
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Eine natiirliche Frage an dieser Stelle ist daher: Inwiefern war die Sichtweise
von Erdds und Turdn gerechtfertigt, inwiefern liefert der Satz von Szemerédi den
Schliissel zum Verstindnis des Satzes von van der Waerden?

Natiirlich sprengt man mit solchen Fragen den Bereich objektiver Giiltigkeit, wie
sie mathematische Theoreme besitzen. Doch gerade angesichts widerspriichlicher
Einschitzungen aufgrund unterschiedlicher Sichtweisen, wie sie von Experten je
nach mathematischer Prigung vertreten werden, lernt man Interessantes. Es zeigt
sich nimlich die Buntheit, zu der Mathematik im Bewusstsein derer, die sie be-
treiben, fihig ist.

Beim Satz von van der Waerden zeichnen sich wenigstens zwei Sichtweisen ab,
fiir die jeweils gute Argumente vorliegen. Die Kiirze der Beweise des urspriing-
lichen Satzes legt nahe, dass damit die richtige Sichtweise zur Geltung kommt.
Hier soll aber auch zugunsten der kontrdren Ansicht argumentiert werden, dass
ndmlich die Beweise des stirkeren Satzes von Szemerédi trotz ihrer viel hoheren
Komplexitit die zugrundeliegende Intuition klarer zum Ausdruck bringen. Fiir
diese Sichtweise kann man auch ins Treffen fiihren, dass die beste qualitative Fas-
sung des Satzes von van der Waerden eine solche ist, die aus einem Beweis des
Satzes von Szemerédi folgt, welchen Gowers in [GowO1] gegeben hat. Weiters
lassen sich méchtige Verallgemeinerungen des Satzes von van der Waerden nur
gewinnen, wenn man den Satz von Szemerédi mitbeweist, indem man den Umweg
tiber Mengen mit positiver Dichte geht (Bergelson, Leibman, Lesigne [BLLOS]).
Szemerédis Satz ist ein wesentlicher Schritt zum Beweis des Satzes von Green
und Tao [GTOS8]: Es gibt beliebig lange arithmetische Folgen von Primzahlen.
SchlieBlich kann man die Schonheit des Satzes in der inhdrenten stochastischen
Komponente sehen. Es stellt sich ndmlich heraus, dass der Satz von Szemerédi in
unglaublicher Weise starke deterministische Struktur mit Phinomenen vereint, die
bei stochastischer Unabhingigkeit (also gewissermalen bei Zufall) typisch sind.

Uber die im Fall der verschiedenen Zuginge zu den Sitzen von van der Waer-
den und Szemerédi beobachtete Polaritit zweier Sichtweisen lédsst sich durchaus
auch in sehr allgemeinem mathematischen Kontext nachdenken. Gewissermallen
verkorpern sich darin zwei verschiedene dsthetische Prinzipien, die zweifellos
beide ihre Berechtigung haben. Auf der einen Seite empfinden wir elementare
Beweise oft gerade deshalb als elegant, weil sie, quasi frei von Ballast, besonders
schlank auf uns zukommen und ein oder mehrere Argumente ohne Beiwerk vor
Augen treten lassen. Kombinatorische Schlussweisen sind tendenziell von dieser
Art. Auf der anderen Seite — hier ist die epische Breite von Bourbaki das geradezu
archetypische Beispiel — konnen wir an einer begrifflich reich ausdifferenzierten,
abstrakten Darstellung von Mathematik einen weit bis zum Horizont reichenden
Ausblick genielen, der uns die Tragweite und Wirkungsmacht mathematischer
Konzepte zu fassen hilft.
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3 Ausnahme-Kombinatorik

An den Wiirdigungen von Szemerédis Lebenswerk fillt fast durchwegs Folgendes
auf: Der Satz 3 wird ins Zentrum geriickt, oft noch die entscheidende Rolle des
Regularititslemmas hervorgehoben; aber fast nichts wird {iber Szemerédis Origi-
nalbeweis verraten. Auch in unserem Text halten wir es nicht anders. Die Griinde
werden deutlich, wenn man sich einige Zeilen vergegenwirtigt, die sich in einem
der wenigen Texte finden, die sich doch der schwierigen Aufgabe stellen, auf we-
nigen Seiten etwas Greifbares liber Szemerédis Methode zu sagen. Und zwar ist
es kein Geringerer als Terence Tao, der u.a. Folgendes schreibt (siehe [Tao12]):

Szemerédi’s original proof of this theorem is a remarkably intricate
piece of combinatorial reasoning. Most proofs of theorems in mathematics
— even long and difficult ones — generally come with a reasonably compact
‘high-level” overview, in which the proof is (conceptually, at least) broken
down into simpler pieces. There may well be technical difficulties in formu-
lating and then proving each of the component pieces, and then in fitting the
pieces together, but usually the ‘big picture’ is reasonably clear. To give just
one example, the overall strategy of Perelman’s proof of the Poincaré conjec-
ture can be briefly summarised as follows: to show that a simply connected
three-dimensional manifold is homeomorphic to a sphere, place a Rieman-
nian metric on it and perform Ricci flow, excising any singularities that arise
by surgery, until the entire manifold becomes extinct. By reversing the flow
and analysing the surgeries performed, obtain enough control on the topol-
ogy of the original manifold to establish that it is a topological sphere.

In contrast, the pieces of Szemerédi’s proof are highly interlocking, par-
ticularly with regard to all the epsilon-type parameters involved; it takes
quite a bit of notational setup and foundational lemmas before the key steps
of the proof can even be stated, let alone proved. Szemerédi’s original paper
contains a logical diagram of the proof (reproduced in Gowers’ recent talk)
which already gives a fair indication of this interlocking structure. (Many
years ago I tried to present the proof, but I was unable to find much of a
simplification, and my exposition is probably not that much clearer than the
original text.)

Diesen aussagekriftigen Bemerkungen von Tao wollen wir hier nicht viel hin-
zufiigen. Auf einem viel bescheideneren Niveau erhellend konnte aber der Hin-
weis auf Kapitel 4 und auf den in Abschnitt 6.4 angedeuteten Beweis des Satzes
von van der Waerden mithilfe der Stone-Cech-Kompaktifizierung sein.

Dort werden topologische Argumente bemiiht, um kombinatorische oder zahlen-
theoretische Sachverhalte zu beweisen. In gewisser Weise lisst sich die umfang-
reiche Geschichte, die auf Szemerédis Durchbruch 1975 folgte und von der wir
hier einige wenige Episoden zu beleuchten versuchen, in diesem Zusammenhang
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sehen: Durch Entfaltung eines eindrucksvollen konzeptuellen Apparats vor allem
durch Furstenberg, aber auch durch seine Nachfolger, werden Szemerédis Ide-
en, deren kombinatorische Komplexitit das Fassungsvermogen der meisten Ma-
thematikerInnen tiibersteigt, in intuitiv begreifbare Teile zerlegt, die dann — wenn
auch erst nach eingehendem Studium und in vielen Etappen — einer viel breiteren
mathematischen Gemeinschaft zuginglich gemacht werden konnen.

Es zeigt sich hier ein Potential abstrakter mathematischer Konzepte, das vielfach
unterschitzt wird, weil gerade Abstraktion oft als etwas angesehen wird, das nur
eingeweihten Spezialisten vorbehalten ist. Wir glauben aber, dass Abstraktion viel
mit mathematischem Erkenntnisfortschritt auch auf breiter Front zu tun hat und
insofe3rn als ein Element der Popularisierung und sogar der Aufklidrung wirken
kann.

4 Kombinatorik versus Topologie

Die Formulierung des Satzes von Szemerédi, die wir in Satz 3 gegeben haben, ist
knapp und prignant, allerdings mitunter insofern etwas irrefiihrend, als sie ver-
schleiert, dass der Satz auch eine finitdre Fassung besitzt:

Satz 4 (Satz von Szemerédi, finitidre Version). Seien eine natiirliche Zahl k und
eine reelle Zahl & > 0 gegeben. Dann existiert eine natiirliche Zahl S(k,§), sodass
fiir jede natiirliche Zahl N > S(k,8) und jede Teilmenge A von {1,...,N}, die
mindestens ON Elemente enthdilt, eine arithmetische Folge a,a+n,...,a+(k—1)n
der Linge k in A liegt.

Obwohl die Aquivalenz der Formulierungen in Satz 3 und Satz 4 nicht sehr tief
liegt, wollen wir sie kurz erldutern. Das ndmlich gibt uns Gelegenheit, anhand
einer der beiden Implikationen zu illustrieren, wie der Begriff der Kompaktheit
auch in der Kombinatorik zwischen finitdarer und unendlicher Mathematik vermit-
telt. Tatsédchlich ist das Wechselspiel dieser beiden Pole ein ganz entscheidendes
Charakteristikum der Mathematik rund um Szemerédis Theorem.

Beweis. Satz4 —> Satz 3: Diese Implikation erweist sich als trivial, sobald man
beide Formulierungen des Satzes verdaut hat.

Satz 3 — Satz 4 (Diese Richtung ist interessanter zu beweisen): Angenommen,
die Implikation wire falsch. Dann gibt es Zahlen k € N und & > 0, sodass die
Aussage von Satz 4 fiir jedes S falsch ist. Somit gibt es eine Folge natiirlicher
Zahlen Nj < N < ... und Mengen A, C {1,...,N,,} mit #4,, > 3N, die alle
keine arithmetische Folge der Linge k enthalten.

3 Auch wenn es im hier vorliegenden Fall wohl nur um Popularisierung innerhalb der wissen-
schaftlichen Gemeinschaft geht, so gibt es gute Argumente (die hier allerdings zu weit fiihren
wiirden), das universell zu sehen.

27



Wir betrachten fiir jede Menge A,, die Indikatorfunktion

[0 neN\A,
Jm = 1 neA,

und interpretieren sie als Punkt des Raumes X = {0, 1}Y. Mit der Topologie der
punktweisen Konvergenz ist X kompakt (Satz von Tychonoff). Daher hat die Fol-
ge (fm) einen Hiaufungspunkt f, welcher der Teilmenge A = {n: f(n) = 1} der
natiirlichen Zahlen entspricht. Es ldsst sich dann unschwer nachvollziehen, dass
einerseits d(A) > & und andererseits A keine arithmetische Folge der Linge k
enthilt. Das heifit, wir haben den gesuchten Widerspruch zu Satz 3 gefunden. [

Bei diesem Argument wird Kompaktheit auf eine sehr einfache Weise eingesetzt,
die sich natiirlich sehr leicht zu einem Beweis umschreiben liefe, der auf keine
Topologie Bezug nimmt. Insbesondere ist die hier verwendete Version des Satzes
von Tychonoff eine harmlose, die mit einer sehr schwachen Version des Aus-
wahlaxioms auskommt (wie sie etwa schon fiir den Satz von Bolzano-Weierstral3
in klassischen Formulierungen der elementaren reellen Analysis gebraucht wird).
Trotzdem zeigt schon das hier verwendete Kompaktheitsargument sehr typisch
den Nutzen fiir unseren Themenkreis. Methodisch gehen mogliche Anwendun-
gen allerdings weit iiber den elementaren Rahmen hinaus, auch wenn sie sich auf
relativ elementare Probleme beziehen.

Es mag auf den ersten Blick {iberraschen, dass fiir den Satz von van der Waer-
den, bei dem es ja um das anscheinend (oder nur scheinbar?) sehr elementa-
re Objekt N geht, sich eine unerhoffte Welt erschlieft, wenn man in der Welt
der Kompaktifizierungen viel weiter ausholt als im obigen Beweis. Und zwar
kann man sehr erfolgreich die maximale Kompaktifizierung von N ins Spiel
bringen, nidmlich die Stone-Cech-Kompaktifizierung. Wir werden darauf noch
zuriickkommen. Spiteres vorwegnehmend, kann aber schon hier angedeutet wer-
den, dass im Falle des Satzes von Szemerédi Kompaktheit nur die Hélfte der
analytischen Seite der Medaille ist. Die andere Hilfte, die gewissermallen auch
den Rahmen fiir den Satz von van der Waerden sprengt, ist stochastische Un-
abhéngigkeit.

5 Kombinatorik versus Rekurrenz dynamischer
Systeme

Furstenbergs epochale Einsicht bestand darin, die Aussage des Satzes von Szeme-
rédi als Phidnomen iiber die Rekurrenz dynamischer Systeme, genauer maferhal-
tender Systeme, zu begreifen.

Unter einem maferhaltenden System (X,u,T) verstehen wir einen polnischen
Wahrscheinlichkeitsraum (X, u), auf dem die (messbare) Bijektion 7' : X — X so
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agiert, dass das MaB durch T erhalten wird, d.h. u(B) = u(T~'(B)) fiir jede mess-
bare Teilmenge B von X gilt. Unter Rekurrenz versteht man die Eigenschaft von
Teilmengen von X, unter iterierter Anwengung der Abbildung 7 immer wieder zu
threm Ausgangspunkt zuriickzukehren. Beispielsweise gibt es fiir jede Menge B
mit u(B) > 0 eine natiirliche Zahl n mit

u(BNT"(B)) > 0.

Dies folgt leicht aus der Annahme, dass der gesamte Raum X endliches Maf3 hat
— eine simple, nichtsdestotrotz wichtige Eigenschaft, die als Poincaré-Rekurrenz
bekannt ist.

Furstenberg [Fur77, Fur81] folgend, ldsst sich der Zusammenhang zwischen obe-
rer Dichte, mafBlerhaltenden Systemen und Rekurrenz in folgendes Prinzip kleiden.

Satz 5 (Korrespondenzprinzip). Zu jeder Menge A C N gibt es ein maflerhaltendes
System (X,u,T) und eine Menge B C X mit u(B) = d(A) und

d(A—m)N...NA—my)) >u(T™(B)N...NT"(B)),
fiir alle my, ..., m; € N.

Der Beweis ist nicht schwer und wenig iiberraschend fiir jene, die Erfahrung mit
der Konstruktion von MaBen haben.*

Intuitiv gesprochen, erhalten wir zu A C N eine Teilmenge B in einem maler-
haltenden System, die A gewissermallen reprisentiert, d.h. uns erlaubt, Aussa-
gen iiber die ,,Rekurrenz der Menge A aus Aussagen iiber die Rekurrenz von B
beziiglich T herzuleiten.

Wir fixieren nun k£ € N und halten fest, dass Satz 3 folgt, wenn es uns gelingt, zu
zeigen, dass fiireinn € N

d(AN(A-n)N...N(A—(k—1)n)) >0. ()

Offenbar besagt (1) ndmlich sogar, dass es nicht nur ein a € A gibt, bei dem ei-
ne arithmetische Folge beginnen kann. Vielmehr bilden solche a’s eine Menge
positiver oberer Dichte.

“Beispielsweise lisst sich ein Shift-Raum X = {0, 1}, T((x,),) = (Xpe1)n» B 1= {(Xa)n : X0 =
1} mit geeignetem, der Menge A angepasstem Mal wihlen. Um dieses zu konstruieren, betrachtet
man zunichst die (abzihlbare!) Algebra, die von den Translaten 4 = {A —n : n € Z} innerhalb
der Potenzmenge P(Z) erzeugt wird. Durch Ausdiinnen und Diagonalisieren findet man eine Fol-
ge (ky)n, sodass m(C) := lim, #(CN{1,...,k,})/k, existiert, wann immer C € 4 und iiberdies
m(A) = d(A) gilt. Dieses (endlich additive) Maf induziert nun in natiirlicher Weise einen Inhalt
auf der Algebra der Teilmengen von X, die nur von endlich vielen Koordinaten abhingen: Man
setzt u(B) :=m(A), u(T"™BNT"2(B)) = m((A —n1) N (A — np)), etc. Die Additivitit von m
tibertrdgt sich dann auf die ¢ und nach dem Kolmogorovschen Fortsetzungssatz induziert u ein
MaB auf den Borelmengen von X. Es ist nun nicht schwer, zu iiberpriifen, dass das so konstruierte
maferhaltende System die in Satz 5 geforderten Eigenschaften hat.
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Gewissermalien stellt die Beziehung (1) eine ,,Rekurrenz-Formulierung des Sat-
zes von Szemerédi dar. Das Korrespondenzprinzip besagt nun gerade, dass diese
Rekurrenz in (1) in rigoroser Beziehung zur Rekurrenz in maferhaltenden Syste-
men steht. Insbesondere sind (1) und mithin auch der Satz von Szemerédi unmit-
telbare Folgerungen aus dem Korrespondenzprinzip zusammen mit der folgenden
michtigen Verallgemeinerung des Poincaréschen Rekurrenzsatzes:

Satz 6 (Furstenbergs multipler Rekurrenzsatz [Fur77]). Sei (X,u,T) ein mafer-
haltendes System und B C X messbar mit u(B) > 0. Dann gibt es ein n € N mit

u(BNT"BN...nT"&=DB) > 0. )

Das relativ einfach zu beweisende Korrespondenzprinzip in Satz 5 formalisiert die
in ihren Konsequenzen kaum zu iiberschitzende Einsicht, dass sich additive Kom-
binatorik und Ergodentheorie verbinden lassen, und hat zahllose Anwendungen.

Im Gegensatz dazu ist Furstenbergs multipler Rekurrenzsatz (6) ein sehr tief lie-
gendes Resultat. Trotzdem erscheint es moglich, Furstenbergs Beweis in groben
Ziigen darzustellen.

6 Ergodentheoretische Erklarungen zum Satz von
Szemerédi

Wie angekiindigt, wollen wir uns auf Furstenbergs Beweis des Satzes von Sze-
merédi konzentrieren. In ihm tritt die Dichotomie zwischen Struktur und Zufall
besonders deutlich zutage. Das liegt unter anderem daran, dass man fiir maerhal-
tende Systeme (X,u,T) besonders klar festmachen kann, inwiefern sie ,,struktu-
rierten oder eben ,,zufélligen” Charakter an den Tag legen.

6.1 Rekurrenz durch Struktur

Betrachen wir zunidchst mafBlerhaltende Systeme mit besonders regularem Verhal-
ten. Sei etwa T periodisch, d.h. 7" = Id fiir ein n > 0. In diesem Fall ist Satz 3
trivial, da u(BNT"BN---NT"*=DB) = u(B) > 0. Offenbar entspricht dieser
Fall dem einer periodischen Menge A.

Etwas interessanter ist es, den Fall eines fast periodischen Systems zu betrachten.
Sei etwa X der eindimensionale Torus (= Kreislinie = R/Z), d.h. das Einheitsin-
tervall, versehen mit der Addition modulo 1, u = A das LebesguemaR, und bedeute
T die Addition einer irrationalen Zahl a, d.h. T'(x) = x+ o (Torusrotation).

Bekanntlich kommen geeignete Vielfache no beliebig nahe an ganze Zahlen heran
(Dirichletscher Approximationssatz, der einfache Beweis verwendet das Schub-
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fachprinzip). Fiir so ein n ist 7" fast die Identitét, also hat T ,fast“ die Periode
n.

Um Furstenbergs Rekurrenzsatz in diesem Fall zu beweisen, bemerken wir zu-
nichst, dass fiir jede messbare Menge B C X die Abbildung

[071)_”1& Bl—>,u<BﬂB—B)
stetig ist. Dies folgt leicht aus der Regularitit des Malles. Insbesondere folgt

u(BN(B—P)) ~u(B)
fiir alle hinreichend kleinen .

Wihlen wir nun mithilfe des Dirichletschen Approximationssatzes eine Zahl n,
sodass die Zahlen na.,...,n(k — 1)o klein (d.h. nahe einer ganzen Zahl) sind, so
liegt

u(BAT"BN...nT "= Dp)
beliebig nahe an u(B). Insbesondere gilt die Aussage von Satz 6 in dem speziellen,

hier betrachteten Fall.

Tatsdchlich funktioniert das soeben présentierte Argument in kompakten malier-
haltenden Systemen. Um diese zu definieren, bemerken wir, dass fiir eine Funk-
tion f € L?>(X) auch die Funktion f o T" nicht nur in L?>(X) liegt, sondern sogar
dieselbe L>-Norm hat.

Eine Funktion f € L?(u) heift kompakt, falls die Menge

{foTr:neN}yCL? 3)

kompakt ist. Das System (X, T, ) heift nun kompakt, wenn L?(X) ausschlieBlich
aus kompakten Elementen besteht.

Nach dem Satz von Halmos und von Neumann [HvN42] ldsst sich jedes kompakte
System (X, T, u) als Gruppenrotation darstellen. Das heif3it, modulo eines Isomor-
phismus diirfen wir annehmen, dass X eine kompakte Gruppe ist, u das entspre-
chende HaarmaB und T'(x) = x+ a fiir ein o € X. Die Situation unterscheidet sich
fiir unsere Belange daher nicht wesentlich von der gerade priasentierten Torusrota-
tion. Es ist eine lehrreiche Ubung, die multiple Rekurrenzaussage dennoch direkt
aus (3) abzuleiten, weil die Situation in (3) einem wesentlichen Schritt im Beweis
des allgemeinen Satzes 6 dhnelt.

6.2 Rekurrenz durch Zufall

Diesmal betrachten wir dynamische Systeme mit ausgeprigt probabilistischem
Verhalten: Sei (Y, V) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X, u) das unendliche Pro-
dukt

1Y, u=QzV.
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Die Elemente von X sind also Folgen (y)mez mit Gliedern y,, € Y. Wie man
leicht einsieht, erhilt die shift-Abbildung

T : (Ym)mez = (Ym+1)mez

das MaB v.>

Sei B eine messbare Teilmenge von X, die zunéchst nur von endlich vielen Koor-
dinaten abhédnge. Nach Definition des Produktmafes gilt dann

u(BNT"BN...NnT " DBy = y(B)k 4)

fiir alle hinreichend groBen n. Durch solche B lassen sich aber beliebige messbare
Mengen approximieren. Deshalb gilt auch im allgemeinen Fall wenigstens die
asymptotische Beziehung

lim u(BNT"BN...NT"k~VB) = u(B)*. (5)
Nn—oo
Ein dhnliches Verhalten zeigt sich etwas allgemeiner in sogenannten schwach mi-
schenden mallerhaltenden Systemen. Dynamische Systeme dieses Typs bilden ei-
ne sehr wichtige Klasse und lassen sich durch eine ganze Reihe dquivalenter Be-
dingungen charakterisieren. Eine davon lautet:

Fiir alle messbaren Mengen A,B gibt es eine Ausnahmemenge N mit N C Z,

d(N) =0und

lim  u(T~"ANB) = u(A)u(B). (6)
n—oo, n¢N

In der Tat ldsst sich ohne allzu groB3en Aufwand zeigen, dass (5) in allen schwach

mischenden Systemen giiltig ist, sofern man — wie in (6) — bereit ist, eine Ausnah-

memenge mit Dichte Null zuzulassen. Insbesondere gilt damit also der Fursten-

bergsche Rekurrenzsatz fiir alle schwach mischenden Systeme.

Eine andere Charakterisierung von ,,schwach mischend* lautet: Der Operator
U:L(u) = L*(u), frfoT
besitzt nur triviale Eigenfunktionen, d.h.:
f=cUf, mtceC = f=const, (7)

(wobei in mafierhaltenden Systemen nur Eigenwerte ¢ mit |c| = 1 auftreten). Diese
zweite Charakterisierung erlaubt, eine Beziehung mit kompakten Systemen her-
zustellen. Wihrend der Operator U im schwach mischenden Fall nur triviale Ei-
genfunktionen hat, werden kompakte Systeme dadurch charakterisiert, dass die
Eigenfunktionen einen dichten Unterraum von L?(X) erzeugen.

>Aus dem Blickwinkel der Wahrscheinlichkeitstheorie betrachten wir also ein System un-
abhingiger ZufallsgroBen mit Verteilung v.
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6.3 Zusammenspiel von Struktur und Zufall

In den letzten beiden Abschnitten haben wir zwei Klassen von maferhaltenden
Systemen behandelt, die einerseits eine sehr ,,periodische” und andererseits ei-
ne sehr ,,zuféllige” Natur aufweisen, und zwischen den beiden Situationen eine
gewisse Polaritit festgestellt.

Wie zu erwarten, ist ein generisches mafBerhaltendes System im Allgemeinen aber
weder kompakt noch schwach mischend. Wie der spiter noch etwas ndher zu
erlduternde Struktursatz von Furstenberg zeigt, setzen sich aber sehr allgemei-
ne mallerhaltende Systeme in einer Weise aus den beiden extremen Typen zu-
sammen, die sich fiir einen Beweis seines multiplen Rekurrenzsatzes 6 eignet.
Furstenberg folgend, wollen wir deshalb versuchen, ein allgemeines System auf
geeignete Art zu analysieren und moglichst in ein kompaktes und ein schwach
mischendes zu zerlegen.

Ein sehr natiirlicher Ansatz besteht darin, den Hilbertraum L? (u) in zwei Kompo-
nenten zu zerlegen in den Unterraum H, aller kompakten Funktionen und dessen
orthogonales Komplement H,, := H:-. Auf diesen beiden Komponenten kénnen
die Argumente der vorangegangenen Abschnitte sinnvoll angewandt werden. Es
ist dann moglich, einen kurzen und iibersichtlichen Beweis der Sitze von Furs-
tenberg beziehungsweise Szemerédi zu geben, allerdings nur im Fall k = 3 (siehe
beispielsweise [Ber06, Section 4.2.3]). Leider reicht die beschriebene Zerlegung
des Hilbertraums nicht aus, um den Rekurrenzsatz in der notwendigen Allgemein-
heit zu beweisen. Die noch notige Verfeinerung leistet der bereits erwéhnte Struk-
tursatz von Furstenberg. In unserem Rahmen miissen wir uns allerdings mit einer
oberflichlichen Beschreibung begniigen.

Dem algebraischen Begriff des homomorphen Bilds entspricht in der Theorie
dynamischer Systeme jener des Faktors: Sind die Systeme X = (X,u,7T) und
X' = (X',i/,T") durch eine surjektive und struktur-, hier maRerhaltende surjek-
tive Abbildung ¢ : X — X’ mit ¢ o T = T’ o ¢ verbunden, so heiBit X’ ein Faktor
von X beziehungsweise umgekehrt X eine Erweiterung von X'.

Furstenberg definiert nun, wann eine Erweiterung X von X’ schwach mischend
beziehungsweise kompakt ist. Eine prizise Definition wiirde hier zu weit fiihren.
Wir merken nur an, dass sie im Falle eines trivialen, einpunktigen Systems X’
gerade bedeutet, dass das System X schwach mischend beziehungsweise kompakt
ist.

Der entscheidende Schritt ist dann, dass jedes System als projektiver Limes einer
transfiniten Folge von Erweiterungen dargestellt werden kann, wobei jede einzel-
ne dieser Erweiterungen entweder kompakt oder schwach mischend ist. Genauer:
Fiér jedes System X = (X, u,T) gibt es eine abzdhlbare, potentiell transfinite Ket-
te

®Genauer gesagt, eine Kette von abzihlbarem Wohlordnungstyp.
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X=Xs4n—...2Xs— ... 2 Xgr1 =X — ... & X1 — Xp

aus kompakten beziehungsweise schwach mischenden Erweiterungen Xg 1 —
X, sodass Xp ein triviales (einpunktiges) System ist. Es ist dann moglich, die
gesuchte Rekurrenzeigenschaft mittels transfiniter Induktion zu beweisen; in je-
dem Schritt kommen Argumente zum Tragen, die jenen dhneln, wie sie zuvor
beschrieben wurden.

Es ist an dieser Stelle interessant, noch auf die Natur der Induktionshypothese
hinzuweisen. Eine Schwierigkeit besteht ndmlich darin, dass sich die Rekurrenz
in den beiden Grundtypen von Systemen in sehr unterschiedlicher Weise mani-
festiert. Im kompakten Fall existieren natiirliche Zahlen n, fiir die der uns in-
teressierende Durchschnitt anndhernd MaB u(B) hat. (Tatséchlich ist das sogar
fiir ,,viele natiirliche Zahlen der Fall.) Im mischenden Fall hingegen hat fiir (die
meisten) hinreichend groBen n der Durchschnitt annihernd das i.A. viel kleinere
MaB u(B)*. Um die Furstenbergsche Induktion durchzufiihren, bentigt man aber
ein Konzept, das diesen beiden unterschiedlichen Formen von Rekurrenz simultan
Rechnung trigt. So eines findet Furstenberg, indem er die Bedingung

1 N
liminf — Y u(BNT"BN...nT"*~VB) >0 ®)

N—e N n=1

verwendet.

6.4 Zur Rolle des Satzes von van der Waerden

In der Retrospektive ldsst sich der Satz von van der Waerden etwa der Struk-
turhélfte (vgl. Abschnitt 6.1 iiber kompakte Systeme) des Satzes von Szemerédi
zuordnen. (Es ist bemerkenswert, dass der Satz von van der Waerden in Szemeré-
dis Beweis einflieBt.”)

Abschnitt 6.1 deutet darauf hin, dass Rekurrenz in kompakten Systemen mit der
Theorie der kompakten Gruppen verbunden ist. In gewissem Sinn tritt Rekur-
renz deswegen auf, weil die identische Abbildung o — o+ 0 auf einer kompak-
ten Gruppe durch Iterationen der Abbildung 7T approximiert werden konnte. Es
liegt nahe zu fragen, ob auch der Satz von van der Waerden auf dieses Argu-
ment zuriickgefiihrt werden kann. Mit gewissen Abstrichen ist diese Sichtweise

"Dariiber hinaus findet der Satz von van der Waerden auch Verwendung in Furstenbergs ur-
spriinglichem Argument dafiir, dass die multiple Rekurrenz der Form (8) im Induktionsschritt
unter kompakten Erweiterungen erhalten beibt. Allerdings ist diese Abhédngigkeit vom Satz von
van der Waerden nur eine scheinbare. Das zeigt eine Variante des Furstenbergschen Arguments in
[FKO82], die ohne den Satz von van der Waerden auskommt.
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zuldssig. Man muss allerdings einen Schritt iiber kompakte Gruppen hinaus ma-
chen und sogar kompakte (links-topologische) Halbgruppen betrachten. Im We-
sentlichen lésst sich der Satz von van der Waerden aus Rekurrenzphédnomenen in
der Stone-Cech-Kompaktifizierung BN der natiirlichen Zahlen ableiten. Im Fall
der kompakten Halbgruppe BN existiert dann zwar kein neutrales Element. Aus
der allgemeinen Strukturtheorie kompakter Halbgruppen weif3 man jedoch, dass
es ,,idempotente” Elemente (d.h. e € BN mit e + e = ¢) gibt, und diese garantieren
hinreichend viel Rekurrenz, um den Satz von van der Waerden zu implizieren.

SchlieBlich erwdhnen wir noch, dass BN als Menge aller Ultrafilter auf N aufge-
fasst werden kann. Das ist technisch oft praktisch, um BN mit der Ramseytheorie
zu verquicken. Wir verdeutlichen dies am Beispiel des Satzes von van der Waer-
den. Wir bezeichnen e € BN als AF-Ultrafilter, wenn jede Menge A € e beliebig
lange arithmetische Folgen enthilt. Wieder hilft die Theorie kompakter Halbgrup-
pen weiter. Sie liefert Elemente e mit Eigenschaften, welche die AF-Ultrafilterei-
genschaft garantieren. Und da von den Mengen Ay,...,A, einer Partition von N
genau ein A; in einem gegebenen Ultrafilter e liegen muss, ist damit der Satz von
van der Waerden bewiesen.

Die Stone-Cech-Kompaktifizierung lisst auch den folgenden Vergleich der Siitze
von van der Waerden und Szemerédi zu: Der Satz von van der Waerden bedeutet,
dass es ein Element e € BN gibt, das geeignet ist, arithmetische Folgen dingfest
zu machen. Der Satz von Szemerédi hingegen driickt — wie Zirnstein in [Zir12]
bemerkte — aus, dass sogar fast alle® Elemente von BN AF-Ultrafilter sind.

7 Schluss

Wie schon in der Einleitung erwihnt, gibt es mittlerweile eine Reihe von ver-
schiedenen Zugidngen zum Satz von Szemerédi. Insbesondere gelang es Timothy
Gowers in [Gow98], das Fourier-analytische Argument von Roth zunichst auf den
Fall k = 4 und schlieBlich auf arithmetische Folgen beliebiger Linge zu erweitern,
siche [Gow01].? Bis heute liefert der Beweis von Gowers die stirkste quantitative

8Die Notation fast alle bezieht sich hier auf ,,Haarsche” Mafe auf BN, d.h. auf Wahrschein-
lichkeitsmafe, die invariant unter Translationen der Halbgruppe BN sind.

9Ein weiterer, wesentlich verschiedener, Ansatz geht zuriick auf Rusza und Szemerédi [RS78],
die einen graphentheoretischen Beweis des Satzes im Fall k = 3 geben. Um auch den allgemeinen
Fall zu behandeln, ist es notwendig, das Argument auf Hypergraphen zu verallgemeinern. Dies
gelang Gowers [Gow(06, Gow(7] beziehungsweise Nagle, Rodl, Schacht und Skokan [NRS06,
RS06, RS07b, RS07a].

Ein wichtiges Anliegen der aktuelle Forschung besteht darin, die tiefliegenden Zusammenhénge
dieser verschiedenen Zugénge zu Szemerédis Satz zu verstehen. Im Zuge dessen wurden weitere
Beweise und interessante Varianten bekannter Argumente entdeckt; erwdhnenswert sind u.a. Ar-
beiten von Austin [Aus10], Bergelson-Leibman-Lesigne [BLLOS], Green und Tao [GT10] und das
erste Polymath-Projekt [Pol12].
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Fassung der finitaren Version des Satzes von Szemerédi (Satz 4).

Weiters erfuhr der Satz von Szemerédi eine Reihe von Verschérfungen und Erwei-
terungen. Furstenberg und Katznelson [FK78] gelang es, den multiplen Rekur-
renzsatz wesentlich zu verallgemeinern; sie zeigten, dass er auch fiir k > 1 ver-
schiedene maBerhaltende Transformationen gilt, sofern diese kommutieren, d.h.
T;oT; = Tj o T; erfiillen. Als kombinatorische Folgerung erhilt man eine multidi-
mensionale Version des Satzes von Szemerédi.'?

In eine etwas andere Richtung wurde Szemerédis Satz von Bergelson und Leib-
mann verschirft. Sie zeigen (unter anderem), dass Rekurrenz auch entlang von
Polynomen stattfindet. Insbesondere gibt es fiir Polynome py,.. ., py mit ganzzah-
ligen Koeffizienten und p;(0) = 0 und eine Menge A mit d(A) > 0 stets Zahlen
a,d € N, sodass

a,a+pi(d),...,a+ pr(d) € A.

Der Satz von Szemerédi entspricht dann dem , linearen” Spezialfall p;(n) = in.

Beriihmt ist der schon eingangs erwihnte Satz von Green und Tao [GTO8]. Er
besagt, dass es beliebig lange arithmetische Folgen von Primzahlen gibt. Da die
Primzahlen Dichte 0 haben, kann man das natiirlich nicht einfach aus dem Satz
von Szemerédi folgern. Sehr oberflachlich beschrieben, besteht die Strategie des
Beweises darin, die Primzahlen als Teilmenge einer etwas gro3eren, besser fass-
baren Menge (genauer: Funktion) zu betrachten, in der sie positive Dichte haben.
Der Satz folgt dann im Wesentlichen aus einer ,,relativen” Variante des Satzes von
Szemerédi.

Von den vielen offenen Fragen des Gebiets erwidhnen wir zum Abschluss eine,
die mit dem Satz von Green und Tao in Verbindung steht und auf die Erdds 3000
Dollar ausgesetzt hatte.

Frage 1. Sei A C N eine Menge mit Y jcp 1 /k = oo. Enthailt A dann beliebig lange
arithmetische Folgen?
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Friedrich Hirzebruch verstarb am 27. Mai 2012 in Bonn im Alter von 84 Jahren.
Sein Tod bewegt uns; ein Mann groBer Vitalitit und Schaffenskraft hat uns ver-
lassen. Bis in die letzten Tage seines Lebens hat er noch an seinem Schreibtisch
im Max-Planck-Institut fiir Mathematik gearbeitet, wie stets mit Interesse sich
mit jungen Wissenschaftlern, mit seinen Kollegen und Freunden ausgetauscht und
mathematische Diskussionen bestritten. Friedrich Hirzebruch fehlt nicht nur sei-
ner Frau und seinen drei Kindern, er fehlt uns allen in seiner wissenschaftlichen
GroBe, als Forscher wie als Lehrer, in seiner Zuneigung den Einzelnen gegeniiber
und in seiner menschlichen Wirme.

Friedrich Hirzebruch wurde am 17. Oktober 1927 in Hamm/Westfalen gebo-
ren, studierte Mathematik, Physik und Mathematische Logik an der Universitit
Miinster (1945-1950) und an der Eidgendssischen Technischen Hochschule Zii-
rich (1949-1950). Er wurde im Jahr 1950 zum Dr. rer. nat. an der Universitét
Miinster promoviert. Nach einer zweijdhrigen Zeit als Assistent an der Universitét
Erlangen war er Mitglied des Institute for Advanced Study in Princeton, habili-
tierte sich in Miinster im Jahr 1955 und kehrte als ,,Assistant Professor an der
Universitit nach Princeton zuriick. Hirzebruch wurde 1956 auf einen Lehrstuhl
fiir Mathematik an der Universitidt Bonn berufen, den er bis zu seiner Emeritie-
rung am 28. Februar 1993 innehatte.

Hirzebruchs Erfahrungen in Princeton halfen ihm wesentlich, die mathematische
Gemeinschaft in Deutschland, noch geprigt von den Folgen der Nazi-Herrschaft
und des Zweiten Weltkriegs, zuriick zu internationalen Kontakten und neuer Be-
deutung zu fiihren. Im Jahr 1957 begann Hirzebruch die Reihe der ,Mathemati-
schen Arbeitstagungen™ in Bonn, ein jdhrlich stattfindendes, informelles Arbeits-
treffen ohne vorab festgelegtes Vortragsprogramm. Diese Tagung zog die interna-
tionale Elite der Reinen Mathematik nach Bonn, bereit zum wissenschaftlichen
Gesprich, durch seine Offenheit von groBem Gewinn fiir Kollegen und studenti-
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schen Nachwuchs. Hirzebruchs personliche Integritit und seine Vision einer ma-
thematischen Gemeinschaft machten eine Atmosphére moglich, die befreiend und
belebend war. In diesen Jahren begann auch der Ausbau der Mathematik in Bonn
zu einem international geachteten Zentrum. Mehrere Generationen von Studen-
ten schitzten die Klarheit seiner Vorlesungen; er unterrichtete auch regelmissig
in den Anfangssemestern. Zahlreiche Rufe an andere Universititen lehnte Hirze-
bruch ab.

In den Jahren 1969-1985 war er Sprecher des von ihm mitinitiierten Sonder-
forschungsbereichs ,,Theoretische Mathematik* an der Universitit Bonn. Am 1.
Oktober 1980 wurde Friedrich Hirzebruch zum Wissenschaftlichen Mitglied und
Direktor des neu gegriindeten Max-Planck-Instituts fiir Mathematik berufen. Er
nahm die damit verbundenen Aufgaben neben seinem Amt als Ordinarius an der
Universitdt Bonn wahr. Auch iiber seinen Eintritt in den Ruhestand als Direktor
des Max-Planck-Instituts fiir Mathematik im Oktober 1995 hinaus blieb Hirze-
bruch dem Institut als Gelehrter mit unverminderter Schaffenskraft und Ratgeber
sehr eng bis zu seinem Tode verbunden.

Friedrich Hirzebruchs wissenschaftliche Leistungen, sein Wirken als Initiator
und Organisator der Wissenschaften sind durch zahlreiche Auszeichnungen und
Ehrungen international anerkannt worden. Er wurde zum Mitglied einer Viel-
zahl wissenschaftlicher Akademien ernannt, er wurde im Jahr 1991 in den Or-
den Pour le Mérite fiir Wissenschaften und Kiinste gewihlt und erhielt zahlrei-
che Ehrendoktorwiirden und wissenschaftliche Preise, darunter den Wolf-Preis
in Mathematik (1988), den Seki-Preis der Japanischen Mathematischen Gesell-
schaft (1996), die Lomonosov-Goldmedaille der Russischen Akademie der Wis-
senschaften (1997) und die Georg Cantor-Medaille der Deutschen Mathematiker-
vereinigung (2004).

Im Zentrum des mathematischen Werks von Friedrich Hirzebruch standen Fra-
gen der Algebraischen Geometrie, der Topologie und der Zahlentheorie nebst ih-
ren vielfiltigen Querverbindungen untereinander. Beginnend mit seiner grund-
legenden Abhandlung, der Habilitationsschrift ,,Neue topologische Methoden in
der algebraischen Geometrie*, 1956 als Buch erschienen, deren Hauptergebnis
in der Arbeit “Arithmetic genera and the theorem of Riemann-Roch for algebraic
varieties” (Proc. Natl. Academy of Sciences, 1954) angekiindigt wurde, bis hin
zu dem Vortrag “The shape of planar algebraic curves defined over the reals”,
gehalten am 23. April 2012, entfaltete sich eine Lebensleistung, die ganze ma-
thematische Gebiete wesentlich mitgeformt hat. Sie umfasst u.a. den Satz von
Riemann-Roch fiir algebraische Mannigfaltigkeiten, Indexsitze, die Theorie cha-
rakteristischer Klassen, die Ausformung der K-Theorie, das Hirzebruchsche Pro-
portionalitédtsprinzip als auch Beitrige zu Beziehungen zwischen Arithmetik und
Differentialtopologie und umfassende Untersuchungen zu Hilbertschen Modul-
flachen und der zugehorigen Theorie der Modulformen.

Friedrich Hirzebruch war ein Wissenschaftler internationaler Reputation, der weg-
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weisende Entwicklungen angestoBen hat; er war ein begnadeter akademischer
Lehrer. Durch organisatorisches Geschick und tatkréftiges Wirken mit viel Sinn
fiir das Machbare hat er das Gebaude der Mathematik in Deutschland mitgebaut.
Eine besondere Rolle spielte er auch gerade nach der Wiedervereinigung der bei-
den Teile Deutschlands im Jahr 1989; seine Stimme wurde im Neuaufbau der
akademischen Strukturen gehort.

Mit Respekt trat Friedrich Hirzebruch den Menschen gegeniiber, warmherzig, ein
offener Partner in Gesprichen, auch das Personliche nicht verkennend. Er nahm
die menschliche Seite unserer Profession, in Lehre und Forschung, sehr ernst.
Sich hineinzudenken in sein Gegeniiber, auch in schwierigen Situationen, diese
Fahigkeit zeichnete Friedrich Hirzebruch aus.

Joachim Schwermer, email joachim.schwermer@univie.ac.at

Faculty of Mathematics — University of Vienna
Nordbergstrafie 15, A-1090 Wien

Erwin Schrodinger International Institute for Mathematical Physics
Boltzmanngasse 9, A-1090 Wien
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Mathematics Competitions
and a Career in Mathematics —
some anecdotes from Austria

Robert Geretschliger
BRG Keplerstral3e, Graz

Austria has been holding preparatory courses for its national Mathematical Olym-
piad since 1969 and participating in the International Mathematical Olympiad
since 1970. While this may not be as long as some other countries, over 40 years
have passed since those early days, and the first participants are now nearing re-
tirement age. It therefore seems like a reasonable time to take a look at the math-
ematical careers of a few of the more prominent among them, and perhaps ask
whether they feel that participation in the Olympiad had any lasting influence on
them.

As stated in the title, there has been no attempt made here at any kind of compre-
hensive statistical research of possible correlations between Olympiad participa-
tion and a future life in mathematics, although such an analysis would certainly
yield some interesting results. (Much of interest can be found in [1].) The com-
mon thread of the mathematicians mentioned here is simply successful partici-
pation in the Austrian Mathematical Olympiad (OMO) in their early days. It is
interesting to note that many of these have kept in touch with the competitions
scene, and are active in some capacity, such as in the roles of problem developers
or trainers. I have sent a preliminary version of this note to the people mentioned
here, and the comments I received can be found at the end.

Since the early days of the Austrian Olympiad, several other mathematical compe-
titions have been introduced in Austria. Some, like the International Tournament
of the Towns or the Mediterranean Mathematics Competition, are supplementary
to the goals of the Olympiad. Others, like the Mathematical Kangaroo, have a

This article first appeared in the online newsletter of the International Group for Mathemat-
ical Creativity and Giftedness (http://www.igmcg.org), an Affiliated Study Group of ICMI (the
International Commission on Mathematical Instruction). It is reprinted here with kind permission.
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different intent, not so much geared to fostering specific mathematical talent, but
rather to popularising the subject in the general school context. Such competitions
do, however, make it possible to recognise some students with a specific mathe-
matical talent or interest, who can then be invited to take part in special courses,
ultimately leading to individual research work in mathematics for some partici-
pants. Speaking as someone who has been involved in all of these competitions
for years, it is at least noteworthy to point out that the percentage of Olympiad par-
ticipants that go on to formally study mathematics or a related area actually seems
to be quite large. Moreover, the number of former participants now in prominent
academic positions also seems, at least superficially, to be something less than
accidental.

Perhaps the most prominent position a professional mathematician can hold is as
president of the national mathematical society. The last three presidents of the
Austrian Mathematical Society have Olympiad backgrounds. The current presi-
dent, Michael Drmota, is the head of the Institute of Discrete Mathematics and
Geometry at the Vienna University of Technology. As a high school student, he
was a medal winner at the final round of the Austrian Olympiad in 1982 and a
participant at the Austrian-Polish Mathematics Competition, and thus a member
of one of the national teams. His predecessor as president of the Austrian Math-
ematical Society, Robert Tichy, works at TU Graz. Among other things, he has
been Dean of the Faculty of Mathematical and Physical Sciences there. As a high
school student, he was a medal winner at the final round of the Austrian Olympiad
in 1975 and a participant at the international competition. Finally, his predeces-
sor at the helm of the Austrian Mathematical Society, Heinz W. Engl, has held
many prominent positions in research mathematics. Among other things, he is the
founding director of the Johann Radon Institute for Computational and Applied
Mathematics and Rector of the University of Vienna. As a high school student, he
was a medal winner at both the Austrian and the International Olympiads in 1971.

Among these, specifically Robert Tichy has been very active in supporting the
Mathematical Olympiad by organising and occasionally lecturing at mathematical
training sessions for students of all levels as well as teachers.

Another prominent Austrian mathematician worth mentioning in this context is
Christian Krattenthaler. A full professor and vice-dean of the Faculty of Mathe-
matics at the University of Vienna, he is also a recipient of the prestigious Wittgen-
stein prize. In high school, he was a prize winner at the Austrian Olympiad in 1977
and a participant at the International Olympiad.

From 1993, some areas of Austria (Graz in particular) have taken part in the Inter-
national Tournament of the Towns. As a supplement to the Olympiad, this com-
petition has helped to give many students additional competition experience, but
also a wealth of mathematical material to think about and advance their knowl-
edge. One of the most successful participants was Clemens Heuberger. Now a
full professor of discrete mathematics at the University of Klagenfurt, he was the
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first Austrian to be invited as a participant of the summer seminar of the Tourna-
ment of the Towns, but also a medal winner at both the Austrian and International
Olympiads in 1991, 1992 and 1993. Beside his work in research and teaching, he
is also very active in the Austrian Olympiad as a trainer on the national level and
as coordinator of the problem group for the so-called “beginners” competition.
While still in Graz, together with Tichy he was responsible for attracting many
of his students, who were former Olympiad participants themselves, to work in
student training at all levels.

Quite interesting is also the trajectory of the mathematical careers of some for-
mer Olympiad participants that have led to prominent posts at universities in
other countries, where they in some way continue their support of the national
Olympiads in their new homes as well as Austria

Theresia Eisenkolbl is a mathematician at the Institute Camille Jordan of the Uni-
versité Claude Bernard in Lyon. As a high school student, she won gold medals at
the Austrian Olympiad in 1992, 1993 and 1994. At the International Olympiad,
she won medals in all three of these years, capping her achievements there with a
perfect score in 1994. She is currently active in problem setting for the Austrian
Olympiad, and is also associated with the French Olympiad.

Gerhard Woginger is a professor at the Department of Mathematics and Computer
Science of Eindhoven University of Technology. He was a medal winner at the
Austrian Olympiad in 1981 and 1982 and an international participant, and is still
very active as a problem setter for many competitions. Several of his problems
have made their way onto the papers of the Mediterranean Mathematics Competi-
tion in recent years, and he has had problems on the short list of the International
Olympiad in each of the last 5 years.

Stephan Wagner 1s an associate professor at Stellenbosch University in South
Africa. He was a four-time medal winner at the Austrian Olympiad (from 1997 to
2000) and a three-time medal winner at the International Olympiad (from 1998 to
2000). He is also still involved in the organisation of and preparation of students
for Mathematical Olympiads both in Austria and South Africa, and was leader
of the South African international team in 2011. He is also preparing to play an
important role at the International Olympiad to be held in South Africa in 2014.

The mathematicians mentioned in the note were asked the question “Do you feel
that your participation and success at the Austrian Olympiad had any influence on
your future career?” The following answers were received (in alphabetical order):

Michael Drmota: “Actually the experience of participating in the Mathematical
Olympiad was quite influential for me. It was definitely the basis for the decision
to study mathematics and the practice of solving mathematical problems (and also
the knowledge of formal concepts) was very helpful during my studies. When it
goes to mathematical research one needs definitely more than that, nevertheless
the ‘technical skills’ from the Olympiad form a solid basis.”
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Heinz Engl: “The extra courses we had for preparation for the Olympiad com-
pletely changed my view about mathematics I had from the ordinary high school
curriculum. Without these courses and the successful participation in the Interna-
tional Olympiad, I might not have studied mathematics at all.”

Clemens Heuberger: “Taking part in the Olympiads made it clear to me that I
really should study mathematics. It also gave an advantage at the start of my
studies because formal mathematical reasoning as well as some endurance were
skills which I had already acquired during Olympiad training.”

Christian Krattenthaler: “I do not think that my ,success‘ at the Austrian mathe-
matical Olympiad had any influence on my future career. But it was the participa-
tion in the Olympiad, and here particularly the preparation courses at my school
and in Raach [i.e., the two and a half week seminar leading up to the final round],
which stimulated my ‘appetite’ for mathematics, and thus it has a lot to do with
my future career as ‘enseignant-chercheur’ (as the French say) in mathematics.
The problem-solving character of the Olympiad may not be appropriate for every-
body with a mathematical interest; for me it was exactly the right thing to enter
and delve into the beauties of mathematics.”

Robert Tichy: ”The Mathematical Olympiad was certainly a significant reason for
me to choose mathematics over physics as an academic field of study.”

Stephan Wagner: “The Olympiad certainly had (and continues to have) a major
influence on my life. It was the participation in those competitions that made me
realise that mathematics is the right career choice for me — without them, I might
have studied physics or engineering (or even something completely different) in-
stead. This is why I like to stay involved in Olympiad training — it gives me the
opportunity to attract talented young people and show them how rich and beautiful
our subject is.”

Gerhard Woginger: “This had strong impact on my future career: it triggered
my interest in mathematics, and the knowledge that I had built up for these high
school competitions made my first year at university fairly easy. By the way,
my co-authors Yossi Azar (Tel Aviv) and Jifi Sgall (Prague) both attended the
International Olympiad in 1981 in Washington together with me; perhaps we met
there for the first time, but we do not remember talking to each other.”

Reference
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10 Jahre Haus der Mathematik

Gerhard Lindbichler

Nicht vom Brote allein, es lebt vom Traume der Mensch, ist Traum das Unsere
und stdrker als die Tat, die ihm willig nachfolgt!*

Die Geschichte

Die Griindung des Hauses der Mathematik kann nicht treffender beschrieben wer-
den, als mit den obigen Worten des Dichters Josef Weinheber (1892—-1945). Be-
reits im vorigen Jahrhundert, exakt 1998, einige Jahre vor meiner Pensionierung
als Fachmathematiker der damaligen Pddagogischen Akademie Wien, triumte ich
von der Umsetzung der Idee von einem Haus der Mathematik. Manfred Kronfell-
ner, der damals als Lehrender fiir Lineare Algebra bei der Fachausbildung zukiinf-
tiger Hauptschullehrer téitig war, unterstiitzte mein Vorhaben und sprach mir Mut
fiir das Gelingen zu. Natiirlich gab es auch jede Menge Zweifler in meinem beruf-
lichen und privaten Umfeld, die ein Zustandekommen fiir ausgeschlossen hielten.
Aber ich liel mich in keiner Sekunde entmutigen und tatsdchlich erdffneten einige
ehrenamtliche Mitarbeiter und ich bereits am 28. Februar 2003 in den Rdumlich-
keiten einer Schule in Wieden (4. Wiener Gemeindebezirk) das Haus der Mathe-
matik. Bei der Eroffnung waren u.a. anwesend Stadtschulratsprisidentin Susanne
Brandsteidl, Landesschulinspektor Wolfgang Wurm, Bezirksschulinspektor Nor-
bert Zirbs, Manfred Kronfellner, Stefan Gotz, Bezirksvorsteherin Susanne Reich-
ard und viele interessierte Fachkollegen.

Vorerst als Alleinunterhalter und ohne finanzielle Unterstiitzung bot ich Schul-
klassen und Privatpersonen dreimal in der Woche ein 2-stiindiges Programm an:
Aufwirmtraining, Besuch der Erlebniswelt mit ca. 40 mathematischen Spielen auf
speziellen Pappkartontischen sowie ein Museum. Aber aus einer angedachten li-
nearen Pensionsbeschiftigung erfolgte ein exponentieller Aufschwung. Bereits im
Oktober eines Schuljahres waren alle moglichen Besuchstermine bis Schulschluss
vergeben. Fiir den unerwarteten, aber erhofften Erfolg waren mehrere Faktoren
ausschlaggebend: der Zustrom von Mitgliedern im Verein, viele Arbeitsstunden
von freiwilligen Mitarbeitern, eine einmalige Forderung durch das ,.Zentrum fiir
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Abbildung 1: Gymnasium Verden (Nieder-  Abbildung 2: Erfinden einer Bi-
sachsen). Foto: Verden. niruhr. Foto: Christina Steffan

Innovative Technologie” der Stadt Wien und vor allem eine mehrjihrige Forde-
rung durch das Bundesministerium fiir Wissenschaft und Forschung. Besonders
durch die nach 6 Jahren erfolgte Eingliederung in das ,Naturwissenschaftliche
Zentrum' mit Mathematik der Pddagogischen Hochschule Wien wurde ein idea-
ler, wiirdiger, national und international viel gelobter Standort gefunden. Auch das
grofle mediale Interesse (64 Presse-, 6 Fernsehberichte, 5 Radiosendungen) war
fiir die weitere Entwicklung sehr hilfreich. Neben dem nationalen freuten wir uns
aber besonders iiber das internationale Interesse (Besuch von 16 Abiturklassen
aus Deutschland und eine aus der Schweiz), ausgelost durch unsere Homepage
http://www.hausdermathematik.at. Es gehort auch bereits zur Tradition, dass jihr-
lich Erasmusstudenten aus ganz Europa die Aktivititen im Haus der Mathematik
miterleben wollen.

Das Angebot

Fiir alle tdglichen aktuellen Aktivitdten beim Besuch von Schulklassen, aber auch
Privatpersonen im Haus der Mathematik hat sich das Konzept feel (forschen, ent-
decken, erkennen, lernen) besonders bewihrt. Umgesetzt wird dieses durch eine
hands-on- und minds-on-Didaktik anhand vieler selbsterklidrender Spiele mit ma-
thematischem Hintergrund.

Ein Besuchstag beginnt mit einem Aufwirmtraining am Marktplatz des Hauses
der Mathematik mit Inhalten aus der Geometrie (angedachte Vervielfachung von
quadratischen Bodenfliesen des Marktplatzes: 2-, 5,- 13-fach mit der Erkenntnis:
p>2,p=1 (mod 4) = p = a®+ b?) und Zahlenlehre (Zaubertrick mit Dual-
zahlen und der Erfindung einer Bindruhr).

Anschliefend besuchen unsere Giiste die Erlebniswelt. Hier erwarten die Besu-
cher mathematische Holzspieltische der besonderen Art mit iiber 60 Spielen. Be-
sonderer Wert wurde, neben bekannten Problemstellungen, auf das Kreieren neuer
Spiele (meist Visualisierung von mathematischen Formeln und Problemen) gelegt.
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Abbildung 3: Spieltisch ,Fibonacci-  Abbildung 4: Spieltisch ,,Markow-Ket-
folge*. Foto: Gerhard Lindbichler. ten”. Foto: Gerhard Lindbichler.

Mitarbeiter des Hauses der Mathematik haben sich dabei bemiiht eine gefillige
Gestaltung der Spieltische zu erreichen wie z.B.: Vierfarbensatz, Markow-Ket-
ten, Fibonacci-Folge, Goldener Schnitt, Matrizen, Quadratur regelméBiger Viel-
ecke, Hex- und Nim-Spiel, Pythagordischer Lehrsatz, Konvergenz der geometri-
schen Reihe, Mobiusband, Kleinsche Flasche, Primzahl-Zwillinge und -Drillinge,
Wiirfelspiele, Turm von Hanoi, Wabenpuzzle, Koordinatenspiel, Magisches Qua-
drat, Visualisierung der Formel 12 +2%-.- +n> = n(n+1)(2n+1)/6, u.A.

Auch eine hands-on-minds-on-Didaktik wenden wir in der Geschichte der Ma-
thematik (Museum) an. In einer Zeitreise, die bei den Agyptern beginnt (Seil-
spanner und Bauweise der Pyramiden von Gizeh) wandern die Besucher zu Expo-
naten der griechischen Mathematik (Becher des Pythagoras, Platonische Korper,
Sieb des Eratosthenes, Elemente des Euklid u.A.) weiter zu verschiedenen Abaki
(deutsch, russisch, chinesisch und japanisch) und zu historischen Rechenschie-
bern. GroBBe Beachtung findet auch stets ein Nachbau einer Multiplikationsma-
schine mit Napier-Stidben. Bei jlingeren Rechenmaschinen angekommen, wer-
den besonders hervorgehoben Addiatoren, ein Rechenaffe und der beriihmte ers-
te Taschenrechner des Osterreichers Curt Herzstark, die ,,CURTA“: Der Unter-
schied zwischen Sprossenrad- und Staffelwalzenmaschinen wird anhand von Ar-
beitsskizzen von G. W. Leibniz erkldrt. Die Fiihrung findet in der Inbetriebnahme
einer Bunzel-Delton von 1908 ihren Hohepunkt. Auch eine Rechenanlage von
1978 (Kienzle) mit den groBen Plattenstapeln ruft groles Staunen hervor. Fiir be-
sonders mathematisch interessierte Besucher erfolgt noch eine Fiihrung zu Ori-
ginalexponaten der Osterreichischen Weltmathematik (Edmund Hlawka, Leopold
Schmetterer und sehr ausfiihrlich Leopold Vietoris).

Ein besonderes Ereignis fiir unsere Tagesbesucher findet bei der abschlieBenden
Prisentation von Weltbevolkerung-live statt. Das zugehorige Programm wurde von
Franz Vrabec (Studienpreistriger der OMG fiir das Jahr 1997 und Spieltischplaner
fiir die Erlebniswelt) geschrieben und beschreibt 3 spannende Abschnitte: Wachs-
tum der Weltbevolkerung — live, Wachstum der Europabevilkerung — live, und
Wachstum der Weltbeviolkerung — historisch.
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Abbildung 5: Links: Bunzel-Delton. Rechts: Knotenlehre nach Leopold Vietoris.
(Fotos: Daniele Lindbichler)

Franz Vrabec macht es moglich, dass der Betrachter das Wachstum der Welt-
bevolkerung unmittelbar in Echtzeit miterleben kann. Auf einer groen Projek-
tionsfliche zeigt ein mit matlab erstelltes Simulationsprogramm in Form einer
Treppenfunktion (Aufwirtssprung: Geburtsfall; Abwértssprung: Todesfall) den
aktuellen Stand der Weltbevolkerung. Der Simulation liegen ein Geburtenpro-
zess und ein davon unabhiéngiger Todesprozess mit exponentialverteilten Warte-
zeiten zugrunde, deren Parameter aus den von der UNO verdffentlichten globalen
Geburts- und Sterbeangaben abgeleitet wurden.

Sonderangebot

Da alle moglichen Termine bereits Ende Oktober fiir das ganze Schuljahr verge-
ben sind, wurde 2012 ein neues Produkt HdMa-On-Tour von Gordan Varelija und
Petra Ilias, langjdhrigen Mitarbeitern im Haus der Mathematik, kreiert. 30 Statio-
nen des Hauses der Mathematik, in kleinerer Ausfiihrung, konnen von Schulklas-
sen kostenlos ausgeborgt werden. Der Zustrom an Anmeldungen war bereits nach
einigen Wochen sehr gro8.

Erfreulich ist auch die Tatsache, dass der von der OMG geforderte Film aus der
Reihe Gespriche mit Mathematikern mit Monika Ludwig und Peter M. Gruber
in den neuen Riaumlichkeiten des Hauses der Mathematik 2012 abgedreht werden
konnte.

Bemerkenswert ist auch die gute Zusammenarbeit zwischen dem ,,Science Cen-
ter Netzwerk” (Margit Fischer) und dem Haus der Mathematik. In allen seinen
Ausstellungen waren wir mit Exponaten vertreten.

Viel Lob erhalten wir auch iiber die Ausstellung ,,Mathematik und Frauen*, wobei
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Abbildung 6: Weltbevolke-
rung-live nach Franz Vra-
bec. (Foto: Franz Vrabec)

besonders hervorgehoben werden u.a.: Ingrid Daubechies, Emmy Noether und
Olga Taussky-Todd.

Zitate aus dem Giéstebuch

Margit Fischer (Ehefrau des Osterreichischen Bundesprisidenten): ,,Hitte ich so
Mathematik lernen diirfen! So entsteht fiir das Lernen Faszination! Alles Gute!*

Gerhart Bruckmann (em.o.Prof., ORF-Wahl-Hochrechner): ,,Eine bemerkenswer-
te Leistung — ein faszinierender Besuch!”

Erwin Niederwieser (Abgeordneter zum Nationalrat, ehem. Bildungssprecher sei-
ner Partei): , Dieser iiberaus sinnvollen Einrichtung wiinsche ich eine gute Zukunft
im Interesse des Bildungslandes Osterreich und der Bildungsstadt Wien!*

Johannes Hahn (ehem. Wissenschaftsminister; EU-Kommissar): ,,Schade, dass
uns erst 30 Jahre spiter, aber nicht zu spit, Mathematik so nahe gebracht wur-
de!*

Dieter Brosz (Abgeordneter zum Nationalrat, ehem. Bildungssprecher seiner Par-
tei): ,,Herzlichen Dank fiir diese spannenden Einblicke in die Mathematik — ich
wollte, ich hitte sie vor 20 Jahren schon bekommen, dann wire womdglich die
Matura leichter gewesen. Ich wiinsche dem Haus der Mathematik alles Gute!*

Gertrude Aubauer (Kronen Zeitung, ORF, Abgeordnete zum Nationalrat): ,,Sehr
beeindruckend! Herzlichen Gliickwunsch!*

Wolfgang Henn (Univ. Dortmund, Initiator des ,,Mathe-Koffers*): ,,Ein herrlicher
Spaziergang durch die wunderbare Welt der Mathematik. Ein bemerkenswertes
Meisterstiick, eine wahre Heimat fiir die Mathematik!”

Daniel Weselka (Ministerialrat in Bundesministerium fiir Wissenschaft und
Forschung; Abteilungsleiter Wissenschaft): ,,Ein beeindruckender Besuch mit
Fiihrung — ich komme sicher wieder."
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Hans Hartweger (Direktor des Wirtschafts- und Gesellschaftsmuseums Wien):
,»Vielen Dank fiir die interessante Fithrung und herzlichen Gliickwunsch fiir die
informative Einrichtung im Dienste unserer Wirtschaft!*
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D. M. Carpenter, S. N. Mishra (eds.): SCMA, Vol. I. Confluence of the Mathe-
matical Sciences (Statistics, Combinatorics, Mathematics, and Applications).
Proceedings of the International Conference on Statistics, Combinatorics, Mathe-
mathics, and Applications (SMCA). (American Series in Mathematical and Man-
agement Sciences, Vol. 59.)1 American Sciences Press, Columbus, 2008, 280 S.
ISBN 0-935950-63-X P/b $ 235,—.

Der vorliegende Band enthilt 14 Beitridge zu den im Titel angegebenen Bereichen.
Diese gliedern sich in Grundlagenarbeiten, methodische Untersuchungen mit Si-
mulationsstudien und praktische Anwendungen.

X. Wang analysiert Bilddaten, die aus wiederholten Messungen entstehen, durch
semiparametrische gemischte Regressionsmodelle und wendet seine Methodik
auf Daten einer klinischen Studie an, welche die Effekte einer neuromuskulidren
elektrischen Stimulation bei Patienten mit Riickenmarksverletzung wiedergeben.
Der Beitrag von G.M. Davis und K.B. Ensor diskutiert die Risikobewertung von
Aktienportfolios, wobei die dynamische Kovarianzstruktur der Renditen durch ein
MGARCH-Zeitreihenmodell dargestellt wird. F. Tasdan stellt eine robuste Pro-
zedur fiir die Schitzung des Shift-Parameters im Zweistichproben-Lokationspro-
blem vor und zeigt die Konkurrenzfihigkeit seiner Methode mithilfe einer Simu-
lationsstudie. N.K. Nerchal, H. Lakayo und B.D. Nussbaum gehen der Frage nach,
welche Stichprobengrofe fiir ein Konfidenzintervall des Anteils einer bindren Po-
pulation mit vorgegebener Prizision optimal ist. Dabei wird aufgezeigt, dass sich
die Lange des Konfidenzintervalls nicht monoton in Abhingigkeit von der Stich-
probengrofe verbessert.

Eine nichtparametrische Version des Bartlett-Nanda-Pillai-Tests mit asymptoti-
schen Resultaten, Approximationen und Anwendungen aus der Medizin wird von
S.W. Harrar und A.C. Bathke vorgestellt. Umfragedaten enthalten oft viele feh-
lende Werte (groBer Anteil an Personen gibt keine Riickmeldung) und liefern
dadurch systematisch verzerrte Schitzungen. B. Wang und J. Sun schlagen eine
semi-parametrische Methode fiir die Korrektur der Verzerrung vor und illustrie-
ren deren Effizienz im Vergleich mit anderen Methoden. Durch die Konstruktion
eines minimalen D-optimalen Designs kann die Anzahl von Experimenten mit
vielen mehrstufigen kategorischen Faktoren stark reduziert werden. D.S. Hoskins,
Ch.J. Colbourn und M. Kulahci entwickeln eine Methode, wo prozessbezogenes
Know-how in das Design des Experiments einflieBt. 7. Park gibt eine Modifika-
tion der Hauptkomponentenanalyse an, die eine Interpretation der Komponenten
zuldsst. Dabei werden Kiriterien fiir die Rotation der Faktoren als Straffunkionen
in den Maximum Likelihood-Ansatz eingebaut. Unabhédngige Komponentenana-
lyse ist eine statistische Technik, wo komplexe multivariate Daten in unabhéngige
Komponenten zerlegt werden. S. Pandey, N. Billor und A. Turkmen schlagen einen

IDieses Werk ist gleichzeitig erschienen als: American Journal of Mathematical and Manage-
ment Sciences, Volume 28 (2008), issue 3 and 4.
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Algorithmus vor, der die Effizienz bei Vorliegen von Ausreiflern erhoht. M. Ku-
mar, N. Mishra und R. Gupta studieren in einer Grundlagenarbeit das Problem der
simultanen Schitzung der Zielgroe und des Durchschnittswerts der Studienva-
riable in einem linearen Regressionsmodell, wenn exakte Restriktionen bzgl. der
Regressionskoeffizienten gegeben sind. Ein nichtlineares Zeitreihenmodell (kom-
plexwertige Regression mit zufilligen Koeffizienten) fiir die Schitzung von Rich-
tung und Geschwindigkeit bei Transport von Feinstaub PM, 5 in einer gegebenen
Zeitperiode wird von S.E. Kim entwickelt und auf stiindlich erfasste Daten aus
drei Beobachtungsstationen angewandt.

Im Beitrag von K. Devarajan und N. Ebrahimi wird eine Methode fiir das Auf-
finden von Objektklassen und die Dimensionsreduktion beschrieben, die auf einer
Faktorisierung nichtnegativer Matrizen basiert. Die Anwendbarkeit wird anhand
von Mikromatrixdaten aus einer Leukédmiestudie und mittels Simulation demons-
triert. M.Z. Anis schlédgt drei einfache Schitzungen fiir den Mittelwert der Nor-
malverteilung unter bekanntem Variationskoeffizienten vor und vergleicht seine
Vorschldge mit alternativen Methoden. In der theoretischen Arbeit von Y. Shika-
ma und K. Shimizu werden Varianzformeln fiir die Uberkreuzung von Ein- und
Zweischritt-Niveaus in streng stationdren elliptischen Prozessen, die aus Skalen-
mischungen von Normalverteilungen bestehen, hergeleitet.

Die Beitridge liefern einen Einblick in Arbeiten, die sich mit Themen an der
Schnittstelle zwischen der Mathematik, Statistik und den angewandten Wissen-
schaften beschiftigen und zeigen, mit welchem Spektrum von Methoden konkrete
Probleme gelost werden konnen.

E. Stadlober (Graz)

T. Crespo, Z. Hajto: Algebraic Groups and Differential Galois Theory. (Grad-
uate Studies in Mathematics, Vol. 122.) American Mathematical Society, Provi-
dence, Rhode Island, 2011, xiv+225 S. ISBN 978-0-8218-5318-4 H/b $ 53,—.

The aim of the book under review is to introduce differential Galois Theory. In
order to keep the book as self-contained as possible, algebraic geometry and alge-
braic groups are treated in the first two parts (chapter 1-4) of the book. The third
part of the book is devoted to the main topic of the book: differential Galois the-
ory. In particular, chapter 5 deals with differential rings and fields and also with
Picard-Vessiot extensions. In chapter 6, the heart of the book, differential Galois
theory is established. In this chapter the authors prove the fundamental theorem of
differential Galois theory (an analog of the fundamental theorem of classical Ga-
lois theory) and discuss the connection of the solvability of differential equations
by quadratures and group theoretic properties of the corresponding Galois group.
In chapter 7 the differential Galois theory is used to study differential equations
over C(z). In particular, Fuchsian differential equations and the relation between
Galois group and monodromy group are investigated. Moreover, the authors also
describe Kovacic’s algorithm to solve second order differential equations. I also
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want to emphasize the chapter “Suggestions for further reading”, in which the au-
thors give a detailed description of related literature which present active research
topics.
In conclusion the book is written carefully, the proofs are all represented in a clear
style and at the end of each chapter exercises supplement the book. To present
differential Galois theory in a little more than 200 pages with providing the needed
background knowledge on algebraic geometry and algebraic groups is not an easy
task. But to my opinion the authors managed it in a brilliant way.

V. Ziegler (Graz)

P. Etingof, O. Golberg, S. Hensel, T. Liu, A. Schwendner, D. Vaintrob, E. Yu-
dovina: Introduction to Representation Theory. With historical interludes by
S. Gerovitch. (Student Mathematical Library, Vol. 59.) American Mathematical
Society, Providence, Rhode Island, 2011, vii+228 S. ISBN 978-0-8218-5351-1
P/b $ 42,—.

This is a truly excellent book on representation theory. Since more then 100
years, this theory has found incredibly many applications and has become a rich
and highly sophisticated theory. This book is intended for higher undergraduate
or (better) for graduate students and starts with a review of the algebraic tools
needed later on: algebraic structures, group rings, tensor products, symmetric and
exterior powers, and the like, as well as the bacis definitions of representations.
Then the general theory of the structure of associative algebras and rings (density,
Krull-Schmidt, Maschke, ...) is developed and the basic theory of characters is
presented. Then more advanced topics follow, like characters of induced repre-
sentations, representations of the symmetric and linear groups. Then the repre-
sentations of quivers (directed graphs) are studied, culminating in the surprising
theorem of Gabriel which says that there are only very few types of quivers of
finite type (i.e., with only finitely many indecomposable representations). Finally,
the theory of representations of finite dimensional algebras is presented. An un-
usual feature of this book is the interplay with historical surveys in many places;
these surveys add a lot to the understanding of the material. Skillfully chosen
exercises (the difficult ones with hints) will also add to the understanding of this
remarkable material.

G. Pilz (Linz)

J. Garibaldi, A. Iosevich, S. Senger: The Erdos Distance Problem. (Student
Mathematical Library, Vol. 56.) American Mathematical Society, Providence,
Rhode Island, 2011, xii+150 S. ISBN 978-0-8218-5281-1 P/b $ 29,—.

Dieses Buch ist aus einem Sommer-Kurs entstanden und richtet sich an ein brei-
tes Spektrum an Lesern: von motivierten Schiilern der oberen Klassen bis hin zu
Studierenden in hoheren Semestern.
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Thematisch behandelt das Buch primédr Zuginge zu der auf Erdds (1946) zu-
riickgehenden Frage, wieviele verschiedene Abstinde zwischen n verschiedenen
Punkten in der euklidischen Ebene mindestens existieren miissen. Die extrema-
le Konfiguration sollte durch Punkte, die ungefihr ein Gitter definieren, gegeben
sein. Eine Reihe Autoren (Moser, Beck, Chung, Solymosi, T6th, Székely, Tardos,
Katz) hat an dem Problem gearbeitet und die Ergebnisse von n'/2 (Erdés) iiber
n?/ 3 n#/5. n%7 bis schlieBlich zu n-8%41 (2004) verbessert.

Die Autoren zeichnen diesen Weg im Detail nach und stellen die benotigten Hilfs-
mittel zur Verfiigung (z.B. Cauchy-Schwarz, Graphentheorie). Ebenso wird die
bekannte Szemerédi-Trotter-Abschiatzung der Kreuzungszahl nach Székely be-
handelt. Andere Themen in spiteren Kapiteln sind mehrdimensionale Gitterpunkt-
probleme iiber endlichen Korpern.

Dieses Buch zeigt, wie Lehre und Forschungsinteressen gut miteinander verbun-
den werden konnen. Es ist den Autoren hervorragend gelungen, die Ideen eines
aktuellen Themas verstidndlich darzustellen, sodass dieses Buch sich auch fiir ein
Seminar, kleine Vorlesungen oder das Eigenstudium eignet.

Nach Fertigstellung des Buchs erzielten Guth und Katz einen Durchbruch, indem
sie die untere Schranke zu cn/logn verbesserten (¢ > 0, vgl. http://arxiv.org/abs/
1011.4105). Dieses Ergebnis erschien im November 2010, und es ist natiirlich sehr
bedauerlich, dass diese Arbeit nicht mehr in das Buch integriert werden konnte.

Zusammenfassend: Ein sehr schon geschriebenes Buch, bei dem bei einer Neu-
auflage hoffentlich in geeigneter Weise auf die genannte neuere Entwicklung ein-
gegangen werden kann.

C. Elsholtz (Graz)

D. Fuchs, S. Tabachnikov: Ein Schaubild der Mathematik. 30 Vorlesungen
tiber klassische Mathematik. Springer, Berlin, Heidelberg, 2011, xiii+541 S. ISBN
978-3-642-12959-9 H/b € 34,95.

Die englische Version hat den Titel Mathematical omnibus. Thirty lectures on
classic mathematics (American Mathematical Society, Providence, 2007).

Es gibt Biicher, die bekannte elementare Mathematik immer wieder neu erldutern.
In diesem Buch hingegen finden sich zahlreiche originell aufgearbeitete Beitrige,
hauptsichlich im Bereich der (elementaren) Geometrie und Topologie, aber auch
einige zu Zahlentheorie und Algebra. Dies Buch ist daher eine sehr schone Berei-
cherung des Buchmarkts.

In den Kapiteln iiber Geometrie lernt man, dass jedes Oval mindestens vier Schei-
tel hat. Es wird auch z.B. Hilberts drittes und viertes Problem diskutiert. Kapitel
tiber Algebra enthalten u.a. die bekannte Losbarkeit bzw. Unlosbarkeit der Glei-
chungen vom Grad 2 bis 5.

Die Autoren selber entstammen der russischen Schule und haben jahrzehntelang
Kapitel dieser Art in der russischen Zeitschrift Kvant veroftentlicht.
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Die Kapitel dieses Buchs kénnen weitgehend unabhiingig gelesen werden. Dieses
Buch kann sowohl fiir eine Vorlesung zu weiterfiihrenden (aber noch elementa-
ren) Themen, als auch fiir Seminare und selbststidndige Lektiire an Universitidten
empfohlen werden. Auch Physiker werden viele der behandelten Themen inter-
essant finden. Es gibt historische Hinweise (mit zahlreichen Fotos), Ubungsauf-
gaben (teilweise mit Losungen) und Hinweise zu weiterfiihrender Literatur.

C. Elsholtz (Graz)

R. A. Hearn, E. D. Demaine: Games, Puzzles, and Computation. A. K. Peters,
Wellesley, Massachusetts, 2009, ix+237 S. ISBN 978-1-56881-322-6 H/b $ 45,—.

Das vorliegende Buch basiert auf einer iiberarbeiteten und erweiterten Version der
Doktorarbeit von Robert Hearn aus dem Jahr 2006. Der zweite Autor, Erik Demai-
ne, war Initiator und Betreuer dieser Doktorarbeit. Er wurde bereits im Alter von
27 Jahren Full-Professor fiir Informatik am MIT, und wer ihn kennt, der weif,
dass Erik Spiele und Puzzles liebt. Er ist unter anderem Herausgeber mehrerer
Biicher zu Ehren Martin Gardners zum Thema ,Spiele und Puzzles‘. Wer wire
also wohl besser dazu geeignet, eine Doktorarbeit in diesem Gebiet zu betreuen
bzw. ein Buch iiber “Games, Puzzles, & Computation” zu verfassen?

Das Buch befasst sich mit Spielen sowohl mathematischer Natur (z.B. Spiele auf
Graphen) als auch im ,.alltdglichen” Sinn von Brettspielen (wie z.B. Dame), so-
wie Puzzles (Ein-Personen-Spiele wie z.B. Sudoku). Eine starke Motivation zur
Beschiftigung mit der Thematik ist der Spal am ,,Spiel mit Mathematik®, und
dies ist dem Buch auch durchgehend anzumerken, was das Lesen sehr angenehm
macht. Zudem stellen die Spiele auch eine duflerst gut geeignete Plattform zur
Einfiihrung einer vereinheitlichten Methode zur Komplexititsbestimmung mittels
constraint logic dar. Diese Methode wird sehr anschaulich (im wahrsten Sinne,
mit vielen farbigen Bildern) erklart und dann verwendet, um zahlreiche Spiele
als ,,schwer* zu klassifizieren. Dabei ist es ein zentraler Aspekt des Buchs hier
nicht nur mathematisch orientierte Spiele zu betrachten, sondern auch Spiele,
die durchaus von Nicht-Mathematikern einfach zum Zeitvertreib gespielt wer-
den konnen. So wird z.B. das auch bei uns erhiltliche und bekannte Kinderspiel
Rush Hour, das zur Klasse der Block-Schiebe-Spiele gehort, untersucht und als
PSPACE-vollstindig klassifiziert.

Das Buch enthilt auch einen umfangreichen Uberblick iiber bekannte Resultate
zur Komplexitéit von Spielen und ist daher mit seinen 177 Referenzen auch her-
vorragend als Nachschlagewerk zum Thema ,Spiele und Komplexitit® geeignet.
Wer immer schon wissen wollte, was iliber die mathematische Komplexitit von
Schach bekannt ist und ob Sudoku oder Mastermind NP-vollstidndig sind, wird
besonders mit diesem Teil des Buchs sicher Freude haben.

Das Buch kann daher jedem, der Spiele mag und mehr iiber ihre (mathematische)
Komplexitit wissen mochte, wirmstens empfohlen werden.
O. Aichholzer (Graz)
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G. Kemper: A Course in Commutative Algebra. With 14 Illustrations. (Grad-
uate Texts in Mathematics 256.) Springer, Berlin, Heidelberg, 2011, xi+246 S.
ISBN 978-3-642-03544-9 H/b € 49,95.

Dieses Lehrbuch entwickelte sich aus Vorlesungen des Autors in Heidelberg und
Miinchen. Es bietet eine kompakte Einfiihrung in die Kommutative Algebra, de-
ren Bedeutung fiir die algebraische Geometrie und in algorithmische Aspekte der
Theorie. Das Buch ist sowohl als Grundlage fiir eine entsprechende Vorlesung
fiir hohersemestrige Studierende als auch zum Selbststudium sehr gut geeignet.
Als Vorkenntnisse werden solide, aber nicht zu spezielle Kenntnisse der Algebra
vorausgesetzt.

Inhaltlich ist das Buch in 4 Abschnitte unterteilt. Im ersten (“The Algebra-Ge-
ometry Lexicon”) werden Hilberts Nullstellensatz, Noethersche und Artinsche
Moduln und Ringe, die Zariski-Topologie sowie die Ubersetzung zwischen geo-
metrischen und algebraischen Begriffen gebracht. Ungewohnlich erscheint dem
Rezensenten, dass fiir beliebige Grundkorper K eine Varietét nur aus den K-wer-
tigen Punkten besteht (und nicht aus allen iiber dem algebraischen Abschluss von
K definierten, also den ,,geometrischen®, Punkten), wodurch z.B. iiber endlichen
Grundkorpern nur O-dimensionale Varietéten existieren und bei Erweiterung des
Grundkorpers eine Varietit keine zusitzlichen Punkte erhalten kann.

Der zweite Abschnitt (“Dimension”) behandelt Krull Dimension, Lokalisierun-
gen, das Lemma von Nakayama und den Hauptidealsatz, ganze Ringerweiterun-
gen und den Noetherschen Normalisierungssatz.

Im Abschnitt “Computational Methods” wird Buchbergers Algorithmus zur Be-
stimmung von Grobnerbasen vorgestellt sowie dessen Verwendung in Eliminati-
onstheorie, Invariantentheorie und zur Berechnung der Hilbertreihe eines Ideals
im Polynomring.

Der letzte Abschnitt (“Local Rings”) untersucht Noethersche lokale Ringe und
deren assoziierte graduierte Algebra, regulire lokale Ringe und das Jacobi-Krite-
rium sowie eindimensionale Ringe und insbesondere Dedekindringe.

Jedes der insgesamt 14 Kapitel schlieBt mit mehreren, grofiteils interessanten
Ubungsbeispielen, von denen einige am Ende des Buchs auch gelost werden.
Giinter Lettl (Graz)

A. N. Kochubei: Analysis in Positive Characteristic. (Cambridge Tracts in
Mathematics 178.) Cambridge University Press, 2009, ix+210 S. ISBN 978-0-
521-50977-0 H/b £ 40,—.

Die Analogie zwischen dem klassischen Aufbau des Zahlsystems aus N, Z, Q,
R und C und den entsprechenden Objekten in positiver Charakteristik [, [x],
Fy(x), Fy((x)) und C, (die Vervollstindigung des algebraischen Abschlusses von
F,((x)), g = p") ist wohlbekannt. Leonard Carlitz hat versucht, moglichst viele
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klassische Funktionen in positiver Charakteristik zu definieren: Exponentialfunk-
tion, Logarithmus, Gamma-Funktion, Bessel-Funktionen, etc. Carlitz entdeckte
auch mit dem Carlitz-Modul das erste Beispiel eine Drinfeld-Moduls.

Aufbauend auf diesen schon klassischen Objekten der Analysis in positiver Cha-
rakteristik, entwickelt das vorliegende Buch eine Differential- und Integralrech-
nung. Studiert werden dann Differentialgleichungen, Existenz und Eindeutigkeit
ihrer Losungen. Dies dient als Basis zur Einfiihrung diverser Analoga von klas-
sischen speziellen Funktionen. Die Theorie wird bis hin zu regulidren singulédren
Punkten und holonomen Funktionen entwickelt. Dariiber hinaus werden Rotas
umbraler Kalkiil und die zugehorigen Ringe von Differentialoperatoren auf die
Situation in positiver Charakteristik verallgemeinert.

P. Grabner (Graz)

J. Krieger, W. Schlag: Concentration Compactness for Critical Wave Maps.
(EMS Monographs in Mathematics.) EMS, Ziirich, 2012, vi+484 S. ISBN 978-3-
03719-106-4 H/b € 88,—.

Wave maps describe the free motion of an n-dimensional surface in a non-Eu-
clidean space and hence constitute a generalization of the usual wave equation.
Of particular interest is the case of two dimensions where the wave maps are en-
ergy critical in the sense that the equation scales just like the energy. In this case
it is known that smooth initial data with small energy lead to global smooth so-
lutions, whereas for large data there are examples which lead to singularities in
finite time. Nevertheless, there are still major gaps in the understanding of when
singularities form.

The present monograph helps filling these gaps by proving that for wave maps
with values in the hyperbolic plane the wave map evolution has smooth global
solutions for arbitrary smooth initial data. The proof is rather technical and based
on the modified Bahouri-Gérard method as well as the Kenig-Merle method. It is
well written and intended for researchers in this area.

G. Teschl (Wien)

P. D. Lax, L. Zalcman: Complex Proofs of Real Theorems. (University Lec-
ture Series, Vol. 58.) American Mathematical Society, Providence, Rhode Island,
2012, xi+90 S. ISBN 978-0-8218-7559-9 P/b $ 29.—.

The book illustrates in a fascinating way how complex variables can be used to
provide elegant and efficient proofs of important results in number theory, algebra,
approximation theory, operator theory, harmonic analysis, Banach algebras, fluid
dynamics, and statistical mechanics. It can be seen as an extended meditation
on Hadamard’s dictum “The shortest and best way between two truths of the real
domain often passes through the imaginary one.” Highlights are the shortest proof
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of the fundamental theorem of algebra and Newman’s proof of the prime number
theorem.

The central method stems from Cauchy’s Integral Theorem and the Residue The-
orem. A brief appendix provides all necessary background in complex analysis
beyond the standard first year graduate course.

F. Haslinger (Wien)

S. Linton, N. Ruskuc, V. Vatter (eds.): Permutation Patterns. St. Andrews
2007. (London Mathematical Society Lecture Note Series 376.) Cambridge Uni-
versity Press, 2010, 345 S. ISBN 978-0-521-72834-8 P/b £ 45,—.

This volume contains a collection of articles presented at the fifth Permutation
Patterns Conference, held at the University St. Andrews in June 2007. It contains
two survey papers, namely “Some general results in combinatorial enumeration”
by Martin Klazar, and “A survey of simple permutations” by Robert Brignall,
and the following further articles: M. D. Atkinson, “Permuting machines and
permutation patterns”; Miklos Bona, “On three different notions of monotone
subsequences”; Sergey Kitaev, “A survey on partially ordered patterns”; Einar
Steingrimsson, “Generalized permutation patterns — a short survey”; Michael Al-
bert, “An introduction to structural methods in permutation patterns”; Alexander
Burstein and Niklas Eriksen, “Combinatorial properties of permutation tableaux’;
Lara Pudwell, “Enumeration schemes for words avoiding permutations”; Torey
Burton, Anant P. Godbole and Brett M. Kindle, “The lexicographic first occur-
rence of a I-II-III-pattern”; Toufik Mansour and Augustine O. Munagi, “Enumer-
ation of partitions by rises, levels, and descents”; Alexander Burstein and Isaiah
Lankham, “Restricted patience sorting and barred pattern avoidance”; Anthony
Mendes, Jeffrey B. Remmel and Amanda Riehl, “Permutations with k-regular de-
scent patterns”; Cathleen Battiste Presutti and Walter Stromquist, “Packing rates
of measures and a conjecture for the packing density of 2413”; Michael Albert,
Steve Linton and Nik Ruskuc, “On the permutational power of token passing net-
works”’; Vincent Vatter, “Problems and conjectures presented at the problem ses-
sion”.

C. Krattenthaler (Wien)

P. M. Neumann: The mathematical writings of E. Galois. (Heritage of Euro-
pean Mathematics.) EMS, Ziirich, 2011, xi+410 S. ISBN 978-3-03719-104-0 H/b
€78,

Diese wissenschaftliche Edition von Galois’ mathematischen Schriften erschien
zu dessen 200. Geburtstag. Einerseits handelt es sich um die erste vollstindige
Ubersetzung ins Englische. Andererseits liegt der Wert dieses Buchs aber auch
darin, dass eine neue franzosische Transkribierung der Originalhandschriften par-
allel zur englischen Ubersetzung gestellt wird und diese Transkribierung auch
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Erginzungen oder Streichungen kenntlich macht. Zudem werden einige inhalt-
liche Ungenauigkeiten kommentiert bzw. korrigiert und einige wichtige Fachbe-
griffe in ihrem historischen Zusammenhang erldutert. Peter Neumann ist seit Jahr-
zehnten als fachkundiger Kenner der Materie bekannt und ich méchte ihm fiir die-
se akribische Leistung danken, die Mathematikern und Historikern das Original
sehr viel zugédnglicher macht.

In einem Epilog korrigiert er auch einige Mythen: So sei es ein verbreiteter My-
thos (aber kein Faktum), dass Galois die Einfachheit der alternierenden Gruppen
Ap, n > 5, bewies. Sein Zugang zu der Auflosbarkeit der Gleichungen war eben
nicht exakt derjenige, den man heute vielfach lehrt.

C. Elsholtz (Graz)

J. Rauch: Hyperbolic Partial Differential Equations and Geometric Optics.
(Graduate Studies in Mathematics, Vol. 133.) American Math. Society, Provi-
dence, Rhode Island, 2012, xix+363 S. ISBN 978-0-8218-7291-8 H/b $ 64,—.

This book is aimed at graduate students and young researchers and introduces the
mathematical theory of geometric optics for linear and nonlinear (systems of) hy-
perbolic partial differential equations.The book fills a gap in the current literature
since geometric optics is usually not treated (or only briefly mentioned) in most
textbooks on partial differential equations.The author himself is a well known ex-
pert in this field and the present book has grown out of several graduate courses he
has taught on this topic. The main physical motivation is the question of how one
can deduce the classical theory of ray propagation from an underlying field theory
based on hyperbolic differential equations, the main example being light rays, of
course. Similar questions arise in fluid dynamics and also in quantum mechanics,
where one aims to understand the emergence of classical particle dynamics within
the solution of Schrodinger’s equation.

The focus of the book is on symmetric hyperbolic systems, since their mathe-
matical properties are very well understood and since many physically important
examples can be written in this form. There are, however, several sections in
which the author bridges over to elliptic problems and to more general dispersive
equations. The theory of geometric optics can also be seen as the birthplace of
microlocal analysis and Fourier integral operators. The current book does not in-
clude any of the heavy machinery developed in these fields, but rather follows a
more hands-on approach, originating from classical WKB expansions and lead-
ing all the way to the seminal works of Lax and Hrmander on the construction
of parametrices and the propagation of singularities. In addition to these (and
other) topics arising in linear wave propagation, the book also studies the prob-
lem of nonlinear geometric optics, including the possibility of resonant wave in-
teractions. Stability results for the approximation by one-phase and multi-phase
geometric optic solutions are derived, using classical energy estimates. A mathe-
matical highlight is the exposition on the possibility of dense oscillations within
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the compressible Euler system of fluid dynamics.

Overall, this is a solid book which gives a concise overview of the theory of ge-
ometric optics and its applications. Readers of the book should be in a good
position to readily start doing research in this field. A small downside of the book
is the fact that there are quite a few typos (also in formulas), which sometimes
make it difficult to follow the arguments. In addition, it would have been bene-
ficial, especially for graduate students, to give solutions to the various exercises
posed in the text.

C. Sparber (Chicago)

E. T. Sawyer: Function Theory: Interpolation and Corona Problems. (Fields
Institute Monographs 25.) American Mathematical Society, Providence, Rhode
Island, 2009, ix+203 S. ISBN 978-0-8218-4734-3 H/b $ 65,—.

Das urspriingliche Corona-Problem wurde 1941 von Kakutani gestellt und betraf
die Frage, ob der Raum der maximalen Ideale von H* (D) auBer den Punkten
von D noch weitere Punkte habe (die ,,Corona“). Diese Frage wurde 1962 von
Lennart Carleson durch die Losung eines Interpolationsproblems beantwortet: es
gibt keine Corona.

Die vorliegende Monographie beschiftigt sich mit diversen Verallgemeinerungen
dieses klassischen Satzes auf kommutative Banach-Algebren holomorpher Funk-
tionen. Dariiber hinaus werden Nevanlinna-Picksche Interpolationsprobleme in
diesem allgemeineren Kontext studiert. Besonderes Augenmerk wird auch auf die
Untersuchung der Carleson-Male fiir gewisse Besov-Sobolev-Riume gelegt.

Mehrere Anhiénge stellen die notigen Kenntnisse aus der klassischen Funktionen-
theorie auf der Kreisscheibe, der Funktionalanalysis und der Theorie der Sobolev-
Riume zur Verfiigung.

P. Grabner (Graz)

A. Skowronski, K. Yamagata (eds.): Representations of Algebras and Related
Topics. (EMS Series of Congress Reports.) EMS, Ziirich, 2011, xii+728 S. ISBN
978-3-03719-101-9 H/b € 98,—.

This is the Proceedings Report on a conference on representations of algebras
in Tokyo (ICRA 2012). It contains 11 expository survey articles and 2 articles
on recent developments. The topics are cluster categories of finite dimensional
hereditary algebras (by C. Amiot, who had received the ICRA 2010 award and
Nakanishi), the classification of (co)localizing subcategories of triangulated cate-
gories (Benson-lyengar-Krause), quantum dilogarithm identities (Keller), quas-
ntum loop algebras (Leclerc), coherent sheaves over weighted projective lines
(Lenzing), indecomposable direct factors of group algebras (Linckelmann), ho-
mological properties of Artin algebras (Malicki-Skowronski), classifications of
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homologically nice algebras (Mori), Tits quadratic forms of tame finite dimen-
sional algebras (Pena-Skowronski), special biserial algebras (Ringel), represen-
tations of coalgebras (Simson), and singularities of Zariski closures of orbits in
module varieties (Zwara).

G. Pilz (Linz)
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Ausschreibung des
OMG-Forderungspreises 2013

Die Osterreichische Mathematische Gesellschaft vergibt auch 2013 wieder ihren
jahrlichen Forderungspreis. Infrage kommen junge Mathematiker oder Mathema-
tikerinnen, die in iiberdurchschnittlichem Mafe durch ihre mathematische For-
schung hervorgetreten sind und welche einen wesentlichen Teil ihrer Arbeiten in
Osterreich erbracht haben. Dabei soll die Promotion mindestens zwei bis maximal
zehn Jahre zuriickliegen (Uberschreitungen sind moglich bei Kindererziehungs-
zeiten und bei nachweislichen Priasenz- oder Zivildienstzeiten).

Die Nominierung muss durch einen zum Zeitpunkt der Nominierung in Osterreich
an einer Universitdt oder Forschungseinrichtung beschiftigten habilitierten Ma-
thematiker bzw. eine Mathematikerin erfolgen.

Der Vorschlag muss bis spitestens 15. Mirz 2013 beim Vorsitzenden der OMG
einlangen und folgende Unterlagen enthalten:

1. Beschreibung und Wertung der wissenschaftlichen Leistung;
2. Publikationsliste;
3. wissenschaftlicher Lebenslauf.

Aus den eingereichten Vorschldgen wihlt eine Begutachtungskommission den
Preistriager oder die Preistrigerin aus. Der Preis ist mit 1.000 € und einer Ehren-
medaille dotiert. AuBerdem wird der Preistrager oder die Preistrigerin eingeladen,
beim nichsten OMG-Kongress in einem Vortrag iiber die erzielten Forschungser-
gebnisse zu berichten.

Sollte der Preistriiger oder die Preistriigerin noch nicht Mitglied der OMG sein, so

wird er oder sie auf Wunsch in die OMG aufgenommen und vom Mitgliedsbeitrag
fiir das erste Jahr befreit.

(Michael Drmota, Vorsitzender der OMG)

Adpresse fiir Einsendungen:
Univ.Prof. Dr. Michael Drmota
Technische Universitit Wien
Wiedner Hauptstrale 8—10/104
1040 Wien
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Ausschreibung der
OMG-Studienpreise 2013

Die Osterreichische Mathematische Gesellschaft vergibt auch 2013 wieder zwei
Studienpreise. Die Preistriger sollen junge Mathematikerinnen und Mathematiker
sein, die in den Jahren 2011 oder 2012 eine Diplom- oder Master-arbeit bzw. eine
Dissertation eingereicht haben.

Voraussetzung fiir den Studienpreis fiir Diplomarbeiten ist ein Abschluss eines
Magister- oder Diplomstudiums an einer Osterreichischen Universitit. Vorausset-
zung fiir den Studienpreis fiir Dissertationen ist entweder der Abschluss des Dok-
toratsstudiums an einer Osterreichischen Universitiat oder, im Falle eines Dokto-
ratsstudiums an einer ausldndischen Universitit, das Vorliegen eines abgeschlos-
senen Magister- oder Diplomstudiums an einer dsterreichischen Universitit. Die
Nominierung muss durch einen zum Zeitpunkt der Nominierung in Osterreich an
einer Universitidt oder Forschungseinrichtung beschéftigten Mathematiker bzw.
eine Mathematikerin erfolgen.

Der Vorschlag muss bis spitestens 15. Mirz 2013 beim Vorsitzenden der OMG
einlangen und folgende Unterlagen enthalten:

1. Ein Exemplar der als besonders hoch qualifiziert bewerteten mathemati-
schen Diplomarbeit bzw. Dissertation;

2. zwei begriindete Bewertungen dieser Diplomarbeit bzw. Dissertation;

3. einen Lebenslauf des Kandidaten bzw. der Kandidatin einschlieBlich kurzer
Beschreibung des Studienablaufs.

Aus den eingereichten Vorschlidgen werden durch eine vom Vorstand der OMG
eingesetzte Begutachtungskommission die Preistriager ermittelt. Jeder OMG-Stu-
dienpreis ist mit 500 € dotiert. Jeder Preistriger erhilt eine Urkunde.

Sollte der Preistriiger oder die Preistriigerin noch nicht Mitglied der OMG sein, so

wird er bzw. sie auf Wunsch in die OMG aufgenommen und vom Mitgliedsbeitrag
fiir das erste Jahr befreit.

(Michael Drmota, Vorsitzender der OMG)

Adpresse fiir Einsendungen:
Univ.Prof. Dr. Michael Drmota
Technische Universitit Wien
Wiedner Hauptstrale 8—10/104
1040 Wien
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Ausschreibung der Schiilerinnen-
und Schiilerpreise der OMG

Die Osterreichische Mathematische Gesellschaft zeichnet herausragende Fachbe-
reichsarbeiten in Mathematik oder Darstellender Geometrie an Osterreichischen
Schulen mit Preisen aus.

Diese Arbeiten miissen bis 15. Mirz 2013 in der OMG (Univ. Prof. Dr. Micha-
el Drmota, Technische Universitit Wien, Wiedner HauptstraBe 8—10/104, 1040
Wien) einlangen und werden von einer Jury begutachtet.

Die Verfasserinnen und Verfasser jener Arbeiten, die im Zuge dieser Begutach-
tung in die engere Wahl kommen, werden zu einem Kurzvortrag eingeladen, in
dem sie ihre Arbeit prisentieren. AnschlieBend erfolgt im Rahmen einer Feier die
Preisverleihung. Diese Veranstaltung, zu der auch die betreuenden Lehrerinnen
und Lehrer eingeladen sind, findet im Rahmen des Lehrer- und Lehrerinnentages
beim Kongress der Osterreichischen Mathematischen Gesellschaft und der Deut-
schen Mathematikervereinigung an der Universitit Innsbruck statt (voraussicht-
lich am 27. September 2013 um 14 Uhr, Innrain 52).

Die OMG bittet alle ihre Mitglieder und die Leserinnen und Leser der IMN, poten-
tielle Interessenten von dieser Einladung zu informieren und Schulen zur Teilnah-
me zu ermuntern.

(Michael Drmota, Vorsitzender der OMG)

Adpresse fiir Einsendungen:
Univ.Prof. Dr. Michael Drmota
Technische Universitit Wien
Wiedner Hauptstrale 8—10/104
1040 Wien
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