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,,ULTRASCHARFE“ FOTOS?

Sind Fotografien Zentralprojektionen?

Fotografie iibt auf viele Menschen eine Faszination aus — auch auf Mathematiker und insbesonde-
re auf Geometrie-Begeisterte. Im Geometrie-Unterricht sagt man etwas vereinfachend: Fotografien
entsprechen Zentralprojektionen (Perspektiven) des Raums. Damit geht eine Reduktion des dreidi-
mensionalen Raums in die zweidimensionale Ebene einher. Als ,,Beweis* gilt, dass man aus mehre-
ren Fotografien mit recht guter Genauigkeit die fotografierte riumliche Szene rekonstruieren kann.
Voraussetzung ist allerdings, dass qualitativ hochwertige Linsensysteme verwendet werden, die ins-
besondere geradlinige Kanten exakt geradlinig abbilden.

Auch wenn die Idee fiir Szenen mit groBeren technischen Objekten wie Polyedern (z. B. Zimmer
samt Einrichtung oder Gebéude) gar nicht schlecht funktioniert, gibt es doch massive Probleme im
Makrobereich, also bei Fotografien von Objekten, die nur wenige Zentimeter grof3 oder gar kleiner
sind.

Ein unmégliches Foto

Die in Fig. 1 abgebildeten knapp 1 cm groBen Fliegen unterscheiden sich fototechnisch bei genaue-
rem Hinsehen grundlegend. Das Foto links (mit dem herausgewiirgten Verdauungssaft) ist durchge-
hend scharf. Ein Insektenfotograf wird hier stutzig: Selbst mit den besten Makroobjektiven scheint



so ein Foto ndmlich unmdoglich — auch bei Verwendung einer teuren Ausriistung mit speziellen
Makroobjektiven, Makroblitzen und der groBtmoglichen Blendenzahl, wie beim rechten Foto, wo
winzige Wassertropfchen auf den Komplexaugen zu sehen sind.

Hier treten zwei Fragen auf: Warum kann man ein so kleines Objekt wie eine Fliege nicht durchge-
hend scharf fotografisch abbilden, und wie scheint es dann doch zu gehen? Dieser Aufsatz soll die
Sache mathematisch-geometrisch kliren.

Die Linsengleichung

a5 _J In der Physik wird die Wirkungsweise einer Linse
' (oder eines gut abgestimmten Linsensystems) wie
P folgt erklirt: Sei P ein Punkt der realen Welt. Er
emittiert (reflektiert) nach allen Richtungen Licht-
strahlen. Zwei davon haben beim Durchgang durch
lc\ das Linsensystem leicht vorhersehbare Eigenschaf-
e @ (O B ten. Der Hauptstrahl durch das Linsenzentrum C
v/ wird nicht gebrochen, wihrend der Strahl parallel
zur optischen Achse nach der Brechung durch den
Brennpunkt F* geht. Hinter der Linse (dem Linsen-
system) treffen sich die beiden Strahlen — und alle
anderen — in einem Bildpunkt P*.
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Aus Fig. 2 lasst sich daraus unter Verwendung von @hnlichen Dreiecken die Linsengleichung ablei-
ten:
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Dabei ist f die Brennweite, und d bzw. d* sind die orientierten Abstinde des Raumpunkts P bzw.
Bildpunkts P* von der Symmetrieebene durch das Linsenzentrum C.

Durch Rotation um die optische Achse kann man so zu jedem Raumpunkt den zugehorigen Bild-
punkt ermitteln.

Die GauBsche Kollineation

Setzen wir d = kf. Dann ergibt sich aus der Linsengleichung
k d

2 d* = f = .

2) k—1 f k—1

Nach dem Strahlensatz ergibt sich damit fiir die Abstinde eines Raumpunkts P und dessen Bild-
punkt P* vom Zentrum C die einfache Beziehung

N 1 —
3 CpP*=——-CP.

3) 1

Auch wenn die geometrische Abbildung P — P* in beide Richtungen funktioniert, wird eine Kame-

ra nur jenen Halbraum abbilden konnen, dessen Punkte weiter als die Brennweite f vor der Linse

liegen (k > 1): Punkte in der Ebene durch den Punkt F senkrecht zur optischen Achse werden auf

Fernpunkte abgebildet, weil dann der Nenner k — 1 verschwindet.

Es ist leicht zu zeigen, dass die Abbildung P — P* geradentreu ist: Sei g eine beliebige Gerade
des Raums. Diese kann stets als Schnitt zweier spezieller Ebenen € und ¢ definiert werden. Dabei
ist € die Verbindungsebene von g mit dem Zentrum C und ¢ ist jene Ebene durch g, die parallel



zur optischen Achse ist. € geht in sich iiber (¢* = €), weil man sich die Ebene als Biischel von
Hauptstrahlen denken kann. Die andere Ebene ¢* kann man sich aus Strahlen parallel zur optischen
Achse vorstellen, die in ein Biischel durch den Brennpunkt F* und die Schnittgerade von ¢ mit der
Symmetrieebene iibergehen. Das Bild g* von g ist der Schnitt von €* und ¢* und somit eine Gerade.
Unsere Abbildung P — P* ist folglich eine Kollineation — was ja der Fachausdruck fiir geradentreue
Abbildung ist'. Diese Erkenntnis geht auf C. F. GAUSS zuriick.

Der Zusammenhang mit der Fotografie

Mittels der einfachen Formel (3) lassen sich rdumliche Objekte, die aus vielen Punkten zusammen-
gesetzt sind, sehr einfach in ebenso rdumliche Objekte transformieren. Wo bleibt da der Zusammen-
hang mit der Fotografie, die ja ein zweidimensionales Ergebnis liefert?

Betrachten wir wieder einen Punkt P im Abstand d von der Symmetrieebene (Kollineationsebene).
Befindet sich die Ebene w des Sensors unserer Kamera zufillig im Abstand d* von der Hauptebene,
liegt der Bildpunkt P* in m. So gesehen wird also der Schnitt des abzubildenden Objekts mit der
»dchirfenebene® durch P im Abstand d parallel zur Kollineationsebene scharf in der Sensorebene
abgebildet®. Alle anderen Punkte erscheinen mehr oder weniger unscharf.

Das Ausmal} der Unschirfe hingt, wie wir noch sehen werden, von verschiedenen Parametern ab.
Ein entscheidender Parameter ist die Groe des Abstands des fotografierten Objekts im Verhiltnis
zur Brennweite.

,Elefantenfotografie* vs. ,,Fliegenfotografie‘

Betrachten wir zunichst die Abbildung eines ,,groBen* Objekts aus groBer Distanz. Gemeint ist
dabei die Relation der Ausmalle des Objekts zur Brennweite f (Fig. 3).

Fiir Punkte mit groBBer Distanz

d=k-f (k>>1) variiert die

Bildweite d/(k—1) (Formel 2)

nicht allzu sehr.

Das kollineare virtuelle Ob-

——-jekt hinter der Linse wird da-
mit stark abgeflacht sein und
dementsprechend wird die Un-
schirfe jener Punkte, die nicht
genau in der Schirfenebene
liegen, gering ausfallen. Von
einem Elefanten ein bildfiil-
lendes scharfes Foto zu ma-
chen, ist also kein Problem.

Figur 3

Je kleiner ein zu fotografierendes Objekt ist bzw. je niher dieses Objekt an die ,,verbotene* Ver-
schwindungsebene riickt (Fig. 4), desto mehr wird der Ausdruck f/(f —d) = 1/(1 —k) in der

TR Eingeweihte: Die Abbildung ist eine ganz spezielle perspektive Kollineation: Das Zentrum liegt in der Kollineati-
onsebene (der Symmetrieebene). So eine Kollineation nennt man Elation.

2Man hitte mit dem Hausverstand annehmen konnen, dass in der fotografischen Abbildung all jene Punkte scharf
abgebildet werden, die vom Linsenzentrum einen bestimmten konstanten Abstand haben (also auf einer Kugel um C
liegen), der vom Abstand d* der Sensorebene abhiingt. Dies ist aber nach der Linsengleichung nicht der Fall, denn
besagte Punkte liegen allesamt in einer Ebene, der Schdrfenebene im Abstand d.



Transformationsformel (3) variieren. Dadurch wird die Unschirfe der Punkte zu einem echten Pro-
blem.

Anmerkung: Kleine Brennweiten f wirken sich offensichtlich positiv auf die Schirfentiefe aus,
weil dann eine Fliege oder Schnecke im Verhéltnis zu f grofer wird. Kameras mit kleinen Sensoren
haben eine entsprechend kleinere Brennweite”.

Figur 4

Geometrie vs. Physik

In der Geometrie scheint die Sache einfach: Man schneide den Lichtstrahl durch das Linsenzentrum
mit der Sensorebene. Physikalisch gesehen ist das natiirlich nicht so: Ein einziger Lichtstrahl reicht
nicht aus, um den Sensor zu belichten. Man wird daher in der Hauptebene eine kreisformige Off-
nung — die Blende — einbauen miissen. Alle Lichtstrahlen, die von einem Raumpunkt P ausgehen,
liegen dann innerhalb eines schiefen Kreiskegels durch die Offnung, der in einen ebenfalls schiefen
Kreiskegel gebrochen wird (Fig. 5).

Real halfspace Die Gesamtheit aller Licht-
strahlen in diesem gebroche-
nen schiefen Kreiskegel be-
>, lichtet die Sensorebene nur
dann punktférmig, wenn P in
der Schdrfenebene liegt. Bei
Plane of allen anderen Punkten ergibt
sharpness sich am Sensor ein sog. Un-
schirfekreis (englisch: COC =
circle of confusion).

Virtual halfspace

collineation
plane

Figur 5

P* sensor plane

Man koénnte nun annehmen, dass man nur geniigend Licht verwenden miisse (Blitz), um die Blen-
deno6ffnung moglichst klein halten zu konnen (man spricht dann von einer hohen Blendenzahl). Dies

ist aber nur bis zu einem gewissen Limit moglich (die Blendenoffnung sollte jedenfalls mehr als
1 mm betragen). Verkleinert man weiter, bekommt man es mit den Welleneigenschaften des Lichts

30ft wird bei Werksangaben die Brennweite eines Objektivs z. B. mit 100 mm KB-4dquivalent angegeben, das heifit, das
Objektiv hitte bei einer Kleinbild-Sensorgrofie von 24 mm x 36 mm eine Brennweite von 100 mm. Wenn der Sensor aber
7. B. nur die AusmaBe 6 mm x 9 mm betrigt, erreicht man mit einer Brennweite von nur 25 mm denselben Bildeindruck.
Im speziellen Fall liegt ein Crop-Faktor 4 vor. Mittlerweile kann man sogar mit guten Smartphones wegen deren extrem
kurzen Brennweiten und entsprechend winzigen Sensoren (mit noch viel hoheren Crop-Faktoren) erstaunlich scharfe
Makrofotos machen. Das Problem ist hier allerdings die hohe Anzahl der Pixel auf kleinstem Raum, die unweigerlich
Qualitdtseinbuflen nach sich zieht.



zu tun: Es kommt zu einer Beugung am Rand der Offnung, was eine unangenehme Beugungs-
unschdrfe erzeugt. Das Optimum liegt dann bei einer von den Objektivherstellern angegebenen
forderlichen Blende. Fotografen wissen: Das Uberschreiten der forderlichen Blendenzahl mindert
die Bildqualitit.

Focus stacking

Bei der Elefantenfotografie halten sich die Probleme in Grenzen und wenn man als Fotograf einen
Punkt anvisiert, der in etwa am Ende des ersten Drittels der gewiinschten Entfernungsbandbreite
liegt, wird das Bild zufriedenstellend scharf sein®.

In der Makrofotografie aber ist das Schirfenproblem gravierend — insbesondere, wenn es sich nicht
nur um kiinstlerische, sondern um wissenschaftliche Aufnahmen handelt.

Mittlerweile hat sich eine Technik namens focus stacking etabliert, die im Wesentlichen wie folgt
funktioniert: Die Kamera nimmt — in moglichst kurzem Zeitabstand — mehrere Bilder der Szene auf,
wobei der Abstand der Schirfenebene variiert wird. Auf diese Weise bekommt man eine Bilder-
serie, in denen der Reihe nach verschiedene Schichten des Objekts scharfgestellt sind. Die Theorie
der Bildbearbeitung ist mittlerweile schon sehr fortgeschritten und entsprechende Software kann
scharfe von unscharfen Bildpunkten unterscheiden.

Aus der gesamten Bilderserie wird dann in einem letzten Schritt ein scharfes Bild erzeugt. Wie gut

das sogar ohne Stativ funktionieren kann, soll Fig. 6 zeigen: Links sind exemplarisch das erste und

das letzte Bild einer solchen Serie zu abgebildet, rechts ist das Endergebnis zu sehen”.

40ft hat man als kiinstlerischer Fotograf das gegenteilige Problem: Man will ja gezielt mit Unschérfen arbeiten. Hier
empfiehlt sich die Verwendung groflerer Brennweiten und der sogenannten Offenblende.

SEin zusiitzlicher Vorteil der Methode ist, dass man im Normalfall kein ,,unendlich* scharfes Bild erhilt, sondern dass
eben eine gewisse Zone des Raums scharfgestellt ist. Unscharfe Hintergriinde ermoglichen ein Freistellen des abzubil-
denden Objekts und verhindern, dass der Blick des Betrachters durch unnétige Details abgelenkt ist.



Die Schiirfenebene tastet das Objekt ab

Fiir jede Position der Sensorebene (Abstand d*) gibt es in der Gaulschen Kollineation somit genau
eine Schirfenebene (Abstand d), deren Position sich aus der Linsengleichung (1) ergibt:

4) d=fd*/(d" —f).

Bei einer marktiiblichen Kamera bleibt die Position der Sensorebene fest und die Position des Lin-
senzentrums C wandert beim Scharfstellen auf der optischen Achse vor und zuriick. Werden sehr
weit entfernte Punkte scharfgestellt, befindet sich C im Abstand f vor der Sensorebene (mit d* = f
ist d = o). Fotografieren wir ein zweidimensionales Gebilde — also z. B. eine Zeichnung — das sich
in einer Ebene parallel zur Sensorebene im Abstand s = d + d* befindet und stellen scharf, dann
nimmt das Zentrum C jene Position im Abstand d*von der Sensorebene ein, die es zu berechnen
gilt.

Mit Formel (4) gilt
(5) s=d/(d*—f) bzw. d—sd* +sf=0
Die zweideutige Losung dieser quadratischen Gleichung ist
2
s s
d*=—-44\/——
2=V

Damit der Ausdruck unter der Wurzel nicht negativ ist, muss s > 4 f sein. Dies ist wegen der Vor-
aussetzung d > f tatsdchlich immer der Fall (bei d = d* = 2f fallen die Losungen zusammen). In
der Tat sind beide Losungen stets zulédssig, wobei man bei der Berechnung einer Serie von Kame-
rapositionen sinnvollerweise immer bei einem Vorzeichen bleiben wird.

Liegt nun das Linsenzentrum im berechneten Abstand d* vor der festen Sensorebene T, bildet sich
unser zweidimensionales Gebilde erstens durchgehend scharf am Sensor ab, und zweitens erscheint
es dort ghnlich, also perspektivisch unverzerrt, wenn auch nicht mehr in wahrer Grofe.

Kehren wir nun wieder zu drei-
dimensionalen Objekten zuriick.
Wenn wir von so einem Objekt
eine Serie von Fotos bei geziel-
ter Verdnderung der Distanz des
Linsenzentrums machen, erhalten
wir Fotos, auf denen jeweils eine
Schichtenlinie des Objekts scharf
und im Wesentlichen unverzerrt —
nidmlich nur skaliert — abgebildet
wird. Um die Sache zu illustrie-
-~~ren, wurde in Fig. 7 in einer Si-
mulation des Vorgangs ein Wiir-
fel auf diese Weise in Schichten,
die Dreiecke, Vierecke, Fiunfecke
oder Sechsecke sein konnen, ab-
gebildet. Wenn wir die erhaltenen
Bilder nun einfach nur iibereinan-
der legen, kommen wir allerdings




auf seltsam verdnderte Perspektiven (siehe dazu auch Fig. 8 links). Geraden — etwa die Kanten des
Wiirfels — werden dabei gekriimmt abgebildet (man kann zeigen, dass es Parabeln sind). Das liegt
natiirlich daran, dass durch die unterschiedliche Distanz des Linsenzentrums von der Sensorebene
die Schichtenlinien proportional zu dieser Distanz skaliert sind.

Umrechnung des Scan-Vorgangs in Normal- und Zentralprojektion

Genau genommen haben wir auf diese Weise unser Objekt dreidimensional gescannt — wenn auch
unter der Einschrinkung, dass nur die vom jeweiligen Zentrum sichtbaren Schichtenlinien er-
fasst wurden. Wir wollen nun noch gekonnt skalieren, um die Verhiltnisse im wéhrend des Scan-
Vorgangs sichtbaren dreidimensionalen realen Raum rechnerisch unter Kontrolle zu bekommen.

Sei t eine Strecke in der Schirfenebene, also im Raum, und #* die zu ihr parallele Strecke in der
Sensorebene 7, dann gilt nach dem Strahlensatz ¢ : d = t* : d*. Mit dem Skalierungsfaktor

(6) A=d/d*

kann man also die wahre Lénge ¢ aus der Bildldnge berechnen. Skaliert man alle Bilder der Serie mit
dem von Bild zu Bild wechselnden Faktor, erhidlt man dann eine Normalprojektion des Objekts (vgl.
dazu Fig. 8 Mitte). Das ist insofern besonders, als man mit einem einzelnen Foto niemals eine Nor-
malprojektion erreichen kann, es sei denn durch ein astronomisches Teleskop mit fast unendlicher
Brennweite®.

A

Figur 8

Um eine exakte Zentralprojektion (Perspektive) zu erreichen, wo ausschlieBlich eindeutig erfasste
Punkte verwertet werden, wird man daher als Zentrum jene Position wéhlen, an der das Linsen-
zentrum war, als die letzten noch sichtbaren Punkte des abzubildenden Objekts scharf erschienen
(d = d,, maximal = d* = d;, minimal). Das i-te Bild wird dann nicht nur gemif3 Formel (6) mit
dem Faktor A; = d;/d;", sondern zusitzlich mit dem Faktor d;;, /d,, skaliert:
(7) _ 4

H= a7 d,
Wenn man jetzt die Bilderserie der Software zur Erkennung der scharfen Pixel {ibergibt, erhélt man
mit graphischer Genauigkeit ein scharfes und perspektivisch korrektes Bild, wie man in Fig. 8 rechts
sehen kann.

SEine Einschrinkung ist allerdings gegeben: Selbst aus mehreren Positionen aus der optischen Achse kann man nicht
immer so viel auf einer Oberfliche eines Objekts erkennen wie bei einer echten Normalprojektion. Man denke etwa an
ein Raumschiff, das sich dem Mond nihert. Von ihm aus wird man niemals 50% der Mondoberfliche sehen konnen,
wie von der Erde aus.



Figur 9 - . Figur 10 ;
So besteht das Foto der quadratischen Briefmarke in Fig. 9 relativ gut die strengen geometrischen
Tests, die man anwenden kann, um die Korrektheit einer Perspektive zu testen, ebenso das ,,geome-
trische Stillleben* in Fig. 10. Das ist deshalb wichtig, weil man in der Praxis ja nicht geometrische
Miniaturfiguren, sondern Lebewesen oder andere Gegenstinde der Natur fotografiert. Die Briefmar-
ke bildfiillend scharf zu fotografieren, ist eine klassische Aufgabe der Makrofotografie, wihrend das
Stillleben im Verhiltnis dazu schon eine mittelgroe Szene und entsprechend leichter durchgehend
scharf zu fotografieren ist.

Ausblick

Vom mathematisch/geometrischen Standpunkt ist noch anzumerken, dass man mit dem vielfach
fotografierten Objekt auf Grund der rdaumlichen Erfassung noch einiges mehr ,,anfangen* kann,
etwa 3D-Modelle erstellen. Jedenfalls sollte man mit focus stacking im Makrobereich Ergebnisse
erreichen konnen, die unter Laborbedingungen an jene von Laserscannern herankommen — wobei
die Technologie einfacher, schneller und billiger ist.

g Wenn die Objekte Kleintiere sind, kommt das
Problem dazu, dass diese eher selten bewegungs-
los verharren, zumindest aber Fiihler oder einzel-
ne Glieder bewegen (Fig. 11). Hier sollte die Bild-
serie in ldngstens einer Zehntelsekunde abgear-
beitet sein, was wohl bei der rasanten technolo-
gischen Entwicklung in wenigen Jahren moglich
| sein wird. Derzeit brauchen handelsiibliche Ka-
meras noch etwa eine halbe Sekunde fiir eine vol-
le Serie von 8 bis 10 Bildern, wobei der Flaschen-
hals beim Zeitverbrauch nicht das Abspeichern
der Bilder, sondern das Neu-Justieren des Fokus
ist.

Vom isthetischen Standpunkt aus reichen fiir be-
merkenswerte Insektenfotos aber oft auch zwei,
drei Bilder des Tiers. In Fig. 11 war wichtig, die
Augen und die Greifzangen der Gottesanbeterin
scharf zu bekommen, beim restlichen Korper stort
es nur marginal, dass dieser unscharf erscheint.

Figur 11

Georg Glaeser



