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DIE SYLVESTERSCHEN REIHEN

Im Jahr 1880 hat James J. Sylvester einen Algorithmus vorgeschlagen, der es gestattet, eine rationale
Zahl x = %, 0 < a < b, als endliche Summe von Stammbriichen, deren Nenner streng monoton
wachsen sollen, zu schreiben:
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Ist x eine reelle Zahl mit 0 < x < 1, so gibt es genau eine ganze Zahl k; > 1, so dass
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gilt. Dann ist
1
= k1 +x1

Aus der Gleichung ki — k}% =% ( GES) folgt 0 <x1 < % (le)

Ist O < x1, so wiederholt man das Verfahren und erhélt

1
ky+1

Istx; =0, soistx = T +1

x| = + X2

und
L S
X = X
kil k1 2

Allerdings gilt dabei kp > kj (k; + 1) und daher k; > k;.

Istxp, =0, soistx = ﬁ + ﬁ Ist x, > 0, so mache man weiter und landet bei
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Dabei gilt nun k3 > ky(ky + 1) und daher k3 > k;.

Um zu zeigen, dass dieser Algorithmus fiir eine rationale Zahl x = 7 mit 0 < a < b tatsichlich

abbricht, formen wir den Algorithmus etwas um. Wir setzen voraus, dass der Bruch schon gekiirzt
ist.
Ista =1, so setzen wir k; + 1 = b. Ist a > 2, so verwenden wir den Euklidischen Divisionsalgorith-
mus und schreiben

b=kia+ri=(k +1)a+r—a, 0<r <a.



Dann ist
a 1 a—ry

b kil blatl)
List g < % Dies bedeutet, dass wir die gleiche Darstellung
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wie oben erhalten.

Ista—r; =1, so setzen wir ky + 1 = b(k; +1). Ista— r; > 2, so wiederholen wir das Verfahren und
schreiben
b(kl + 1) :kz(a—r1)+r2 = (k2+1)(a—r1)+r1 +ry—a.

Dies ergibt

a 1 n 1 n a—ry—rnr
b ki+1 k+1 blki+1)(k+1)

Jedenfalls gibt es ein n > 1, so dass

a—r —--—rp_1=1
gilt, und mit k, + 1 =b(ky +1)(ka+ 1) - - - (k,—1 + 1) erhalten wir
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Damit ist gezeigt, dass die Sylvestersche Reihe einer rationalen Zahl eine endliche Summe von
Stammbriichen ist.

Wir geben zwei Beispiele!

(1) Seix:%.Dannist 13=4-341=5-3—2 und daher
31 2
B35 6
Weiters ist sodann 65 =32-2+4 1 =332 — 1 und daher
3 1 1 1
35765 2145
2) Seix:ﬁ.Dannist44:2-15+14:3-15—1undsomit

15 1 1
M 3 m
Aus der Herleitung der Formel
a 1
b htl kel Tkl

ist ersichtlich, dass n < a sein muss. Michael Mays hat sich mit der Frage beschiftigt, in welchen
Fillen der schlechteste Fall n = a zu erwarten ist. Dies ist genau dann der Fall, wennr; =rp =... =
r, = 1 gilt. Dies fiihrt auf die Gleichungen
b—1 b(ky+1)—1 blki+1)(kr+1)—1
ki = , hkh=— k= ;
a a—1 a—?2

vy kn=blk+ D)o+ 1) (kyy +1)— L.




Diese Gleichungen konnen in einfachen Fillen rekursiv gelost werden.

Der Fall a =n = 2. Hier ist

b—1
klzT, kzzb(kl—i—l)—l
Es muss b eine ungerade Zahl sein! b = 3 ergibt k; = 1 und k, = 5 und somit
2 1 N 1
3 26
b =7 etwa fiihrt auf £y = 3 und k» = 27 und somit zu
2 1 1
7 4 28
Der Fall a =n = 3. Hier muss gelten
b—1 blki+1)—1
=" k= % ks = b(ky + 1) (ko + 1) — 1.

Nun b = 4 passt leider nicht, denn dann ist k; = 1, aber ky = % ist keine ganze Zahl! Tatsédchlich ist
die Sylvestersche Darstellung von % durch

1
4 2
gegeben. Diese Darstellung hat aber die Léange 2.

Der néchste Versuch, b =7, gelingt. Dann ist k; = 2, k» = 10 und k3 = 230 und daher
3 1 1 1

773711 B
Auch b = 10 passt wieder nicht, wohl aber b = 13.

!
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Der Fall a = n = 4. Hier haben wir
klzb_l kz:b(k1+1)_l k3:b(k1+1)(k2+1)—1
4 9 3 ) 2 )
ky = b(k] —+ 1)(k2+ 1)(/(3 + 1) -1,
und b = 17 ist die kleinste Losung. Man findet k; = 4, kp = 28, k3 = 1232 und k4 = 3039344 und
erhilt die etwas verbliiffende Darstellung

4 1,11
17 529 1233 ' 3039345

Ubrigens: Informationen zu Sylvesterschen und anderen Reihenentwicklungen fiir reelle Zahlen
finden sich in [2, Chapter 3].
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