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EIN HUBSCHER ALGORITHMUS UND EIN LEICHTER BEWEIS EINES
VERBLUFFENDEN SATZES

Man nennt zwei Mengen A und B gleichmdichtig, wenn es eine bijektive Abbildung y : A — B
gibt. Man kann auch sagen, dass in diesem Fall A und B ,.gleich viele* Punkte haben. Hier soll ein
einfacher Beweis gegeben werden, dass das Intervall {x : 0 < x < 1} und das Quadrat {(§,m) : 0 <
£ <1,0<n < 1} gleich viele Punkte haben. Dieser Beweis konnte fiir Schiilerinnen und Schiiler der
letzten Schulstufen einen interessanten Einstieg in Georg Cantors berithmt-beriichtigte Mengenlehre
bedeuten.

Wir benutzen einen Algorithmus, der oft mit dem Namen von Friedrich Hirzebruch verbunden wird,
der aber von Erna Zurl in einer Publikation aus 1935 untersucht wurde (biographische Details findet
man in Oskar Perrons Buch Die Lehre von den Kettenbriichen). Man betrachte dazu die Abbildung

H:(0,1] — (0,1],
H(x) :b—1 fiir ! <x< L, b=2,3,,4...
X b ~b—-1
(d.h. b = b(x) = by ist die kleinste ganze Zahl, die grofer als der Kehrtwert 1 /x ist). Beachte, dass
stets 0 < H(x) <1 gilt. Daraus ergibt sich

1
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Wenn in der letzten Formel x durch H (x) ersetzt und by = b(H (x)) gesetzt wird, ergibt sich
1
Hx)=—i—7—.
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Durch Iteration erhilt man die Entwicklung
1 1 1 1
X = = = =
b-H() 1 , 1 , 1
Y —HHE) 1 ! 1
by by —

by —H(H(H(x)))

Diese sogenannte Kettenbruchentwicklung ist fiir jede Zahl x € (0, 1] unendlich und eindeutig! Die
rationalen Zahlen bilden keine Ausnahme. Fiir x = 1 ergibt sich zum Beispiel wegen b1 = 2 und
H (1) = 1 die periodische Entwicklung



2 ...

Um fiir eine allgemeine rationale Zahl x = g (0 < p < g) einzusehen, dass die Kettenbruchentwick-
lung unendlich und periodisch ist, berechnen wir zuerst

bip—
H(x)=b -1 =21P"9_PL
p p q1
Wegen ‘7; < bl+1 isth) —1< I% und der Zihler p; = pb — q ist kleiner oder gleich p. Wir erhalten
H,(x)=H(H(...(x)...)= % mit Zdhlern py > py > p3.... SchlieBlich mufl einmal p, = b, p,—1 —

qn—1 = pn—1 gelten, was auf H, | = Z ”’1‘ = Tl—l und H,(x) = 1 fiihrt. In diesem Fall geht der

Kettenbruch, wie oben fiir x = 1 beschrieBen, unendlich periodisch weiter.

Als néchstes tliberlegen wir uns, dass einer beliebigen Folge b1,b;,b3,... > 2 auch tatsdchlich eine
reelle Zahl x € (0, 1] entspricht. Die Folge
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b_l’bl’b 1
1=, n 1

by — —
2 by

ist wachsend (durch Subtraktion im Nenner werden Briiche grofer) und sie ist nach oben durch 1
beschrinkt, sie besitzt also einen Grenzwert x € (0, 1]. Diese Zahl x ist offensichtlich so konstruiert,
dass ihre Kettenbruchentwicklung genau die gegebenen Nenner by, b,, ... besitzt.

, und so weiter

Wir sind nun in der Lage, den angekiindigten Beweis zu fiihren. Fiir

1
X =
b 1
! 1
by —
b3 —
setze man
- 1 B 1
! 1 2 1
by — —— by —
bs— --- bg— -

So werden aus einer reellen Zahl x € (0, 1] zwei reelle Zahlen &, € (0, 1], und umgekehrt kann man
aus beliebigen &,m € (0, 1] durch Mischen der Kettenbruchentwicklungen eine einzige reelle Zahl x
erzeugen.1 FE Schweiger

TAls kleines Postskriptum sei angemerkt, dass man dieselbe Idee auch mit der bekannten Dezimalbruchentwick-
lung versuchen kann, aber dann erfordern die rationalen Zahlen bzw. die periodischen Entwicklungen eine gesonderte
Behandlung.



