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EIN BEWAHRTER WEG ZUR LOSUNG EINFACHER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

In der Oberstufe verschiedener Schulen, vor allem im technischen Bereich, werden zu Recht Diffe-
rentialgleichungen untersucht. Eine bewihrte Methode ist es, ohne viele theoretische Betrachtungen
formal zu arbeiten. Was heif3t formal? Man verwendet Techniken, mit denen man darauf los rechnet,
aber Fragen der Existenz oder Konvergenz einmal vergisst!

Fiihren wir daher den Differentialoperator Df := f' ein, so konnen wir y(x) = ™ als Eigenfunktion
zum Eigenwert A auffassen und schreiben: Dy = Ay oder dquivalent (D — A1)y = 0. Diese Form
eignet sich fiir das Losen mancher inhomogener Gleichungen

Y (%) = hy(x) = s(x),
wo s(x) als Storfunktion bezeichnet wird. Die Gleichung
(D—M)y=

ist dquivalent zu
D s

W=
Nun erinnern wir uns an die Summenformel fiir die geometrische Reihe! Bekanntlich gilt fiir |z| < 1
die Formel

(1-

ZZ =l4+z+24+2+..

1—z =0
Warum soll man es dann nicht mit der Formel
1 = D D D?
—5 =Y F)=1+—+ 5 +...
versuchen? Dies ergibt die formale Lt')sung
1 s//
Z (54> 5 s a3t

Aussicht auf Erfolg haben wir, wenn die Reihe rechts konvergiert. Dies ist sicher der Fall, wenn
etwa s+ = 0 fiir ein n > 0 gilt, d.h. die Storfunktion ist ein Polynom

s(x) =Ag+Ax+---+AX".
Ist etwa s(x) = 1 +x2, dann liefert diese Formel die Losung

1 2x 2 x22+2xx+x2+2
y(x) = k(1+x T +7»2) 23




Die Methode geht auch gut, wenn die Ableitungen der Storfunktion s beschrinkt sind, etwa bei
s(x) = sinx. Dann ist

) 1 (sinx+ COosXx sinx  cosx Foe) —Asinx —cosx
X)) = —— X — — e ) =

g » R E 221

Die Summierung der geometrischen Reihen erfordert eigentlich |7%| < 1, aber im Endergebnis kann
A beliebig sein und die angegebene Funktion ist, wie man durch Einsetzen bestitigt, Losung der
Differentialgleichung!

Genauso erfolgreich ist man mit s(x) = ¢**. Man erhilt

et u P et
= (1+Z542 4 )= )
y) == (I s omt ) Y
Dies ist eine Losung, wenn u # A. Fiir A = u versagt diese Methode, aber ein Trick hilft weiter, denn
ey — hx
y(x) = y——k
ist fiir A # u ebenfalls eine Losung. Setzen wir u = A+ h, so erhélt man
o hx (A+h)x _ hx
llme ¢ zlime ¢ = xe™
p—h H—A h—0 h

Diese Funktion ist, wie man sich liberzeugen kann, eine Losung.
Eine andere Gleichung ist die Schwingungsgleichung
Y'(x) + @’y(x) = 0.

Dies ist die Gleichung einer ungeddmpften Schwingung. Die Einfiihrung des Differentialoperators
D legt einen dhnlichen Weg nahe. Man schreibe die Gleichung

Y'(x) +0’y(x) =0
in der Form
(D* + 0*1)y = 0.
Mit Hilfe komplexer Zahlen, deren Nutzen sich hier wieder zeigt, ist aber
(D* 4+ 0*1)y = (D +iwl)(D — iol)y = 0.
Daher sollte (D +iwl)y = 0 oder (D — i®l)y = 0 sein. Dann sind aber y(x) = ¢ ~“** und y(x) = '™
Losungen. Die Formeln von Euler ergeben dann die Linearkombinationen

cosx =
2

und
- lox _ p—iex
sinx = -
2i

als reelle Losungen.

Wie steht es mit der Gleichung fiir eine gedimpfte Schwingung? Dies ist die Gleichung

Y (%) + &y (x) + 0’y (x) = 0.



Nun wir wollen hier eine Anleihe bei der Herleitung der Losungsformel fiir quadratische Gleichun-
gen nehmen. Die Gleichung

X +ax+b=0
wird mittels der quadratischen Ergidnzung also der Verschiebung
_a
X = > +x
auf die Form
a2
=2 _4 b
4

gebracht. Wir probieren daher den Ansatz

Dann errechnet man, dass
Y'(x) +B5(x) =0

gilt, wo B = @* — é gilt. Dann sind die Funktionen e~ 2* cos Bx und e~ 2*sin Bx Losungen. Dabei
muss 0> — ’%42 < 0 sein (d .h. die Ddmpfung darf nicht zu stark werden!). Wenn o — % =0 gilt, ist
y"(x) = 0, also y(x) = A + Bx. Dann ist

¥(x) = " (A + Bx)
eine Losung der Differentialgleichung.
Man kann auch versuchen, die inhomogene Gleichung

(D*+ 1)y =s

mittels der geometrischen Reihe zu l6sen. Es ist sodann

1 1 p*> Dp*
oy = T st =),
D -+l 0 o
Die Storfunktion s(x) = x> — x? ergibt

, 208 +2  60x,  o* —200°x — o*x? +60x +20°
X — -5 + _4) - 6 :

® 0 [0
Klassisch ist die Untersuchung der Resonanzkatastrophe, wenn also die Storfunktion die Eigenfre-
quenz ® der Schwingung hat. Wihlen wir zunéchst eine andere Frequenz o, also

y(x) = é(xs -

¥ (x) + @?y(x) = sinowx.
Dann liefert die Formel die Losung
_ sinow
Wie zuvor ist auch ) ) ) )
) sinox —sin@x  sin Olx — sin X
X) = =
Y ®? — o? (0+a)(ow—0a)

eine Losung. Wir setzen o0 = @+ 4. Dann ist

sinox = sin(®+ &)x = sin Wxcos hx + cos @x sinzix

und daher ) ) )
. sin@xcos hx -+ cos Mx sin ix — sin ®x
lim = —XCOS MX.
h—0 —h




Somit ist
(x) = —ixcos 0x
Y= 00

die gesuchte Losung, die mit x — oo nicht beschridnkt bleibt, also zur Katastrophe fiihren wird.
Bekanntlich ist

1
y(x) = Asinwx + Bcos wx — g rcosx

die allgemeine Losung, aber die Katastrophe kann durch Wahl von A und B nicht abgewendet wer-
den. Besser wire der Einbau einer geeigneten Dimpfung.
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