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Wer fiirchtet sich vor der vollstindigen Induktion?

Als ich als Mathematik-Student zum ersten Mal einen Beweis ,,mit vollstandiger Induktion® vor-
gefiihrt bekam, hatte ich den Eindruck, hier geschehe etwas Geheimnisvolles aus den lichten Hohen
unzuginglicher Mathematik. Erst mit der Zeit habe ich begriffen, dass nur ein paar sehr einfache und
durchaus verstindliche Uberlegungen angestellt werden, um sicherzustellen, dass eine angeblich fiir
jede natiirliche Zahl n geltende Behauptung tatsichlich zutrifft.

Wir konnen uns etwa vorstellen, dass wir vor einer Leiter stehen (moglicherweise ist ihr Ende gar
nicht in Sicht) und uns besorgt fragen, ob wir wohl imstande sind, auf dieser Leiter beliebig hoch
hinaufzusteigen. Wir konnen jedenfalls dann beruhigt sein, wenn wir iiber zweierlei sicher sind:
erstens, dass wir es auf die erste Sprosse schaffen, und zweitens, dass wir imstande sind, von jeder
Stufe auf die ndchste hinaufzuklettern. Wenn beides zutrifft, sind wir sicher, dass wir von der ersten
Sprosse auf die zweite, von dieser auf die dritte usw. und schlielich auf jede beliebig hoch gelegene
Sprosse hinautkommen.

Eine fiir alle natiirliche Zahlen n aufgestellte Behauptung ist so eine Leiter. Beispielsweise konnen
wir uns fiir die Summe der ersten n natlirlichen Zahlen

n
s1(n) = Zk:1+2—|—---—|—n
k=1

interessieren.! Die Formel »s1(n) = @“ wire eine ,,Sprosse’ dieser Leiter, und ,hinaufklettern®

heift in diesem Falle, sich davon zu iiberzeugen, dass fiir jedes n diese Behauptung tatsdchlich
stimmt. Kommen wir auf die erste Sprosse hinauf? Stimmt es tatsichlich, dass s1(1) = % ist? Ja,
natiirlich, s;(1) = 1 und 172 ist ebenfalls 1 (das nennt man den ,,Induktionsbeginn®).

Nun nehmen wir an, wir hitten die n-te Sprosse bereits erstiegen, das heil3t, wir konnten uns bereits

darauf verlassen, dass fiir dieses n die Formel s (n) = @ stimmt (das nennt man die , Induktions-

voraussetzung; fiir n = 1 haben wir das ja gerade nachgepriift). Kénnen wir uns dann irgendwie
vergewissern, dass diese Formel auch fiir die ndchste Zahl n+ 1 an Stelle von n zutreffen muss?
Hier hilft uns die folgende Uberlegung: Die Summe sy(n+1) =Y k=1+2+--+n+(n+1)

10b man mit den , natiirlichen Zahlen* die Menge {0,1,2,3,...} oder die Menge {1,2,3,,... } meint, ist Ansichtssa-
che und offenbar der Mode unterworfen. Derzeit wird in Ostererreich in den vom zustindigen Ministerium verdffent-
lichten Lehrpldnen und Grundkompetenzen zur Reifepriifung davon ausgegangen, dass O zu den natiirlichen Zahlen
gehort. In diesem Mathe-Brief geht es uns um die Zahlen 1, 2, 3 und so weiter, wir wollen sie gerne, der Tradition
folgend, als die natiirliche Zahlen bezeichnen. Wer darauf besteht, dass die natiirlichen Zahlen auch O enthalten und
die hier vorkommenden Summen auch fiir den Fall n = 0 betrachten mochte, muss nur einer leeren Summe den Wert O
zuweisen, also zum Beispiel Y.0_, k = 0.



ist offenbar gleich s1(n+ 1) = s1(n) + (n+ 1). Weil wir bereits davon ausgehen konnen, dass
s1(n) = @ stimmt, konnen wir s;(n+ 1) tatsichlich ausrechnen:
siin+1) = si(n)+n+1
1
= @ tnt1
nn+1)+2(n+1)
2
(n+1)(n+2)
—
Das ist aber genau die Formel, nach der die Summe der ersten n + 1 natiirlichen Zahlen angeblich
zu berechnen ist. Wir sind also tatséchlich in der Lage, von Sprosse n auf Sprosse n+ 1 zu klimmen
(das nennt man den ,,Induktionsschritt”). Also — so schlieBen wir — stimmt die Formel fiir jede
natiirliche Zahl n.

Eine bekannte Anekdote berichtet, dass der berithmte Mathematiker GAUSS als Schiiler seinen Leh-
rer in Erstaunen versetzt hat, als dieser der Klasse, um eine zeitlang Ruhe zu haben, die Aufgabe
stellte, die Zahlen von 1 bis 100 zusammenzuzihlen. Gaul kam nach kurzer Zeit mit der Antwort
Die Summe ist 5050° daher. Gefragt, wie er denn darauf gekommen sei, erkléarte der Kleine ein-
fach, man konne doch jeweils die Zahlen 1 und 100, 2 und 99 usw. zu 101 zusammenzdhlen, und
das 50 mal machen.

Unsere Formel ergibt die gleiche Summe, wenn auch der kleine GauB fiir seine Uberlegung keine
vollstdndige Induktion brauchte. Wie steht es aber mit der Behauptung, die Summe s(n) der ersten
n Quadratzahlen

n
s2(n) =Y K =1+4+-+n?
k=1

wire gleich
nn+1)2n+1
Sz(n) = ( )6( ) ?

Versuchen wir es wieder mit vollstindiger Induktion: Gilt die Formel fiir » = 1 ? Jawohl, denn
123 _
6

= 1. Nehmen wir an, sie stimmt fiir ein festes n und priifen wir nach, ob sie dann auch fiir n+ 1
and Stelle von n gilt:

ss(n+1) = so(n)+(n+1)>
n(n+1)(2n+1)+6(n+1)>
(n+1)[n(2nf1)+6n+6]
(n+1)(2n2+67n+6)
(n+1)(n~6;2)(2n+3)

Wieder stellen wir fest: wenn die Formel fiir ein » stimmt, dann stimmt sie auch fiir die nidchste Zahl
n—+ 1, also muss sie fiir alle natiirlichen Zahlen stimmen.




Allerdings bleibt dabei die Frage offen, welche Quelle uns denn die Formel, deren Richtigkeit wir
bewiesen haben, geliefert haben konnte. Hier hilft ein Tip, — der natiirlich auch einmal bewiesen
werden muss, — wonach die Summe s, (n) der ersten n Potenzen 17, 27, ---  n” durch ein Polynom
des Grades p + 1 gegeben ist, also fiir p =2

(1) s2(n) = an® +bn®* +cn+d.

Und wie kommt man an die Koeffizienten a,b,c,d ?. Beispielsweise, indem man in (1) auf beiden
Seiten fiir n der Reihe nach vier Zahlen einsetzt. Das liefert vier lineare Gleichungen in den vier Un-
bekannten a,b,c,d, die man dann ausrechnen kann. Beispielsweise liefern die Zahlen n = 1,2,3,4
die Gleichungen

l=a+b+c+d

5S=8a+4b+2c+d
14=27a+9b+3c+d
30=64a+16b+4c+d

n on n n(2n?+3n+1 nn+1)2n+1
R e

Die Tatsache, dass d gleich Null ist, hitten wir auch schon aus der Gleichung s,(0) = 0 ableiten
konnen, allerdings mit etwas schlechtem Gewissen, weil der Fall n = 0 (Summe ohne Summanden)
eigentlich ausgeschlossen war.

Noch einfacher ist die folgende Berechnung:

n? =sy(n) —sy(n—1)

=an’+bn’ +cen+d—an—17° —b(n—12%—c(n—1)—d

=an® +bn*+cn+d—an’ +3an* —3an+a—bn* +2bn—b—cn+c—d

=3an’* —3an+a+2bn—b+c
) — 0= (3a—1)n* — (3a—2b)n+a—b+c
Weil das fiir jedes n gelten muss, ein quadratisches Polynom aber hochstens 2 Nullstellen haben
kann, folgt daraus unmittelbar, dass alle Koeffizienten dieses Polynoms verschwinden miissen, also

1 1 1
= — b = — = —.
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Unser Tip,

Behauptung. Fiir jede Wahl von p gibt es ein Polynom P vom Grad p + 1 mit rationalen Koeffizi-
enten und der Eigenschaft, dass
n
sp(n) = Zk” =1742P 4 ... 4nf = P(n)
k=1

fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt

ruft wieder nach vollstiandiger Induktion. Als Hilfsmittel {iberzeugen wir uns von folgender Tatsa-
che:



Hilfssatz. Fiir jede Wahl von p gibt es ein Polynom der Form?
p+1
P(n) = ap+|np+l +an’ +---+an= Z amn™

m=1
mit rationalen Koeffizienten, sodass fiir alle natiirlichen Zahlen gilt:
P(n)—P(n—1) =nP.

BEWEIS (des Hilfssatzes): Wir erinnern uns an (x — 1) = x" —mx" 1 + ( mim=1) ym=2 . & mx F1
und iiberlegen dann wie folgt: Wenn unsere Behauptung stimmt, dann muss
p+1 p+1

P(x)—P(x—1)—x" = Z’lamxm— Z,lam(x_l)m_

ein Polynom des Grades < p + 1 sein, das fiir alle natiirlichen Zahlen n den Wert 0 annimmt. Weil
ein nicht verschwindendes Polynom des Grades < p + 1 hochstens p 4 1 Nullstellen haben kann,
miissen also alle p + 1 Koeffizienten dieses Polynoms zu 0 werden. Das liefert p + 1 lineare Glei-
chungen in den Koeffizienten a,, (1 <m < p+ 1). Wenn man sich die Miihe macht, diese aufzustel-
len, erhilt man ein inhomogenes lineares Gleichungssystem in Dreiecksform, welches ohne weitere
Elimination von Variablen eindeutig und explizit auflosbar ist. Als Konsequenz sind auch alle Ko-
effizienten a,, (1 < m < p+ 1), die man aus diesem Gleichungssystem berechnen kann, rationale
Zahlen, wie schon in (2) gesehen; beispielsweise ist a, | = ﬁ. Jedenfalls ist damit das Polynom
P eindeutig bestimmt. U

BEWEIS (der Behauptung): Obwohl in unserer Hilfs-Uberlegung von ,allen natiirlichen Zahlen r*
die Rede war, hatte das bisher noch nichts mit vollstindiger Induktion zu tun, weil n bloB als Platz-
halter fiir beliebig einsetzbare Zahlen fungiert hat. Wenn wir aber behaupten, das gegenstindli-
che Polynom hitte fiir jedes n den gleichen Wert wie unsere Summe s,(n), miissen wir das mit
vollstdandiger Induktion nachweisen:

Wie steht es mit dem Induktionsbeginn? Fiir n = 1 ist P(1) — P(0) = P(1) = 1, also das Gleiche wie
sp(1) = 1. Wir gehen also davon aus, dass s,(n) = P(n) (das ist unsere Induktions-Voraussetzung)
und kiimmern uns um

spln1) = s,(m) + (n+1)7
— P(n) + (n+1)"
=P(n+1) (nach unserem Hilfssatz).

Damit haben wir aber den Induktionsschritt schon erfolgreich vollzogen und bewiesen, dass die
Behauptung (der ,,Tip*) zutreffend ist. U

Traut sich jetzt jemand iiber die Formel

i n+1)

Gilbert Helmberg

2Der Koeffizient von n? ist also 0.



Viele weitere interessante Aufgaben finden sich im Buch [3], das explizit fiir Schiilerinnen und
Schiiler verfasst wurde.
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