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Approximation von Quadratwurzeln

Vor der Erfindung elektronischer Rechner hat man viel Miihe verwendet oder verschwendet, Algorithmen
zur Approximation von Quadratwurzeln zu finden. Ein bemerkenswertes Resultat ist mit G. Stratemeyer [3]
verbunden:

Man wihle eine ganze Zahl fy > 2 und berechne mittels der Rekursionsformel
try1 = ZZ% —1

die Folge to,1,t2,.... Mit vollstindiger Induktion nach k lisst sich # > 2* zeigen (mit etwas mehr Sorgfalt
sogar t; > 22K) was wir spater brauchen: Fiir k =0 ist rg > 2 > 20 =1, und ter1 = 2t,f —1>2.2%k_1=
22k+1 1> 2k+1‘

Interessant ist die Beziehung
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Eine einfache Rechnung ergibt
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Wenn man jeweils eine Gleichung in die vorhergehende Gleichung einsetzt und das k-mal unternimmt, erhalt
man
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Der Ziahler des letzten Bruches ist kleiner als 1: Wegen 2¢#;, > 2K+ > 9 igt t,f —1> t,% 2+ 1= (ty— 1)2 und

te —\/t} — 1 <ty —+/(tx — 1)2 = 1. Deshalb ist grob geschiitzt
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und fiir k — oo ergibt sich die schone Reihe
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bzw. die Darstellung
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Nimmt man etwa fy = 2, so erhidlt man #; = 7, t, = 97 usw. und die Reihe
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die eine sehr gute Nédherung liefert! Schon die ersten drei Glieder liefern die gute Approximation von oben
V3~ 1,732142857142857.

Der korrekte Wert ist
V3 = 1,732050807568877.....

Viel friiher hat man schon entdeckt, dass fiir dieselbe Folge auch die Beziehung
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gilt. Tatsdchlich ist
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Daraus leitet man das unendliche Produkt
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her, das konvergiert, weil } ;" % < oo (vgl. z.B.[2]). Setzt man hier wieder #y) = 2, so ergibt das

1

\/3:(1+1)(1+%)(1+¥)...

2

Hier ergeben die ersten beiden Faktoren immerhin schon die untere Niherung

12
V3~ -~ 1,714285714285714...

Wer etwas mehr dariiber erfahren will, sei auf das schone alte Buch [1] von Oskar Perron, Irrationalzahlen
verwiesen.
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