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EINE ETWAS ANDERE ZAHLDARSTELLUNG

Die ganze Zahl g > 2 sei gegeben, und | o] beschreibe die nichstkleinere ganze Zahl zu o. Wir
betrachten die Abbildung

Tx=g-x—|[g-x]
fiir 0 <x < 1. Schreiben wir €; = €1(x) = | g- x|, so erhalten wir daraus

g Tx
X=—4+—
8§ 8
Wiederholt man dieses Verfahren und setzt €; = €; (T~ 'x), so erhilt man zunichst die Darstellung
€ & g, T"x
X=—+—5++—+
g & g &

Fiir g = 10 ist das die Dezimalbruchentwicklung von x.

So weit, so gut! Mathematische Neugier ldsst die Frage entstehen, was passiert, wenn man statt g
eine nichtganze Zahl B > 1 wihlt. Man betrachtet die Abbildung

Tx=Bx—[B-x].

Um konkret zu bleiben, wihlen wir fiir B die Zahl des Goldenen Schnitts, G = 1+2‘/§, also die

Zahl G > 1, die die Gleichung G> = G + 1 erfiillt. Fiir spitere Zwecke merken wir an, dass daher

L — G —1 gilt. Folgende Fille sind zu unterscheiden:

z=
Gx <1
x€1(0):=[0,5] = <& =|Gx/=0
Tx =G-x
G-Tx <1
entweder Tx € 1(0) — {Sz(x)zel(Tx):LG-ijzo
G-Tx >1

oderTx e I(1) := [é,l[ - {82(x>:gl<Tx);|_G-TxJ:1
xel(l)=[g1] = {g'(i)ii(;-szl

Tx=G-x—1€1(0) = {G-Tx i

1
&(x)=¢(Tx)=|G-Tx|] =0
Dies hat zur Folge, dass auf €| (x) = 0 die Ziffern €, = 0 und €, = 1 folgen kénnen, aber auf € (x) = 1
kann nur € = 0 folgen. Die Ziffernfolge 11 ist verboten!



Das Intervall ,,n-ter Ordnung™ I(gy,...,€,) sei gegeben durch

I(gy,....e0) ={x:€1(x) =¢€1, ..., €(x) = €,}.
Die Vereinigung aller solchen Intervalle ist das Einheits-Intervall 1. Ist etwa g = 2, so gibt es genau
2" Intervalle dieser Art, und es gilt 7"I(gy,...,&,) = [0, 1[. Fir B = G ist dies anders. Ein Intervall
n-ter Ordnung heiBt ,,voll*, wenn T"I(gy,...,€,) = I (das ist der Fall, wenn €, = 0) und ,,nicht voll*,
wenn T"I(gq,...,&,) = [0,G — 1] gilt (im letzten Fall ist €, = 1). So ist etwa

1(0,0) = [0, | (voll)

100,1) = [, &l (nicht voll)

1(1,0) =[5, 1] (voll)
(der geneigte Leser ist eingeladen, die fiinf Intervalle dritter Ordnung zu bestimmen).
Weil jede Anwendung von T auf das Intervall I(gy,...,€,) das Ausgangsintervall bijektiv in ein
Intervall der mit G multiplizierten Linge abbildet, ist die Linge eines vollen Intervalls % und

eines nicht vollen Intervalls % Aber wieviele volle Intervalle gibt es? Da kommen nun die Fi-
bonaccizahlen ins Spiel, also die Folge (F,), n = 1,2,3,..., definiert durch 1,1,2,3,5,... mit der
Rekursionsformel F, = F,, + F,,—1 (wir setzen Fy = 0). Es ist praktisch und (wenn man an die
Gleichung G> = G + 1 denkt) mit Induktion leicht zu beweisen, dass die Formel

G'"=F,G+F,

gilt.
Man tiberlegt nun, dass es genau F, ;| volle Intervalle I(gy,...,€,) gibt und F, nicht volle Inter-
valle: Es gilt namlich I(gy,...,&, = 0) = I(gy,...,€,,0) UI(€y,...,€,,1) und I(g1,...,&, = 1) =
I(g1,...,€,,0). Wenn A, die Anzahl der vollen Intervalle und B,, die Anzahl der nicht vollen Inter-
valle I(gq,...,€,) ist, gilt also

An—H = Ap+By

Byr1 = Ap, also

An—H = Ap+tAn-1.
Wegen A| =1 = F, und A, =2 = F3 ergibt sich A3 = F; und allgemein A,, = F,,;1, B, = F,. Da die
Summe aller Intervalllingen 1 ergeben muss, ergibt sich ausserdem

1 G—-1

Frst g+ Ry = 1.

Man kann auch fragen, wie sehen periodische Entwicklungen zu dieser Basis aus? Die ersten inter-
essanten Fille ergeben sich fiir die Periodenlédnge N = 3. Es handelt sich um folgende Ziffernfolgen.

= L x —_1 _ G-
o001.x—Ci3+G3,als0x—G3 _12.
C X —-_G _1
° 010.x-G2+G3,als0x G32 =7
RV X G- _ G
¢ 100:x=5+ g5, alsox=z—=7.

Wir listen noch die periodischen Entwicklungen fiir N = 4 auf. Dabei verwenden wir zur Vereinfa-
chung der Briiche die Gleichungen

G'—1=(G)?-1=(G+1)?-1=G*+2G+1-1=3G+1,
(3G—4)(G*—1)=(3G—4)(3G+1) =9G* - 12G+3G—-4=9G+9—-9G —4 =5.



R | X _ 1 _ 364
L OOOI-X—@‘F@,&ISOX—W_T,

R | X _ G _ 3-G
oOOlO.x—ﬁ—l—@,alsox—m_]—T
RS _ G* _ 26-1

° OlOO.x—G2+G4,alsox—G4_l_—5 )
G’ G+2

° IOOO:x:éﬁ—é,alsox:m:T.

Man kann sich fragen, warum etwa der Fall des Blockes 1010, welcher der Entwicklung x = (l; +

é + é entspricht, nicht aufscheint. Es wire dann x = % = 1. Im Falle g = 10 entspricht dies der
Reihe 1 =3}7, %, die die gelegentliche Mehrdeutigkeit der Dezimalzahldarstellung wiedergibt,

welche aber bei der Verwendung der Abbildung 7 nicht auftreten kann.

F. Schweiger



