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Schon ab der zweiten Klasse kann man der Frage nachgehen: Ist die Summe unendlich vieler Zahlen
unendlich grof3? Voraussetzung ist hierfiir, dass die Schiilerinnen und Schiiler sicher periodische und
nicht-periodische Dezimalzahlen als Briiche schreiben konnen (und umgekehrt). Dieser Mathebrief
bietet dazu eine Sammlung von Beispielen. Alle Aufgaben und Grafiken stammen aus [1].

ADDIERE UNENDLICH VIELE ZAHLEN!

Addieren von Dezimalbriichen. Ein Dezimalbruch (Zehnerbruch) ist ein Bruch, dessen Nenner
eine Zehnerpotenz 10% mit k € N ist.

Aufgabe 1. Berechne 15—0 + 15W + ﬁ + --- und gib das Ergebnis als Bruch an! Losung:

5 5 5 _ _ _ g
Ao e =0,540,0540,005+... = 0,5555... = 0,5 =
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Aufgabe 2. Paulina soll eine Summe von Dezimalbriichen aufschreiben, die als Ergebnis 0, 34 hat.
Sie rechnet so:

0,34=0,340,04 =0,333...4+0,0444 ...
=+ttt st o0 T Tougg T+
und erhélt zwei mogliche Losungen:
0,34 =3 +: +i55 -+ oder
0,34 = b+ + 8+
Welche der angefiihrten Losungen ist korrekt?

Losung: Beide Ergebnisse sind falsch, denn es ist zum Beispiel:
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Korrekt wiire: 0,34 = 0,343434.... = 555+ 16000 T To60000 +
Als Erginzung bietet sich an:

34

99-0,34 =100-0,34 — 0,34 = 34, 0,34:®



Anschaulich (geometrisch) addieren. Skizzen helfen oft dann,
wenn Briiche aufsummiert werden, deren Nenner eine Zweierpotenz A,
2% mit k € N ist.

Aufgabe 3. Wie viel ist % + % + é + % + ---? Verwende die nebenste-

.
hende Skizze! A

Losung: Die einzelnen Briiche konnen wir als Anteile der Quadrat-
flache interpretieren:

Name‘Al A2 A3 A4

Anteil an Quadratﬂ'eiche‘ % % % %

Alle (unendlich vielen) Rechtecksflachen decken das Ausgangs-Quadrat vollstindig ab. Daher gilt:
T+ i+i+tg+... =L

Achill und die Schildkrote. Die Geschichte, die Grundlage der folgenden Aufgabe ist, stammt
vom griechischen Philosophen Zenon (500 v.Chr.). Siehe dazu [2].

Aufgabe 4. Achill, der schnellste Laufer Griechenlands, tritt in einem Wettrennen gegen eine
Schildkrote an. Er lduft zehnmal so schnell wie die Schildkrote. Damit der Wettlauf nicht gleich
nach dem Start entschieden wird, bekommt die Schildkrote einen Vorsprung von 1 Stadion (ca.
180 m). Uberholt Achill die Schildkrote? Rechne nach!

Losung: Wir liberlegen, wie viele Stadien
Achill laufen muss.

Am Anfang hat die Schildkrote 1 Stadion
Vorsprung.

Achill lduft dieses eine Stadion ,,in null kom-
ma nichts*“. Aber sobald er diesen Vorsprung
eingeholt hat, ist die Schildkrote schon etwas
weiter. Da ihre Geschwindigkeit nur llo der
Geschwindigkeit von Achill ist, betrigt ihr
Vorsprung jetzt genau 1—10 Stadion.

Achill hat auch diese Strecke schnell ge-
schafft. Insgesamt ist er jetzt schon 1+ %
Stadien gelaufen. Aber die Schildkrote ist in
der selben Zeit auch weitergelaufen — genau
W%O Stadion.

Achill lauft auch diese Strecke. Insgesamt ist er jetzt schon 1 + % + ﬁ Stadien gelaufen.

Insgesamt muss Achill daher 1 + % + Wlo + ﬁ + .-+ Stadien laufen, um die Schildkrote einzuho-
len. Egal, wie nahe er der Schildkréte kommt — die Schildkrote ist immer ein kleines Stiick voraus.
Dein Hausverstand sagt dir aber, dass Achill dir Schildkréte iiberholen wird! Mathematisch gesehen
heillt das aber, dass 1 + % + ﬁ + ﬁ + --- Stadien keine unendlich lange Strecke sein konnen.
Also kann eine Summe von unendlich vielen Zahlen eine “verniinftige* Zahl als Ergebnis haben!



Teleskopsummen und der ,kleine Gauff*. Oftmals miissen wir nicht unendlich viele, sondern
,nur sehr viele Zahlen addieren. Teleskopsummen ziehen sich nach einigen geschickten Umfor-
mungen ,,wie ein Teleskop zusammen‘.

Aufgabe 5. Berechne: % + % + % 4+ ﬁ

Losung: Wir schreiben die einzelnen Summanden zuerst als Differenzen einfacher Briiche an: % =
% % % —3 L und analog £ 57 = % — % % % — é, und so weiter. Damit erhalten wir
2 2 2 2
35 757 T75 T T om0
_(1_1 11 1 11 11
=(3-5)+G-9)+G-9)+ +(E—9)+ (@ —»)
_ 1l 1 11 11 11 1 _1_ 1 _3
=3+G-35)+G-7)+G-9)+t+(m—ow)tw=3-"m=%
Ubungsaufgaben.
(1) Berechne und gib das Ergebnis, wenn mdglich, als Bruch an!
1 1 1 4 4 4
@ 1o+ 10t 1000+ () 3+ 150 + 1000 T To000 T
8 5 5 5 1 2 1 3
(©) 16+ 1900 T T0000 T TOOO0G T () 15+ 100 * 7000 + TO000 T

(2) Ermittelt den Wert der Summe, indem ihr eine grafische Darstellung verwendet! Experi-
mentiert mit verschiedenen Moglichkeiten (Quadrate, Strecken, Kreise, ... ).
@ g+gtigt b) J+3+3+5t
© 1+3+3+43+75+

(3) Im Alter von neun Jahren kam Carl Friedrich Gauf3 (1777-1855) in die Volksschule. Dort
stellte sein Lehrer Biittner seinen Schiilern als Beschiftigung die Aufgabe, die Zahlen von
1 bis 100 zu summieren. GauB3 19ste diese Aufgabe, indem er 50 Paare mit der Summe 101
bildete: 14100, 2+99,..., 50451 Als Ergebnis erhielt er 5050.
— Erkldre moglichst genau, wie Gaull gerechnet hat!
— Funktioniert diese Methode immer? Auch wenn du eine ungerade Anzahl von Zahlen
addieren musst?

(4) Berechne nach der Methode von C.F. Gauf:
(@ 1+2+---4+49+50 (b) 1+2+---+62+63
(c) 446+8+---96+98+100

(5) Rechnet nach, dass Zenons Achill die Schildkréte nach % =1,111... Stadien einholt!

(6) Die Schildkrote bekommt 1 km Vorsprung. Achill 1duft aber 100 mal so schnell wie die
Schildkréte. Wie weit muss Achill diesmal laufen, bis er die Schildkrte einholt?

(7) Berechnet und gebt das Ergebnis, wenn mdoglich, als Bruch an!

4 4 4 4 5 5 5 5
(a) 76 Te0 0T T32% (b) tTnt oot T o,
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