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Liebe Kolleginnen und Kollegen,

Integralrechnung ist in der Mathematik von grofer Bedeutung. Die Anfinge finden sich bei
Archimedes, ohne dass dieser die bekannten Symbole verwendete. Fiir Schiiler ist es sicher von
Interesse, nicht-triviale Ergebnisse durch einfache Grenzwertbildungen zu erhalten:

KUGELVOLUMEN, KUGELOBERFLACHE UND SCHWERPUNKTSBERECHNUNGEN
NACH ARCHIMEDES

In den folgenden Schritten (a)—(f) iberlegen wir uns, wie man das Volumen der Kugel elementargeo-
metrisch ableiten und daraus zB. die Oberflache oder den Schwerpunkt einer Halbkugel bestimmen
kann.

(a) Archimedes’ berithmter Satz lautet: Das Volumen einer Kugel ist gleich dem Volumen des um-
schriebenen Drehzylinders, vermindert um das Volumen eines Drehkegels mit gleichem Basiskreis
und gleicher Hohe.

Figur 1

Das zugehorige ,Logo“(Figur I links) ist in abgewandelter Form auf seinem Grabstein eingemei-
Pelt (Archimedes hatte bei der Formulierung nur den Zylinder verwendet).

(b) Zum Beweis betrachten wir nur die halbe Kugel und dementsprechend auch den halb so hohen
umschriebenen Zylinder (Figur 1 rechts). Der Kegel soll auf dem Kopf stehen und ebenfalls halbe
Hohe besitzen.

Zu zeigen ist: VHalbkugel = VZylinder - VKegel-



Schneiden wir mit Archimedes die drei Korper (Kugelradius r) mit einer Ebene parallel zum Ba-
siskreis in der Hohe z, wodurch wir drei Schichtenkreise erhalten. Der Radius des Schichtenkreises
auf der Kugel ist 7| = v/r? — z2, der des Schichtenkreises des Zylinders stets 7, = r und der Radius
des Schichtenkreises auf dem Kegel ist wegen der 45°-Neigung des Kegels 3 = z. Der Schichten-
kreis der Halbkugel hat somit die Fliche A, = m(r?> — z%). Dieselbe Fliche hat in jeder Hohe z jener
Kreisring, der von Zylinder und Kegel begrenzt wird. Haben zwei Korper in jeder Hohe den glei-
chen Querschnitt, dann sind ihre Volumina identisch (dieses Prinzip wurde viel spéter von Cavalieri
ausgebaut).

Im konkreten Fall haben wir: Vigaipkuget = Tr% - 7 —7r? - 5 = 2813, Das Volumen der ganzen Kugel

ist natiirlich doppelt so grof3.

(c) Berechnung der Kugeloberfliche aus dem Kugelvolumen:
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Figur 2

Wir wihlen auf der Kugel beliebig viele Punkte und verbinden sie zu einem Dreiecksnetz (Figur 2).
Jedes Dreieck bildet zusammen mit der Kugelmitte ein allgemeines Tetraeder, fiir das die Volums-
formel Vegraeder = Grundfliche x Hohe/3 gilt. Nidherungsweise ist das Kugelvolumen gleich der
Summe der Volumina aller Tetraeder. Verfeinern wir das Dreiecksnetz auf der Kugel immer mehr,
dann konvergiert die Hohe aller Tetraeder gegen den Kugelradius und die Summe der Basisflachen

gegen die Kugeloberfliche A. Es gilt somit
41 r
Vkugel = ZVTetraeder = ?"3 =A- 3 = A=dnr’.
Demnach ist z.B. die Mantelfliche einer Halbkugel doppelt so gro83 wie die Fliche ihres Basiskrei-

ses bzw. ebenso grof} wie die Mantelfliche des umschriebenen Drehzylinders.

(d) Das Hebelgesetz von Archimedes zur Schwerpunktsbestimmung:

] d, S 4 % l S, N
s R = |
@ & & Figur 3

Wir betrachten eine Waage mit einem masselosen Hebel (Figur 3 links). Sind m; und m, zwei
Massen, die im Abstand d; und d; vom Auflagepunkt § Drehmomente ausiiben, dann befindet sich
die Waage genau dann im Gleichgewicht, wenn md; = mod; gilt. S kann als Schwerpunkt der



beiden Punkte S| und S, mit den Massen m; und mjy interpretiert werden. Besitzen S; und S, die
Koordinaten s; und s, beziiglich eines beliebigen Koordinatenursprungs auf dem Hebel, dann hat
der gemeinsame Schwerpunkt die Koordinate

S =

mip +my
Massen konnen dabei auch negativ in die Formel eingehen (Figur 3 rechts), je nachdem, ob Druck-
oder Zugkrifte resultieren.

(mlsl + szz).

(e) Hilfsiiberlegung: Schwerpunkt eines Drehkegels.

Wir betrachten ein beliebiges Tetraeder. Mittels Vektorrech- Figur 4

nung ldsst sich zeigen: Der Schwerpunkt teilt die Verbin-
dungsstrecken der Schwerpunkte der Seitenflichen mit der
gegeniiberliegenden Spitze im Verhiltnis 1 : 3.

In einem néchsten Schritt ergibt sich daraus, dass der
Schwerpunkt einer regelméfBigen Pyramide die Hohe der
Pyramide ebenfalls 1 : 3 teilt, weil die Pyramide durch Ro-
tation von tetraedischen Keilen zusammengesetzt werden
kann (Figur 4). Durch Verfeinerung erhélt man:

Der Schwerpunkt eines Drehkegels teilt die Hohe im
Verhidiltnis 1 : 3.

(f) Schwerpunktsbestimmung der Halbkugel:

Wir wollen uns nun iiberlegen, dass der , Ersatzkorper aus Figur 1 rechts (also der kegelformig
ausgefriste Zylinder) denselben Schwerpunkt besitzt wie die volumsgleiche Halbkugel. Wir schnei-
den beide Korper in beliebig diinne Schichten parallel zum Basiskreis. Jede Schicht hat bei beiden
Korpern nach den vorangegangenen Uberlegungen denselben Querschnitt und damit dasselbe Vo-
lumen bzw. dieselbe Masse, die wir uns in derselben Hohe auf der lotrechten Rotationsachse ver-
einigt denken konnen. Wir konnen uns statt der Schichten also gleich schwere Massepunkte in der
gleichen Hohe vorstellen, die in Summe den gleichen gemeinsamen Schwerpunkt ergeben. Diesen
Schwerpunkt berechnen wir am ,,Ersatzkorper, der durch Ausfrisen eines Drehkegels (Masse also
negativ!) aus dem Drehzylinder entsteht. Der Drehzylinder habe die Masse m. Dann hat der Dreh-
kegel die negative Masse my = —m /3. Der Schwerpunkt des Zylinders liegt in der Hohe r/2, jener
des Kegels in der Hohe 3r/4 (bei Drehkegeln teilt der Schwerpunkt die Hohe im Verhiltnis 1:3).
Mit obiger Formel erhalten wir nun die Hohe des Gesamtschwerpunkts

1 r myp 3r 3r
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Die Redaktion wiinscht allen Kolleginnen und Kollegen ein erfolgreiches Neues Jahr 2012!



