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EIN BLICK AUF ANDERE GANZE ZAHLEN

Ganze Zahlen im Korper der rationalen Zahlen. Sei mit (Q der Korper der rationalen Zahlen
bezeichnet und mit Z der Ring der ganzen Zahlen. Bemerkenswert ist folgender Satz: Sei

P(x) = ap+arx+a® +---+x"
ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten (d.h. ag,ay,...,a,—1 € Z). Ist die Zahl o eine Nullstelle
von P(x) und eine rationale Zahl, so ist o eine ganze Zahl.

Der Beweis ist einfach. Sei o0 = %, wobei p und g € Z teilerfremd sind, und P(a) = 0. Dann ist

2 n
P(a):a0+a1£+a2<£> —|—+<£> =0
q q q

= apq" +a1q"_1p~|— e ~|—an,1qp"_1 +p"=0.

Also ist g ein Teiler von p”, woraus g = 1 folgt.

Quadratische Zahlkérper. Wir betrachten nun quadratische Zahlkirper K = Q(v/d), wo d eine
quadratfreie ganze Zahl ist. K ist die Menge aller Zahlen der Form

a=a+bvVd mita,beQ.

Die Bezeichnung ,,Zahlkorper bedeutet, dass O und 1 in der Menge enthalten sind und Addition,
Subtraktion, Multiplikation und Division nicht aus der Menge hinausfiihren. Die meisten dieser
Eigenschaften sind einfach nachzurechnen. Fiir die Division x/y = x-y~! muss man sich iiberlegen,
dass der Kehrwert o~ ! einer solchen Zahl wieder dieselbe Gestalt hat. Dies geschieht durch

a—bvd _a-— bVd
a—bvd d>—bd’
Aber kann nicht der Nenner a®> — b*d = 0 sein? Ist d < 0, so ist a> — b>d = a*> + b*|d| > 0. Ist

d > 0, so ist a®> = bd, also d = (a/ b)2 und d wire nicht quadratfrei. Wir vermerken noch, dass
oO=a-+ b\/ﬁ Nullstelle des Polynoms X2 —2ax+a® — b*d ist.

o= (a+bVd)-



Ganze Zahlen in quadratischen Zahlkoérpern. Wir nennen nun o = a + b\/d eine ganze Zahl im
Korper K = Q(v/d), wenn

o’ +Ao+B =0,
wobei A und B ganze Zahlen aus Z sind.

Es gilt der folgende Satz: Die ganzen Zahlen aus K bilden einen Ring, d.h. Summe, Differenz und
Produkt von zwei solchen ganzen Zahlen in K ist wieder eine ganze Zahl in K.

(1) Istd = 4k+2 oder d = 4k + 3, so haben die ganzen Zahlen in K die Form o. = a+ b\/c_l mit
a,b e .
(1) Istd = 4k+ 1, so haben die ganzen Zahlen in K die Form o. = % + % d und p+ q gerade.

Der Fall d = 4k tritt nicht auf, weil d quadratfrei vorausgesetzt war. Es ist nicht schwer, fiir die in
(i) angegebene Menge die Ring-Eigenschaften nachzurechnen. Im Fall (ii) setze

_—1+Vd
P="7
und verwende die Darstellung

p+qVd
2
Summe, Differenz und zweier Zahlen dieser Gestalt haben wieder dieselbe Bauart. Das gilt auch

fiir das Produkt, denn das beim Multiplizieren auftretende p?> = —p + % hat dieselbe Form, weil
(d —1)/4 = k ganzzahlig ist.

= p+qp, mitﬁ:pTMEZ,q:qEZ.

Nun zum Beweis unseres Satzes! Wenn o0 = a + bv/d, a,b € Q,b # 0, eine ganze Zahl ist, erfiillt sie
eine Gleichung

o’ +Aa+B = (a+bVd)>+A(a+bVd)+B=0
mit A, B € Z. Daraus folgt

a* +2abVd +b*d +Aa+AbVd +B =0
und daraus folgen die beiden Gleichungen
2ab+Ab =0, d*+b*d+Aa+B=0.

Dann ist (da b # 0) A = —2a und B = a* — b?d. Daher gelten 2a € Z und a*> — b*d € 7. In einem
ersten Schritt iiberlegen wir uns, dass a,b entweder beide ganzzahlig sind, oder beide nicht ganz-
zahlig, mit 2 im Nenner. Wir unterscheiden zwei Fille: (a) A ist gerade und (b) A ist eine ungerade
Zahl.

(a) In diesem Fall ist a € Z und daher auch b?d € Z. Es war d quadratfrei vorausgesetzt, also gilt
d =4k+1 oder d = 4k+2 oder d = 4k—+ 3, und in Folge b2(4k—|— r)= 4b%k+b*reZ, mitr = 1,2,3.
Es gilt also b? € Z oder 2b* € Z oder 3b* € Z, und in jedem dieser Fille muss b ganzzahlig sein.

Umgekehrt gilt bei b € Z dann a®> = B+ b*d € Z, also auch a € Z.
(b) Hier ist A = 2e + 1 ungerade, und a = % Dann ist

4e* +4de+1

2
1 bd

a* —b*d =



und daher % —b*d € Z. Daher ist b = % mit g € Z. Es ist nicht moglich, dass g gerade ist, denn bei
b € 7Z wire auch a € Z.

Wir haben damit den Fall d = 4k + 1 des Satzes bereits erledigt. Wir konnen in beiden Fillen (a)+(b)
immer a = §, b = 1 ansetzen. Die Tatsache, dass a,b beide gleichzeitig in Z oder nicht in Z sind,
wird durch ,,p 4+ g gerade* ausgedriickt.

Um den Beweis abzuschlief3en, miissen wir noch nachweisen, dass der Fall (b) bei d = 4k + 2 und
d = 4k + 3 nicht auftreten kann. Dazu erinnern wir uns an % —b%d € 7. 1st d = 4k + 2 oder 4k + 3,
so ergibt sich daraus

1 1 4? 1 1 34> 1-347

-2 =-—"-€7Z oder -—-3p=-—" =
4 4 g 4 oder g 1 4 4

Diese Begingungen sind nicht erfiillbar: Ein Vielfaches von % plus % ergibt niemals eine ganze Zahl.

Und 3¢° — 1 ist durch 4 teilbar nur dann, wenn 3¢? bei Division durch 4 den Rest 1 ergibt. Das geht
auch nicht, denn der Ansatz g =4¢+r,r € {0,1,2,3} ergibt 3¢> = 3(40+r)> = 3(16£ +8(r+r?) =
4(---)+3r%, und fiir » = 0, 1,2, 3 ergibt das die Reste 0,3,0, 3.

Damit haben wir die in (i) und (i1) aufgezihlte Unterscheidung vollstindig beschrieben.

€.

Beispiele fiir Zerlegungen von Primzahlen in Faktoren aus quadratischen Zahlkorpern. Zwei
Beispiele sollte man betrachten. Ist d = —1, so werden die quadatischen ganzen Zahlen o = a + bi
Gaufische ganze Zahlen genannt. Trigt man sie auf der komplexen Ebene auf, so entsteht ein
schones quadratisches Gitter. Interessant ist es, dass nicht alle Primzahlen aus Z unzerlegbar blei-
ben! Es ist schon 2 = (1 +i)(1 —i). Im Gegensatz dazu bleibt 3 unzerlegbar (,,3 ist trige*) Denn
3 = (a+bi)(a— bi) = a* + b? ist unlosbar. Das gilt auch fiir p =7, p = 11 oder p = 19. Jede Prim-
zahl der Form p = 4k + 3 bleibt unzerlegbar, denn wenn a und b teilerfremd sind, so hat die Summe
a’® + b? die Gestalt 4k + 1 oder 4k + 2. Hingegen ist 5 = (1 +2i)(1 — 2i), 13 = (24 3i)(2 — 3i) und
17 = (4+1i)(4 —i). Die Vermutung, dass jede Primzahl der Gestalt p = 4k + 1 eine Summe von zwei
Quadraten ist, also p = (a+ bi)(a — bi) ist richtig, aber der Beweis ist anspruchsvoller!

Ist d = —3, so bilden in diesem Fall die ganze Zahlen in K = Q(+/—3) ein schones Sechseckmuster
in der komplexen Ebene. In diesem Fall kann p = 2 nicht zerlegt werden, ist also trige. Aber 3 =
2+p)2+p) mitp = # Ist oo = a+bp, so ist

o’ + (2a—b)a+a* —ab+b* = 0.

Ist nun p =6k — 1, also p = 5,11,17,23, ..., so sieht man leicht ein, dass a*> — ab + b* niemals die
Gestalt 6k — 1 haben kann (man muss nur fiir ¢ und b die Gestalt 6k + 1 bzw. 6k — 1 einsetzen).
Diese Primzahlen sind also trige! Schwieriger ist es zu zeigen, dass alle Primzahlen der Form
p = 6k + 1 zerlegbar sind. Beispiele dafiir gibt es genug:7 = (3+p)(3+p), 13 = (4+3p)(4+3p)
und 19 = (5+2p)(5+2p) — auch diesen Beweis konnen wir hier nicht darstellen.
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