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EXISTENZBEWEISE

Oft ist man in der Mathematik damit konfrontiert, die Existenz eines Objekts nachzuweisen, das
gewisse Eigenschaften besitzt bzw. nicht besitzt. Etwa eine Quadrik, die fiir jeden ihrer Punkte eine
ganze Gerade durch diesen Punkt enthilt, eine reellwertige Funktion auf dem Intervall [0, 1], die ge-
nau an den irrationalen Zahlen dieses Intervalls stetig ist oder eine endliche Gruppe, deren Ordnung
keine Primzahl ist und die keine echten Normalteiler besitzt. Interessante Beispiele findet man in je-
dem Teilgebiet der Mathematik in unterschiedlichster Form, dennoch ist das Vorgehen zum Beweis
der Existenz der gesuchten Objekte, so sie existieren, fast immer dasselbe, nimlich konstruktiv:
man findet bzw. konstruiert ein Objekt und weist anschlielend nach, dass es die geforderten Eigen-
schaften besitzt. So auch in den drei konkret genannten Beispielen.

Viel seltener sind die Fille, wo ein Existenzbeweis auf nicht konstruktive Art gefiihrt wird, d.h. man
zwar die Existenz nachweist, allerdings ohne ein konkretes Beispiel angeben zu miissen oder zu
konnen. Dies soll anhand der folgenden zwei Fragestellungen illustriert werden.

1844 war Joseph Liouville der erste Mathematiker, der die Existenz von transzendenten Zahlen (das
sind reelle Zahlen, die nicht algebraisch, also Nullstelle eines Polynoms mit rationalen Koeffizi-
enten sind) nachweisen konnte. Dazu zeigte er zunéchst, dass es bei algebraischen Zahlen a0 vom
Grad d (das ist der kleinste Grad eines solchen Polynoms) eine untere Schranke fiir die Giite der
Approximation durch rationale Zahlen gibt, die vom Nenner der rationalen Zahl und von d abhéngt,
namlich

o — E' 2 L?)v
q q
wobei c(a) eine nur von o abhéngige Konstante bezeichnet. Dann wies er nach, dass fiir die reelle
Zahl N
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fiir kein d eine solche Konstante c existiert, sodass die so definierte Zahl nicht algebraisch sein kann.
Schlampig gesprochen kdnnte man also sagen, dieses o ist zu gut approximierbar, um algebraisch zu
sein. Zahlen dieser Gestalt heissen seither Zahlen vom Liouvilletyp und bildeten hier die Grundlage
fiir einen konstruktiven Beweis der Existenz von transzendenten Zahlen.

Etwa dreiBBig Jahre spiter revolutionierte Georg Cantor die Mengenlehre, indem er den Begriff der
Michtigkeit von Mengen einfiihrte und damit in der Lage war, zwischen unendlichen Mengen eine
Hierarchie herzustellen. Insbesondere nannte er unendliche Mengen, die bijektiv auf die natiirlichen
Zahlen abgebildet werden konnen, abzihlbar und solche, fiir die keine derartige Bijektion existiert,
iiberabzihlbar. Wihrend man leicht zeigen kann, dass die Gesamtheit aller algebraischen Zahlen



abzihlbar ist, war es eine Pionierleistung Cantors, mit Hilfe des von ihm ersonnenen Diagonalver-
fahrens nachzuweisen, dass die Menge der reellen Zahlen iiberabzihlbar ist. Damit war gleichzeitig
der Beweis fiir die Existenz transzendenter Zahlen erbracht, weil es schlichtweg nicht genug alge-
braische Zahlen gibt, als dass diese ganz R ausfiillen konnten.

Anstatt auf Cantors Diagonalverfahren hier ndher einzugehen, sei wie angekiindigt ein zweites Bei-
spiel fiir einen nicht konstruktiven Existenzbeweis angefiihrt, diesmal aus dem Gebiet der Analysis.
Auch in diesem Fall war der konstruktive Beweis schon vorher bekannt, es ergeben sich aber noch
weitere Parallelen zum bereits kenenngelernten Vorgehen.

Die Frage nach der Existenz iiberall stetiger, nirgends differenzierbarer Funktionen wurde 1872 von
Weierstrall mit Ja beantwortet, indem er nachwies, dass z.B. die Abbildung
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auf ganz R stetig, aber fiir kein x € R differenzierbar ist. Die Stetigkeit folgt dabei aus der
gleichmifigen Konvergenz der Reihe, die Hauptarbeit steckte also im Nachweis der Nichtdiffe-
renzierbarkeit.

Nun zum nicht konstruktiven Beweis. Wieder war ein revolutionirer Fortschritt in der Mathematik
notig, um auch hier eine Quantifikationsgro3e fiir Mengen einzufiihren, die feinere Unterteilun-
gen als nur nach deren Michtigkeit erlaubt. Das entscheidende Hilfsmittel entstammt diesmal der
Topologie, wo man zwischen Mengen von erster und zweiter Kategorie unterscheidet. Eine Teil-
menge eines topologischen Raums hei3t nirgends dicht, wenn das Innere ihres Abschlusses leer ist.
Abzihlbare Vereinigungen von nirgends dichten Mengen heissen von erster Kategorie oder auch
mager, und alle nicht mageren Mengen werden als Mengen zweiter Kategorie bezeichnet. Der Satz
von Baire besagt, dass jeder vollstandig metrische Raum (d.h. ein topologischer Raum, dessen To-
pologie durch eine Metrik induziert wird und der bez. dieser Metrik vollstindig ist) von zweiter
Kategorie in sich ist. Insbesondere kann ein solcher Raum niemals als abzihlbare Vereinigung nir-
gends dichter Mengen dargestellt werden.

Damit ist der Weg frei fiir eine nicht konstuktiven Antwort auf die Frage nach der Existenz steti-
ger, nirgends differenzierbarer Funktionen, wobei wir uns der Einfachheit halber auf die stetigen,
reellwertigen Funktionen auf [0, 1], also den Raum C([0, 1]), beschrinken. Die durch

d(f,g):= sup |[f(x)—g(x)|

x€[0,1]

gegebene Metrik induziert die Topologie der gleichméBigen Konvergenz auf C([0,1]) und da der
gleichmifige Limes stetiger Funktionen wieder stetig ist, folgt die Vollstidndigkeit.

Nunmehr bezeichnen wir mit A4 die Menge der an mindestens einem Punkt differenzierbaren Fun-
tionen aus C([0, 1]). Wenn wir nun noch 4 als abzdhlbare Vereinigung von in C([0, 1]) abgeschlos-
senen Mengen 4, die leeres Inneres besitzen, darstellen konnen, so folgt aus dem Satz von Baire,
dass 4 nicht ganz C([0, 1]) ausfiillen kann, also mindestens eine nirgends differenzierbare Funktion
in C([0, 1]) liegen muss.

Dazu bemerken wir zunéchst, dass fiir jedes f € C([0,1]), das in a differenzierbar ist, der Ausdruck
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beschrinkt ist, da der Quotient wegen der vorausgesetzten Differenzierbarkeit von f fiir 0 < |h| < hg
beschrinkt bleibt und fiir || > hy trivial abgeschétzt werden kann. Dies motiviert die Definition
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und es ist klarerweise -
a=J 4.

n=1
Man zeigt leicht, dass die 4, abgeschlossen sind. Die Tatsache, dass jedes A4, leeres Inneres hat,
ist zwar plausibel, aber doch recht aufwendig zu zeigen. Es geniigt nachzuweisen, dass es fiir jedes
f€C([0,1]), jedes € > 0 und jedes n € N eine stiickweise lineare Funktion g mit d(f,g) < € und
|g'(x)| > n an allen x € [0, 1] wo g differenzierbar ist, gibt. Nun konnen stetige Funktionen sehr
wild aussehen, sodass dies keineswegs selbstverstindlich ist. Da kommt einem aber der Approxi-
mationssatz von Weierstra zu Hilfe, der besagt, dass jede stetige Funktion auf [0, 1] gleichméBig
durch Polynome approximiert werden kann, sodass es geniigt, den Fall zu betrachten, wo f ein
Polynom ist. Fiir Polynome kann man ndmlich folgende, sehr anschauliche Konstruktion leicht zu
einem Beweis ausbauen:

Damit ist der Nachweis der Existenz einer nirgends differenzierbaren Funktion aus C([0,1]) er-
bracht. Man kann dem Beweis sogar entlocken, dass die Menge dieser nirgends differenzierbaren
Funktionen auch dicht in C([0, 1]) liegt. In gewissem Sinn ist fiir stetige Funktionen die Eigenschaft,
nirgends differenzierbar zu sein, vielmehr die Regel als die Ausnahme. Da aber die stetigen Funk-
tionen, die wir uns vorstellen konnen, an den meisten Punkten auch differenzierbar sind, bestitigt
sich hiermit eindrucksvoll die Unvollstindigkeit unserer Anschauung und der daraus resultierende
Bedarf an rigorosen Beweisfiihrungen.

L. Summerer
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