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Abstract

Diese Arbeit befasst sich mit dem mathematischen Teilgebiet der Graphentheorie. Es
werden Anwendungen, die erst mit neueren technologischen Entwicklungen Sinn ma-
chen, vorgestellt. Auch der Entstehungsprozess der Graphentheorie wird n&hergebracht.
Dabei werden die Anwendungen hinsichtlich ihrer Zweckdienlichkeit betrachtet und es
wird der Frage des praktischen Nutzens der Graphentheorie nachgegangen. AulRerdem ist
die These, dass Graphentheorie nitzlich fur das moderne Leben ist, zu prifen. Zu diesem
Zweck wird Literaturrecherche betrieben, sowie ein Experiment an einem Gleichstrom-
kreis und eine Analyse einer Ampelschaltung durchgefuhrt. AuBerdem werden teilweise
HilfsgroRen eingefiihrt, um die anhand der Graphentheorie ermittelten Ergebnisse mit den
Messergebnissen objektiv vergleichen zu kdnnen. Die durchgefiihrte Recherche ergibt,
dass die Einfarbung von Graphen, um Frequenzen von Mobilfunkmasten zu verteilen,
nicht effizient genug ist, dass aber eine erweiterte Form des Dijkstra-Algorithmus zur
Bestimmung kirzester Routen in Navigationssystemen angewendet wird. Aus dem Ex-
periment an dem Gleichstromkreis ist zu schlieRen, dass es mit graphentheoretischen Me-
thoden mdglich ist, die Spannungen eines Gleichstromkreises gut zu modellieren. Durch
die Analyse der Kreuzung lasst sich vermuten, dass es sinnvoll ist, graphentheoretische

Methoden zu nutzen, um eine optimale Ampelschaltung einer Kreuzung zu erhalten.
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1 Einleitung

Graphentheorie. Die meisten Menschen, die sich nicht ndher mit diesem Thema befasst
haben, werden denken, dass die Graphentheorie in Zusammenhang mit Funktionsgraphen
steht. Tatsachlich unterscheiden sich die hier untersuchten Graphen grundlegend von
Funktionsgraphen. In dieser Arbeit werden Graphen betrachtet, die aus einer Menge von
Knoten und Kanten bestehen, wobei eine Kante immer zwei Knoten miteinander verbin-
det (siehe Abbildung 1).

;.Ein Knoten

/
/

Eine Kante/

Abb. 1: Ein Graph im graphentheoretischen Sinn

Vieles, wie etwa Prozesse oder Gerate, wird durch das mathematische Instrument der
Graphentheorie verbessert oder gar ermdéglicht. Das Ziel dieser Arbeit ist einerseits, ei-
nige dieser Anwendungen vorzustellen und so dem Leser die Bedeutung der Graphenthe-
orie vor Augen zu fuhren. Andererseits soll durch die Vorstellung jener Anwendungen
auch ein Einblick in die Graphentheorie aus mathematischer Sicht gewahrt werden. Zu-
séatzlich soll der historische Hintergrund erldutert werden, um zu verstehen, wie es zu der

abstrakten Idee eines Graphen kam und wie sie sich entwickelt hat.

Im Hauptteil werden zundchst die Anfange der Graphentheorie erldutert, um den Leser
der Arbeit in das Thema einzufiihren. Dabei wird auch das ,,Konigsberger Briickenprob-
lem* vorgestellt, eines der bekanntesten mittels Graphentheorie geldsten Probleme. Dabei
wird sich vor allem auf das Werk Wladimir Velminskis gestutzt, der Eulers Manuskripte
digital verschriftlichte und dies herausgab [vgl. 11]. Danach werden eine Reihe von An-

wendungen erldutert, die ohne dem Grundgerust der Graphentheorie nicht oder zumindest



nicht so existieren wiirden, hauptsachlich basierend auf den Ausfihrungen von Krumke
et al. [vgl. 7]. Hierbei handelt es sich um Themenebereiche wie zum Beispiel Routenpla-
nung oder Ampeln, die dem Leser aus dem Alltag wohlbekannt sind. Das letzte Kapitel
widmet sich ausschlieflich den Ampelschaltungen und Gleichstromkreisen. Die Ergeb-
nisse, die mittels der graphentheoretischen Methoden gefunden wurden, werden mit den

Erhebungsergebnissen verglichen und eventuelle Abweichungen evaluiert.

Es handelt sich bei der vorliegenden Arbeit vorwiegend um eine Literaturarbeit, da der
GroRteil der Arbeit auf mathematischen, beziehungsweise graphentheoretischen Konzep-
ten basiert, die in der angefiihrten Literatur dargeboten werden. Das letzte Kapitel l&sst
sich als ,,empirischer Teil* kategorisieren, da selbststindige Untersuchungen und Be-
obachtungen durchgefihrt werden. Die meisten Graphen und Diagramme sind eigenstén-

dig erstellt worden.

Auch wenn die Graphentheorie in dieser Arbeit aus moglichst mathematischer Sicht be-
trachtet werden soll, wird darauf verzichtet, jeden einzelnen Satz zu beweisen, da die
Komplexitat mancher Beweise den Umfang einer vorwissenschaftlichen Arbeit sprengen

wirde. Die meisten Séatze, die nicht bewiesen werden, sind zudem intuitiv verstandlich.



2 Historischer Aspekt der Graphentheorie

Auch wenn die Graphentheorie vor allem Anwendung in Technologien findet, die es erst
seit dem 20. Jahrhundert gibt, war es bereits im 18. Jahrhundert Leonhard Euler, der die
Idee hatte, Gegebenheiten aus der echten Welt in ,,Knoten* und ,,Kanten* zu abstrahieren.
Diese Methode legte den Grundstein fur ein Konzept, das Uber die letzten Jahrhunderte
stetig weiterentwickelt wurde und heute einen groRen Teilbereich der Mathematik dar-
stellt: Die Graphentheorie. Aufgrund ihrer Anwendungsorientiertheit und extremen Ntz-
lichkeit ist sie die Basis vieler Algorithmen, die sich zum Beispiel in Routenplanern fin-
den. Die Entstehung der Graphentheorie fand vor ungefahr 270 Jahren statt, als Leonhard
Euler die Losung des wohlbekannten ,,Konigsberger Briickenproblems* dem Plenum der
St. Petersburger Akademie der Wissenschaft vorstellte [vgl. 11, S.12 ff.].

Euler hatte jedoch weit mehr im Bereich der Graphentheorie zu verzeichnen, als nur die
L6ésung des Konigsberger Briickenproblems. Er schaffte es mit &hnlichen Methoden Rat-
sel Uber sogenannte magische Quadrate und Rdsselspriinge zu lésen, die zwar auf den
ersten Blick Uber keine direkte Anwendung verfiigen, jedoch einen grofRen Einfluss auf
die Graphentheorie selbst hatten. [vgl. 11, S.88 ff.]. Bemerkenswert ist aul’erdem seine
Arbeit der Erforschung von 3-dimensionalen topologischen Oberflachen, wobei er viele
Eigenschaften fand, und Probleme durch die Anwendung der Graphentheorie l6ste. [vgl.
11, S.29 ff]

2.1 Konigsberger Brickenproblem

Leonhard Euler wurde erstmals mit dem ,,Konigsberger Briickenproblem® vertraut, als
Carl Leonhard Gottlieb Ehler ihm 1736 einen Brief schickte, in dem er um eine Ldsung
des folgenden Problems
bat [vgl. 11, S. 152 f.]: Ist

es moglich, einen Rund-

gang durch Koénigsberg zu
machen, bei dem man jede
Briicke genau einmal pas-

siert und am Ende am An-

fangspunkt landet (siehe
Abbildung 2)? Abb. 2: Skizze des Stadtplans




Zunéchst kdnnte man versuchen, alle moglichen Routen zu ermitteln und dann auf eine
Antwort zu schlieRen. Euler verwarf diesen Ansatz jedoch, da es einerseits einen enormen
Arbeitsaufwand bedeutet hatte und sich diese Methode nicht verallgemeinern liele, um

ahnliche Probleme zu l6sen [vgl. 11, S.14].

Eulers ursprungliche Ldésung nimmt C

weit mehr Platz als die hier vorge- VAR
stellte ein, weil Graphentheorie bis da- \
hin noch nicht existierte, und daher | |
Begriffe, Definitionen und Schreib- \ |
weisen, um vieles abzukiirzen und zu \
prézisieren, damals noch nicht vor- \ /’
handen waren [vgl. 11, S.12 ff.]. Die
Ideen und Ansétze der angefiihrten /
Losung bleiben jedoch erhalten: \"“. / /

Euler bezeichnete die Landschaftssti- ‘ |

cke mit den GrolRbuchstaben A, B, C, //
D und die Briicken mit den Kleinbuch- N /S

staben a, b, ¢, d, e, f (siehe Abbildung B

2 und Abbildung 3). Abb. 3: Beschrifteter Graph von Kdnigsberg

DEFINITION:
Ein ungerichteter Graph G = (V, E) ist ein Paar disjunkter Mengen mit E € [V]?; die

Elemente aus E werden als Kanten und diejenigen aus V als Knoten (Ecken) bezeichnet.

Bei dem Konigsberger Briickenproblem behandeln wir also den Graphen G = (V, E) auf

V = {4, B,C, D} mit der Kantenmenge E = {{4, B}, {4, B}, {4, C},{4,C},{A, D},{B, D},

{c,D}}.
Die beiden zweielementigen Mengen {4, B} = a = bund {4, C} = ¢ = d kommen zwei-
mal in der Kantenmenge vor, da es zur Verbindungsstrecke von A nach B beziehungs-

weise A nach C jeweils zwei Briicken gibt.

Die grafische Darstellung erfolgt, indem man fiir jedes Element v € V einen Punkt zeich-
net und fir jedes Element e € E eine Verbindungslinie zwischen den beiden Knoten des

Paars zieht. Entscheidend fur die Losung des Problems ist die Tatsache, dass die graphen-



theoretischen Eigenschaften unabhéngig von der Geographie des zu untersuchenden Ge-
landes sind. Es gibt unendlich Méglichkeiten einen Graphen darzustellen, ohne die gra-
phentheoretischen Eigenschaften zu verandern. Eine Moglichkeit den Graphen von Ko-

nigsberg darzustellen findet sich in Abbildung 2.

Hierbei lasst sich gut erkennen, dass die Form der Briicken und Landschaftsstlicke unbe-
deutend fir die Losung des Problems ist, und dass die Abstraktion in Kanten und Ecken

einen besseren Uberblick tiber das Problem ermdglicht.
Die Verallgemeinerung des Problems fiihrte zu der Formulierung des Satzes von Euler.
DEFINITION:

Der Grad d(v) eines Knotens (Ecke) v ist die Anzahl |E (v)]| der zu v inzidenten Kanten.

Eine Kante e und ein Knoten v inzidieren miteinander, wenn v € e gilt.
SATZ VON EULER FUR UNGERICHTETE GRAPHEN:

Ein endlicher ungerichteter Graph ist genau dann eulersch, wenn alle Ecken geraden
Grad haben. Er hat genau dann einen eulerschen Weg, wenn genau zwei Ecken ungera-

den Grad haben (diese bilden Anfangs- und Endecke jedes eulerschen Weges).

Wenn ein Graph eulersch ist, dann ist es moglich einen Rundweg zu gehen, wobei man
jede Kante genau einmal verwendet. Der Gedanke, um den ersten Teil dieses Satzes zu
erkléren, ist folgender: Immer, wenn man ein Landschaftsstiick betritt, muss man es auch
wieder verlassen (auller beim End-/Anfangspunkt; diesen verlasst man, woraufhin man
ihn wieder betreten muss). Nun wird sowohl beim Betreten, als auch beim Verlassen eine
Bricke Uberquert. Da man wissen will, ob es mdglich ist, einen Rundgang zu finden, bei
dem jede Briicke lediglich einmal tberquert wird, ist daher eine gerade Anzahl von Bri-
cken, die an jedes Landschaftsstiick anschlief3t, notwendig, um einen solchen Rundweg

gehen zu kénnen.

Der zweite Teil des Satzes behandelt eulersche Wege, dies sind Wege, bei denen jede
Brucke zwar nur einmal Gberquert wird, jedoch Anfangs- und Endpunkt verschieden sind.
Dies l&sst sich folgendermalien begriinden: Unterscheidet sich nun der Anfangs- vom
Endpunkt, so muss der Anfangspunkt immer einmal mehr verlassen werden, als er betre-

ten wird. Analog dazu muss der Endpunkt immer einmal mehr betreten werden, als er



verlassen wird. Da die Summe zweier aufeinanderfolgender natirlicher Zahlen immer

ungerade ist, folgt daher, dass der Grad des End- und Anfangspunkts ungerade sein muss.

Da der Grad der Ecke A ungerade ist, folgt aus dem obigen Satz, dass der Graph nicht
eulersch ist, sprich, dass es keinen Rundweg gibt, bei dem man jede Briicke nur einmal
Uberquert. Auch ein eulerscher Weg ist nicht méglich, da der Grad jeder Ecke ungerade
ist, und da |[V| > 2.

Mit der Losung dieses Problems legte Leonhard Euler den Grundstein flr die Graphen-

theorie.
2.2 Eulersche Polyederformel

Wie oben schon erwahnt, beschéftigte Euler sich ausgiebig mit graphentheoretischen
Strukturen von 3-dimensionalen Kérpern [vgl. 11, S.31 ff.]. Viele Beobachtungen stehen
in Zusammenhang mit der Anzahl der Kanten und Fl&chen verschiedener Polyeder. Vor
allem die Aufstellung der folgenden Gleichung ist von Bedeutung.

SATZ:

Flr jedes Polyeder gilt die Gleichung V — E + F = 2. V bezeichnet hierbei die Anzahl
der Knoten, E gibt die Anzahl der Kanten an und F die Anzahl der Flachen.

Dies zu beweisen ist am einfachsten, wenn man ein allgemeines Polyeder auf einen plana-
ren Graphen in der euklidischen Ebene reduziert. Planar bedeutet in diesem Zusammen-
hang, dass sich zwei Kanten nicht schneiden diirfen. Auf einen formellen Beweis, dass es
maoglich ist jedes Polyeder in einen planaren Graphen einzubetten, wird hier verzichtet.

Intuitiv kann man es sich aber folgendermafen vorstellen:

Man entfernt eine beliebige Seite eines Polyeders und zieht die angrenzenden Kanten
auseinander, sodass man das Polyeder auf eine Ebene ,,auflegen* kann. Damit die Glei-
chung auf der rechten Seite noch immer 2 ergibt, zahlt man die AuRenfl&che als eigene

Flache hinzu.

Nun ist nur zu zeigen, dass die obige Gleichung fir jeden planaren und zusammenhan-
genden Graphen gilt. Dies kann per mathematischer Induktion relativ einfach gezeigt
werden, wobei es sich im Folgenden wieder um einen eher wenig formellen und intuitiven

Beweis handelt:

Man betrachte den trivialen Graphen. Dieser enthélt nur einen Knoten und keine Kanten
und erfallt damit die Gleichung, da 1 — 0 + 1 = 2. Fugt man nun ein Objekt hinzu, gibt

es zwei Falle:
10



I Es werden zwei bereits bestehende Knoten, die auch bereits an andere Kanten anschlie-
Ren, miteinander verbunden. Durch die Verbindung jener zwei Knoten entsteht eine neue
Flache. Dadurch erhéht sich die Zahl der Flachen und die der Kanten um eins, und man

rechnet:
V-(E+1D)+F+1)=V—-E+F+1-1=V—-—E+F

Die linke Seite der Gleichung veréndert sich also nicht, und bleibt immer gleich, wenn
man lediglich eine Kante hinzufiigt. Unter VVoraussetzung, dass die Gleichung vor dem
Hinzufiigen der Kante bereits wahr ist, impliziert dies, dass sie das auch nach dem Hin-

zufiigen bleibt.

I1: Wenn man einen Knoten hinzufuigt, muss dieser mit einer Kante an einen bereits be-
stehenden Knoten verbunden sein, da es sich sonst um zwei verschiedene, nicht zusam-
menhangende Graphen handeln wiirde. Das heil3t, bei Erhéhung der Knotenzahl um eins,
nimmt gleichzeitig die Kantenzahl um eins zu. Die Flachenzahl kann sich nicht erhéhen,

da an jeden Knoten einer Fldche mindestens zwei Kanten anknlipfen missen. Man erhalt:
WV+1)—-(E+1)+F=V—-E+4+F+1-1=V—-E+F
Auch hier veréndert sich die linke Seite der Gleichung nicht, und wenn man voraussetzt,

dass die Gleichung fiir den unbearbeiteten Graphen bereits galt, gilt sie nach dem Hinzu-

fligen des Knotens auch.

Es wurde nun gezeigt, dass die linke Seite der Gleichung konstant bleibt, egal welche
(erlaubte)Veranderung man an einem Graphen vornimmt. Damit die Polyederformel aber
auch nach einer Veranderung wahr bleibt, wurde angenommen, dass sie bereits davor
wahr war. Da bereits gezeigt wurde, dass sie fir den trivialsten Graphen gilt, und da jeder
planare Graph nur durch Hinzuftigen von Knoten und Kanten des trivialen Graphen ent-
steht, folgt daraus sofort, dass die eulersche Polyederformel fiir jeden planaren (Uber-

schneidungsfreien) Graphen gelten muss.

Verallgemeinert wird die eulersche Polyederformel auch Euler Charakteristik genannt.
Zusammen mit der Orientierbarkeit ermdglicht diese es, verschiedene topologische Ober-
flachen zu unterscheiden [vgl. 9, S.178 ff.].

2.3 Das Versorgerproblem

Dieses Problem stellt ein Beispiel der Anwendung der eulerschen Polyederformel dar.

Die Fragestellung ist folgende: Ist es moglich, die drei Versorger von Gas (G), Strom (S)

11



und Wasser (W) jeweils mit drei Hausern zu verbinden, ohne dass sich die Leitungen
dabei schneiden (siehe Abbildung 4)?

Lo 0,
OONO.

Abb. 4: Verbildlichung des Versorgerproblems.

Eine Umformulierung der Bedingung, dass sich die Leitungen nicht schneiden diirfen, ist,

dass eine planare Einbettung des zugehorigen Graphen gibt.

Sei G, = (V,E) ein Graph mit V = {S,G, W, H,, H,, H3} wobei S, G und W fir die Ver-
sorger stehen, und E = {{S,H;},{G, H;},{W,H;}|]i e N:0 < i < 4}.

Da die Kanten- und die Knotenzahl bereits bekannt sind, 1asst sich die Flachenzahl, unter

der Annahme, dass der Graph planar ist, errechnen.
6—-94+F=2 oF=5

Nun wird jede Kante von je einer Flache pro Seite begrenzt. In diesem Graphen werden
alle moglichen Flachen von 4 oder 6 Kanten begrenzt. 2-kantige Flachen werden ausge-
schlossen, denn diese waren in diesem Kontext sinnlos, da kein Haus zweimal von dem-
selben Versorger angeschlossen werden muss. Ungerade Anzahlen an Kanten (also 3 und
5) sind auch unmaglich, da dafir entweder zwei Hauser oder zwei Versorger miteinander
verbunden werden mussten, was fur dieses Beispiel sinnlos ist. Eine Anzahl an Kanten,

die 6 Uberschreitet ist ebenso sinnlos, da nur 6 Knoten zur Verfugung stehen.
Wenn man flr jede Flache 4 oder 6 Kanten zahlt, erh&lt man als kleinsten Wert fiir |E|:

4+4+4+4+4

10
2

|E| =

12



Die Summe muss halbiert werden, da eine Kante immer an zwei Flachen angrenzt und

sonst doppelt gezahlt werden wirde.

Alle anderen Kombinationen wiirden groliere Wert flir E ergeben, da aber bereits 10 den
tatsachlichen Wert Uberschreitet, stellt dies einen Widerspruch zur Annahme dar, dass es

sich um einen planaren Graphen handelt, und das Rétsel ist somit unltsbar.

Interessanterweise kann man auf ahnliche Weise zeigen, dass und wie es moglich ist,
dieses Rétsel auf der topologischen Oberflache eines Torus zu I6sen (siehe Abbildung 5).

Auf einem Torus gilt aufgrund der verallgemeinerten Euler Charakteristik [vgl. 9, S. 176]:
[V|—|E|+F=0
Aus derselben Rechnung wie oben erhélt man:
6—-9+F=0oF=3
Wieder wird eine Flache durch entweder 4 oder 6 Kanten begrenzt. Die Summe der Kan-
ten muss auch wieder halbiert werden, da man sie doppelt zahlt. Daraus ergibt sich, dass
jede Flache von 6 Kanten begrenzt wird, da:

g o SHEte_18_
==

Dies zeigt, dass der Graph auf einem Torus planar ist, sofern jede Fldche von 6 Kanten
begrenzt wird. Diese ,,Losung* des Originalproblems entspricht der teilweise angefiihrten
Losung, einen Tunnel zu graben, durch den ein Kabel durchgefihrt wird. Eine Kugel mit

einem Tunnel entspricht topologisch gesehen der Oberflache eines Torus.

Abb. 5: Ein Torus
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3 Anwendungen der Graphentheorie

3.1 Routenplanung

Eine der vermutlich bedeutendsten und bekanntesten Anwendungen der Graphentheorie
ist die Routenplanung. Das grundlegende Problem der Routenplanung liegt darin, fol-
gende Frage zu beantworten: Welcher ist der schnellste Weg von A nach B? Die , triviale*
Losung bestiinde darin, alle moglichen Wege zu bestimmen und einfach den kiirzesten zu
waéhlen. Die Anzahl der moglichen Wege von einem Punkt zum anderen ist bei komple-
xen Graphen sehr groB3. Alle Wege zu bestimmten wiirde einen enormen Rechenaufwand

darstellen. Daher sucht man nach Algorithmen, die den Rechenaufwand minimieren.

Ein Beispiel fur einen solchen Algorithmus ist der Algorithmus von Dijkstra, der es einem
ermoglicht, den kiirzesten Weg von einem Startknoten zu jedem anderen Knoten in einem
endlichen, nicht negativ bewerteten Graphen, zu errechnen. Auf diesem basiert auch die

Routenplanung von Google Maps [vgl. 2].

Die Arbeitsweise des Algorithmus kann folgendermafen verstanden werden: In einem
Graphen werden kirzeste Wege von einem Ausgangsknoten A errechnet, indem man zu-
erst die kurzeste zu A inzidente Kante sucht. Lautet nun der dazu adjazente Knoten B,
dann vergleicht der Algorithmus erneut alle zu A inzidenten Kanten, aber diesmal auch
zusétzlich noch alle zu B inzidenten Kanten, und sucht wieder den kiirzesten Weg. So
werden der Reihe nach der néchstgelegene Knoten bis zum n-ndchstgelegenen Knoten
beziiglich des Ausgangsknotens A ermittelt. Dadurch erh&lt man einen Baum (kreisfreier

Graph, F = 0) kiirzester Wege bezliglich eines Ausgangsknotens.
3.1.1 Verdeutlichung des Dijkstra-Algorithmus anhand eines Beispiels

In diesem Beispiel wird der kiirzeste Weg von Wien (W) nach Klagenfurt (K) gesucht,
wobei man Uber Eisenstadt (E), Linz (L), Salzburg (S), und Graz (G) navigieren kann.
Die zu den Kanten zugehdrigen Zahlen repréasentieren die ungeféhre Entfernung zwischen
zwei Knoten in Kilometern. Die Zeichnungen sind nicht mafstabsgetreu (siehe Abbil-
dung 6-11).

14



Schritt 1:

Zuerst wird der zu W néchstgelegene Knoten gesucht. Dabei werden nur jene Knoten
berucksichtigt, die adjazent zu W sind, da alle anderen Knoten mit Sicherheit weiter ent-

fernt sind, da mindestens eine zusatzliche Kante notig wére, um zu ihnen zu gelangen.

Die moglichen Kanten werden mit unterbrochenen Linien indiziert und die ausgewahlten

Kanten mit fetten blauen Linien markiert.
Magliche Wege:
W-L: 184km; W-E: 61km

Ergebnis: E ist der nachstgelegene Knoten zu W. Der kurzeste Weg zu E ist: W-E (siehe
Abbildung 6).

L 184

K

Abb. 6: Input & Output Schritt 1

Schritt 2:

Nun wird der zu W zweitnachstgelegene Knoten gesucht. Hierbei werden nur zu W und
diesmal auch zu E adjazente Knoten beriicksichtigt, da alle anderen Knoten aus densel-

ben Griinden, wie oben bereits erwahnt, sicher weiter entfernt sind.
Maogliche Wege:
W-E-G: 233km; W-L: 184km

Ergebnis: L ist der zweitndchstgelegene Knoten zu W. Der kiirzeste Weg zu L ist: W-L
(siehe Abbildung 7).
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L 184

K

Abb. 7: Input & Output Schritt 2

Schritt 3:

Nun wird der zu W drittnéchstgelegene Knoten gesucht. Diesmal werden nur zu E und
L adjazente Knoten untersucht (es gibt keinen weiteren zu W adjazenten Knoten). Die

Argumente bleiben dieselben, wie bereits oben erwahnt.

Mdogliche Wege:

W-L-S: 316km; W-L-K: 433km; W-L-G: 404km; W-E-G: 233km

Ergebnis: G ist der drittnachste Knoten zu W. Der kiirzeste Weg zu G ist: W-E-G (siehe

Abbildung 8).

/L 184 W L 184

Abb. 8: Input & Output Schritt 3
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Schritt 4:

Nun wird der zu W viertnachstgelegene Knoten gesucht. Dabei werden aus denselben
Grinden, wie in Schritt 1 erwahnt, nur zu G und L adjazente Knoten untersucht, abgese-
hen nattrlich von der Kante {L,G}, da L beziehungsweise G schon als zweit- beziehungs-

weise drittndchsten Knoten ermittelt wurde.

Magliche Wege:
W-L-K: 433km; W-E-G-K: 372km; W-L-S: 316km

Ergebnis: S ist der viertndchste Knoten zu W. Der kiirzeste Weg zu S ist: W-L-S (siehe
Abbildung 9)

L 184

L 184

172

Abb.9: Input & Output Schritt 4

Schritt 5:

Zuletzt wird der zu W funftnéchstgelegene Knoten ermittelt. Hierbei werden alle zu S,
L und G adjazenten Knoten betrachtet.

Mogliche Wege:
W-L-S-K: 545km; W-L-K: 433km; W-E-G-K: 372km

Ergebnis: K ist der flinftnachste Knoten zu W. Der kirzeste Weg zu K ist: W-E-G-K
(siehe Abbildung 10)
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184

.L_ 184

I —

K
Abb. 10: Input & Output Schritt 5

Nun ist der Algorithmus zu seinem Ende gekommen, da es keine weiteren zu untersu-
chenden Knoten gibt. Das eigentliche Resultat ist der Baum kiirzester Wege, der diesen
Namen deswegen tragt, da es zu jedem Knoten in diesem Baum genau einen Weg beziig-
lich eines Anfangsknotens gibt, der auch gleichzeitig der kiirzeste Weg ist (siehe Abbil-
dung 11).

—

184

132
61

172

139
K

Abb. 11: Baum kiirzester Wege beziiglich W

Auch wenn dieses Problem sehr schnell durch Probieren gelést werden kann, dient es gut
zur Veranschaulichung der ungefahren Funktionsweise des Algorithmus von Dijkstra.

Obwonhl hier der kiirzeste Weg und nicht der schnellste ermittelt wurde, &ndert sich an der
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Funktionsweise des Algorithmus nichts, wenn man den schnellsten suchen wirde. Die

Kanten wirden mit Zeitwerten und nicht mit Entfernungen bewertet werden.

3.1.2 Gultigkeitsbeweis des Dijkstra-Algorithmus

Der Beweis wird per Induktion durchgefuhrt.

Sei G = (V,E) ein ungerichteter Graph. Fur alle X,Y € V wird ein Wert length(X,Y)
zugeordnet, der die Entfernung zwischen ihnen beschreibt. Alle bereits besuchten Knoten
werden mit B;, fur i € N: 1 < i < n bezeichnet. dist(B;) wird definiert, als die kiirzeste
Entfernung von einem fixierten Ausgangsknoten A zu B;. Alle unbesuchten Knoten wer-
den mit U; bezeichnet, fur j € N: 1 < j < m. dist(U;) definiert die kirzeste Entfernung
von A zu U;, wobei der Weg nur Uber bereits besuchte Knoten fiihrt. Es wird nicht vo-
rausgesetzt, dass dist(U;) die tatséchlich kiirzeste Entfernung von A zu U; ist. Uberdies
giltn+m+1=|V|.

Induktionsbehauptung I(n):

Von einem Ausgangsknoten A aus liefert der Dijkstra-Algorithmus fiir einen ungerichte-
ten Graphen G = (V, E) stets den kiirzesten Weg zu jedem Knoten. n gibt die Anzahl der

bereits besuchten Knoten an.
Induktionsanfang:

Man betrachte den trivialen Graphen G, = (V,E), wobei E = @ und V = {A4}. Die Be-
hauptung ist hierfir offensichtlich. Somit gilt 1(0).

Induktionsschritt:

Man nehme an, die Behauptung gelte fiir I(n — 1). Nun wéhlt man 0.B.d.A. (ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit) eine Kante {B;, U}, wobei dist(U,) flr alle U; die
kleinste Entfernung von allen B; ist, sodass gilt: dist(U,) = dist(B,) + length(U;, B;).
dist(U;) muss die kirzeste Entfernung zwischen A und U; sein. Man nehme an, dies sei
nicht der Fall. Dann musste es einen Weg geben, der Giber mindestens einen unbesuchten
Knoten fiihrt. Man nenne den ersten unbesuchten Knoten, der auf diesem Pfad liegt W.
Laut der Induktionsbehauptung muss aber gelten: dist(W) > dist(U,). Dies steht im
Widerspruch zur Annahme, dass dist(U,) fir alle U; die kleinste Entfernung von allen
B; ist. Der Weg Uber W kdnnte unmdglich kirzer sein. Daher ist dist(U,) die kirzeste
Entfernung zwischen A und U,. Da der Weg mit dem Dijkstra-Algorithmus gefunden

wurde, ist die Induktionsbehauptung somit bewiesen.
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Der Algorithmus ist in seiner erweiterten Form auch flr gerichtete Graphen und fur Gra-
phen mit bewerteten Knoten anwendbar, falls man zum Beispiel Gber mehrere Knoten zu
einem Endknoten will [vgl. 7, S. 177-179].
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3.2 Frequenzplanung im Mobilfunk

Ein weiteres Anwendungsgebiet der Graphentheorie liegt in der Frequenzplanung von
Mobilfunkbetreibern. Fir jene ist es wichtig zu wissen, wie sie am besten die ihnen zu-
gewiesenen Kandle (Frequenzen) auf ihre Sendemasten verteilen. Wenn sich ein Kunde
ndmlich zwischen zwei Sendemasten befindet, die mit derselben Frequenz senden,
kommt es mitunter zu Interferenz, die das Signal verschlechtert und die Gespréchsqualitét

negativ beeinflusst [vgl. 7, S. 1-2].

Die theoretische Grundlage zur Losung solcher Probleme sind sogenannte Farbungen.
Das Konzept von Farbungen ist es, jedem Knoten eine Farbe zuzuweisen, wobei meist
angestrebt wird, dass zwei adjazente Knoten nicht dieselbe Farbe besitzen. Fir dieses
Problem kann man einen Interferenzgraphen definieren: Die Knoten stellen die Sende-
masten dar und zwei Sendemasten werden dann mit einer Kante verbunden, wenn es zwi-
schen ihnen zu Interferenz kommt. Die Farbung eines Knotens bedeutet in diesem Sinne,
welche Frequenz ein Sendemast sendet. Wird von Féarbungen gesprochen, darf der fol-

gende Satz nicht unerwahnt bleiben.

Vier Farben Theorem:
Ein planarer Graph in der euklidischen Ebene lasst sich immer mit mindestens vier Far-
ben einfarben, sodass zu einem beliebigen Knoten v; alle benachbarten Knoten v; € N;

eine andere Farbe besitzen. [vgl. 8]

N; bezeichnet in diesem Fall die Menge aller zu v; benachbarten Knoten und ein Graph
wird als planarer Graph bezeichnet, wenn es eine Darstellung des Graphen in der Ebene

gibt, bei der sich die Kanten nicht schneiden, wie bereits in 2.2 erwéhnt wurde.

Dieser Satz nimmt eine besondere Stellung in der Geschichte der Graphentheorie ein, da
der Beweis darin besteht, dass zu farbende Graphen auf eine bestimmte Anzahl von Féllen
reduziert werden, die dann mittels eines Computerprogramms Uberpruft wurden. Die
Skepsis gegentber eines Computerbeweises ist grof3, da er nicht von einem Menschen auf
seine Validitat Gberpruft werden kann. AuRerdem erh&lt man im Gegensatz zu vielen kon-
struktiven Beweisen kein tieferes Verstandnis flr das Problem. Der Beweis des Vier-
Farben-Theorems I0ste eine grol3e, viel diskutierte philosophische Debatte aus, ob Com-

puterbeweise anerkannt werden sollen [vgl. 9, S. 300-305] [vgl. 3, S. 155].
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Die relevante Frage fir einen Mobilfunkbetreiber ist nun, wie genau die Frequenzen auf
die verschiedenen Sendemasten zu verteilen sind, sodass man so wenige verschieden Fre-
quenzen wie moglich bendtigt. Es gibt Algorithmen, die Farbungen flr planare, sowie
nicht planare Graphen finden. Es ist moglich, mittels eines Algorithmus eine Farbung mit
héchstens A + 1 Farben auskommt, wobei A der hichste Grad eines Graphen ist [vgl. 7,
S. 67].

Bei einfacheren Graphen reicht jedoch meist Probieren aus, um eine optimale Farbung zu
erhalten. Betrachten wir einen ungerichteten Beispielgraphen (siehe Abbildung 12) G, =
(V,E)wobei V = {v;|i e N:0 < i <9}und

E= {{171, UZ}! {171, U7}, {UZJ 173}, {UZ' U4}, {UZJ 'l75}, {UZﬂ US}' {U3, 'U4_}, {U3, U5},

{174_, 175}, {v5! v6}! {US' US}J {U6J 177}, {177, US}}'

Die Knoten der Menge V. = {v,, v5, 14, vs} € V bilden eine Clique, das heif3t sie sind
jeweils paarweise miteinander verbunden [vgl. 7, S.2]. Jeder der vier Knoten muss eine
andere Farbe besitzen, weil ansonsten zwei Knoten mit derselben Farbe mit einer Kante

verbunden waren. Flr diesen Graph bendtigt man also mindestens vier Farben

U1

Ug

Abb. 12: Beispielgraph G,
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Abb. 13: Beispiel einer geeigneten Farbung fir G,

Durch Probieren findet man in diesem Fall relativ schnell eine geeignete Farbung. Eine
solche Farbung zu dem Beispielgraphen Go findet sich auf Abbildung 13. Jede Farbe wird

hierbei einer Zahl zugeordnet:

1....blau 3....grin

2....rot 4....schwarz

Jede Zahl konnte aber auch einer bestimmten Frequenz oder irgendeiner anderen Eigen-
schaft zugeordnet werden, bei der es gewiinscht ist, dass zwei adjazente Knoten nicht

dieselbe Eigenschaft besitzen.

Diese Methode liefert zwar ein Beispiel, wie man das Problem der Frequenzplanung lésen
konnte, wird aber aus mehreren Griinden nicht von Mobilfunkbetreibern verwendet. Ein
solches Verfahren wirde zum Beispiel sehr lange Laufzeiten mit sich bringen. Geeignete
Vereinfachungen, um die Lésung zu approximieren, sind nicht weniger umsténdlich. Zu-
sétzlich gibt es Nebenbedingungen, wie das Nichtverfiigbarsein bestimmter Frequenzen
an bestimmten Orten, die diese Methode nicht passend berticksichtigen kann [vgl. 5,
S.21].
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3.3 Gleichstromkreise

Auch Gleichstromkreise konnen in Graphen abstrahiert werden. Man kann jedem Gra-
phen einen zugehorigen Gleichstromkreis zuordnen (und nattrlich vice versa): Sei G =
(V, E) ein Graph. Der zu G korrespondierende Gleichstromkreis H = (V, E) wird folgen-

dermal3en definiert:
e Jede Kante von G wird durch einen 1Q Widerstand ersetzt.
e Eine Spannung von 1V wird zwischen zwei belieben Knoten v, und v, angelegt,

wobei U, = 1V und U, = 0V die Spannungen an den jeweiligen Knoten ist.

In einem einfachen Gleichstromkreis gelten folgende physikalischen Gesetze:

o | =% (Ohmsches Gesetz) Q)

o L :=% ,Leitwert"

e Aus der obigen Definition folgt I = UL

e Zusétzlich gilt noch die Kirchhoffsche Regel:

Vi € J: ¥jen, [;; = 0 wobei 7 = {ilv; € V}und N; = {j|{v;v;} € E} (1)
Sei U; das Potenzial bei v;. Dann folgt daraus: U;; = U; — U;. (Ill) Weiters gilt:
Vi, j: R;; = 14, was den Widerstand von v;.nach v; bezeichnet. I;; ist definiert als die
Stromstédrke von v; nach v;. Daher gilt auch: I;; = —I;;.

Um nun die Potenziale U;, i € 7 auszurechnen, geht man folgendermafen vor:
Uji _ Uji

ljj=—==—=U;—-U; aufgrund von (1) und (1)

Jt Rjj
— Y jen,(U; — U;) = 0 durch Einsetzen von I;; = U; — U; in (1)

Da U; nicht an die Summe gebunden ist, kann man U; auf einer Seite der Gleichung iso-

lieren:
UiZfZ Uj, ni = [Ny (1)

Man erhdlt ein lineares Gleichungssystem, mit |[V| Gleichungen und genau |V| — 2 Un-
bekannten. Um zu zeigen, dass dieses Gleichungssystem eindeutig ldsbar ist, nimmt man
an, es gebe eine zu U; verschiedene Losung, die U; bezeichnet wird. Die Differenz dieser

beiden Losungen wird ¢; = U; — U; genannt. Wenn nun gezeigt werden kdnnte, dass

Vi € J: ¢; = 0 wirde daraus sofort folgen, dass die beiden Ldsungen ident sind.
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Beweis:

Zunéchst gilt in den betrachteten Gleichstromkreisen, dass es ein Potenzial U, = 1V und
ein Potenzial U, = OV gibt. Man ordne jedem Knoten v; die Differenz der beiden ver-

schiedenen Ldsungen c¢; zu. Nun erh&lt man wieder ein lineares Gleichungssystem:

1

1
C = — c-<—>U-'—U-=—§(U’-—U-)
L A, j C =7 b

Dieses Gleichungssystem ist genau dasselbe Gleichungssystem wie oben, nur dass U;

durch c; ersetzt wird, unddass c, = ¢, =0 # 1 = U,.

Man betrachte nun das grof3te c¢; und nenne es 0.B.d.A. c,.. Nun gilt:
Cx=7—) G (A)

Da c, groRer als alle anderen c; ist, gilt gleichzeitig:
Cx = Cj,j € Ny (*)
Addiert man nun alle Ungleichungen fr alle ¢;, j € N, erhélt man:
1
NyCy = Z Cj chz—z Cj
g nx :
JENy JENy
Durch Einsetzen von (A) folgt:
1
—ZC]'Z Cy © ZCJ-Z Ny Cy
nx : g
JENy JENy
Die letzte Ungleichung kann als Summe von genau n, vielen Ungleichungen folgender
Form aufgefasst werden:
Cj = Cx,J € Ny
Aus dieser Ungleichung und der Ungleichung (*) folgt:
Cx = Cj,J € Ny
Dies bedeutet, dass jeder zu v, inzidente Knoten denselben zugeordneten, maximalen
Wert c, besitzt. Wendet man dasselbe Argument, wie im Beweis gegeben, auf die zu v,
inzidenten Knoten an, erh&lt man wieder, dass der zugeordnete Wert maximal ist. Induk-
tiv ist darauf zu schliel3en, dass schlieRlich jeder Knoten denselben zugeordneten, maxi-
malen Wert besitzt. Da wir wissen, dass ¢, = ¢, = 0 folgt:
VieT:c; <0
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Wenn man nun analog dazu c,, als kleinsten Wert aller ¢; definiert und dasselbe Argument

erneut anwendet, folgt:
VieTJ:c; =0
Das Kombinieren der Ungleichungen liefert das gewiinschte Ergebnis:
Vied:[(c;=0Ac;<0)—>¢;=0]>N; =N/
Dadurch ist die Eindeutigkeit des Gleichungssystems bewiesen.
Interessanterweise I6sen die Potenziale auf demselben Graphen dasselbe Gleichungssys-
tem, wie im folgenden Beispiel ausgefiihrt.

3.3.1 Zufallswanderung

Sei G = (V, E) ein ungerichteter, endlicher und zusammenh&ngender Graph. Auf diesem
Graphen befindet sich ein ,,Zufallswanderer* (ZW), der bei jedem Knoten v; zuféllig und
mit gleicher Wahrscheinlichkeit eine Kante auswahlt, mit der er zu einem adjazenten
Knoten v;,j € N; gelangt. Die Frage lautet folgendermafien: Wenn der ZW bei einem
beliebigen Knoten v; startet, wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass er zuerst bei einem
bestimmten Knoten v, ankommt, bevor er bei einem weiteren im Vorhinein bestimmten

Knoten v, ankommt?
X (i) € V bezeichnet den Aufenthaltsort des ZW im i-ten Schritt.

A beschreibt das Ereignis, dass der ZW zuerst in v, ankommt, bevor er in v, ankommt.

Ein wenig genauer kdnnte man A so definieren:

e T, beschreibt die Anzahl der benétigten Schritte des ZW, bis er v, erreicht.
e T, beschreibt die Anzahl der benétigten Schritte des ZW, bis er v,, erreicht.

In beiden Fallen lautet der Ausgangsknoten v;.
Dann wird p; so definiert:
pi =P(T, <T,) = P(4)

Die Verteilung hangt vom Startknoten ab. Ist der Startknoten v, oder v,, ist die Verteilung
trivial:

P(AIX(0)=v,) =1

P(AIX(0)=v,) =0
Bereits hier lasst sich eine Ahnlichkeit zu den Spannungen eines Gleichstromkreises er-

kennen.
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Um nun die Wahrscheinlichkeiten fir alle Knoten v; € V' zu bestimmten, wird zunachst
der Beispielgraph G, = (V, E) betrachtet (siehe Abbildung 14)

V={vieN:0<i<12}
E= {{vl; 172}, {Ul, US}' {UZ, U3}, {UZi ve}, {173, U4}, {U3, 177}, {174, Ug}, {US' UG};

{vs, v9}, {vs, v73}, {ve, 10}, {v7, Y8}, {v7, v11}, {Vs, v12} {Vo, V10} {V10, V11 {V11, V123

U1 V2 U3 U4
Us| V6 U7 (28
Vg | V10 11 V12

Abb. 14: Beispielgraph G,

Sei v, = vq, v, = V1, Und X(0) = v,.
Gesucht ist nun:

p2 = P(A|X(0) = v;)

Durch Umformen erh&lt man:

PAIX(0) =v,) = P(AAX(1) =) VP(AAX(1) = v3) VP(AAX(D) = vg)
Dies entspricht:

P(A1X(0) =v,) =P(AAX(1) =v)) + PAAX(D) = v3) + P(AAX(1) = vg)
Aufgrund des Satzes der bedingten Wahrscheinlichkeit gilt [vgl. 6, S. 234]:

p, = P(AIX(1) =v) xP(X(1) =v) + P(A|X(1) = v3) X P(X(1) = v3) +

+P(ANX(1) =vg) X P(X(1) = vg)

1 1 1 1
- D2 =§P1+§P3+§P6=§(P1+P3+P6)
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Allgemein gilt:

Vi € 7: P(AIX(0) = v;) = Z P(AANX(1) = 1)) = ni 2 p;
JEN; " jEN;
Die Wahrscheinlichkeiten des Zufallswanderers, wenn er an einem beliebigen Knoten v,
startet, zuerst an einem fixierten Knoten v, vor einem fixierten Knoten v, anzukommen,
stimmen mit den Potenzialen eines Gleichstromkreises Uberein, sofern U, = 1V, U, =
0V und R = 1Q gegeben ist. Die Aussage lasst sich aber verallgemeinern, denn wenn
U, = xV, dann kann man entweder alle Lésungen des Gleichungssystems der Wahr-
scheinlichkeiten mit x multiplizieren, um auf die Potenziale zu kommen, oder alle L6-
sungen des Gleichungssystems der Potenziale durch x dividieren, um auf die Wahrschein-

lichkeiten zu kommen.

Wenn man das Gleichungssystem G, 16st, erhélt man die Ergebnisse, die auf Abbildung

15 graphisch dargestellt werden.

0,655 0, 562 0,438 0,345
0. 749 0,592 0, 408 0,251
1 0, 648 0,352 0

Abb. 15: p; fiilr G, (v, = vo; vp = Vy3)

Wiirde man nun eine Spannung von U, = xV anlegen, jede Kante mit einem 1Q ersetzen
und jeden Wert p; mit x multiplizieren, erhielte man alle Potenziale in dem zu G, korres-

pondierenden Gleichstromkreis H;, der auf Abbildung 16 zu finden ist.
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0, 648z 0,352x 0

/)

|
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N
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Abb. 16: Der zu G, korrespondierende Gleichstromkreis H,

3.3.2 Verallgemeinerung
Der Gleichstromkreis l&sst sich aber auch fir beliebige Widerstande verallgemeinern. Der
Widerstand R;; > 00 wird definiert, als der Widerstand zwischen den Knoten v; und v;.

Ahnlich wie oben lisst sich dadurch folgendermaRen eine neue Formel fiir die Potenziale

herleiten:
Aufgrund der Kirchhoffschen Regel gilt:
Vield: Z I]l =0
JEN;
Wegen des Ohmschen Gesetzes erhalt man durch einsetzen:
Z UjR_ ~ =0
JEN; g
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Da U; nicht an die Summe gebunden ist, kann man die Gleichung nach U; auflésen, und

man erhalt:

1 U;
- (S

1
(ZjENiR_ij) JEN; 15}

Um dies ein wenig zu vereinfachen, nimmt man sich den Leitwert zu Hilfe, wobei L;; =

1 .
— und erhalt:
Rij

1
U= —— & Z UL
C Zjen Ly) Y

JEN;
Schnell erkennt man, dass man diese Gleichung fir den Fall VR: R = 1Q auf die Glei-
chung (1) zuruckfihren kann. AuRerdem sieht man, dass sich die Koeffizienten der Po-
tenziale immer auf 1 addieren, was wichtig ist, um folgende Aussage zu machen: Ein
Potenzial besteht aus dem gewichteten Mittelwert der umliegenden Potenziale. Im obigen
Beispiel, wo nur 1Q Widerstande verwendet wurden, handelte es sich um den arithmeti-

schen Mittelwert der umliegenden Potenziale.

Wie im 1Q Beispiel erhdlt man wieder ein lineares Gleichungssystem mit || unbekann-
ten und |V | Gleichungen, wobei U, = xV und U, = 0V. Der Beweis, dass dieses Glei-
chungssystem eindeutig l6sbar ist, erfolgt im Prinzip gleich, wie der oben angegebene,

nur muss eine kleine Anpassung vorgenommen werden. Hier wird darauf verzichtet.

Analog dazu kann man auch eine Zufallswanderung definieren, wobei der Zufallswande-
rer nicht mit gleicher, sondern mit unterschiedlicher Wahrscheinlichkeit zwischen jeweils

zwei Knoten marschiert. Die Wahrscheinlichkeit, mit der er sich von einem Knoten v; zu
einem Knoten v; bewegt, entspricht dem Leitwert L;;. Hier kann verallgemeinernd auch

wieder gezeigt werden, dass folgende Gleichung gilt:

1
= E piLi;
Y e Lig) Y

JEN;

Gleichstromkreise stellen ein hervorragendes Beispiel dar, um aufzuzeigen, dass mathe-

matische und physikalische Konzepte eng miteinander verbunden sind. In weiterer Folge
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lassen sich zum Beispiel das Dirichlet Prinzip oder das Thomson Prinzip, zwei wichtige
physikalische Prinzipe der Elektrotechnik, rein mathematisch mittels graphentheoreti-
scher Konzepte herleiten [vgl. 6, S. 182 ff.]. Zusatzlich verdeutlicht dieses Beispiel auch,
dass Mathematik an sehr vielen, teilweise auch unerwarteten Stellen des Lebens verbor-
gen ist. Es mag zwar nicht unerwartet scheinen, dass man mathematische Mittel zur Hand
nimmt, um Potenziale berechnen zu kénnen, doch dass die Graphentheorie herangezogen
wird, ist nicht unbedingt offensichtlich.

Jene oben behandelten Irrfahrten stellen Beispiele flr sogenannte Markovketten dar. Auf
diese wird nicht néher eingegangen, jedoch soll nicht unerwéhnt bleiben, dass sie eines
der wichtigsten Teilgebiete der modernen Wahrscheinlichkeitstheorie darstellen [vgl. 6,
S. 178]. Die Zufallswanderung zeigt die Verbundenheit verschiedener mathematischer
Gebiete, obwohl sie auf den ersten Blick unabhéngig voneinander zu sein scheinen.
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3.4 Optimierung von Ampelschaltungen

Ampeln sind ein wichtiges Instrument, um den Verkehr zu regeln. Es ist wichtig durch
geeignete Ampelschaltungen auf Durchzugsstralien die Flissigkeit des Verkehrs aufrecht
zu erhalten, ohne dass dabei Autos aus Seitenstraf3en benachteiligt werden. Die Frage, die
hier erneut mit der Graphentheorie beantwortet werden soll, ist folgende:

Wenn man auf einer Kreuzung eine Ampel installieren mochte, wie soll sie geschalten
werden, sodass moglichst viele Verkehrsteilnehmer in moéglichst kurzer Zeit die Kreu-

zung tberqueren kdnnen?

Damit es leichter fallt, die Verallgemeinerung der Methode zur Lésung dieses Problems
nachzuvollziehen, wird die Methode zunachst an einem Beispiel vorgestellt (Ubernom-
men [vgl. 7, S. 56]).

Sy

T

'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

HNNNANI

S

Abb. 17: Beispiel einer Kreuzung K; mit Verkehrsstromen

Das Ziel ist, eine optimale Ampelschaltung fir die Kreuzung K; zu finden, um den Ver-
kehr so fliissig wie maglich zu halten (siehe Abbildung 17). Die ,naive‘ L6sung bestlinde
darin, jeden Verkehrsstrom der Reihe nach griin zu schalten, also zuerst S;, dann S,, und
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so fort. Da aber bei vielen Kreuzungen mehrere Verkehrsstrome gleichzeitig, reibungslos
und kollisionsfrei flieRen konnen, wére es nutzlich, moglichst vielen Verkehrsstrome
gleichzeitig grun zu schalten. Es ware ein verlorenes Zeitersparnis, nur S; grin zu schal-
ten, wenn zum Beispiel S, ohnehin gleichzeitig auf griin geschaltet sein kénnte, ohne dass
es zu Unfallen kommt. Um dies zu ermdglichen, wird zundchst ein sogenannter Vertrag-

lichkeitsgraph definiert.
DEFINITION:

F = (V,E) ist der zu K korrespondierende Vertraglichkeitsgraph, wobei die Knoten-
menge V = {S;|j € N: 0 < j < n} die Verkehrsstréme angibt, und die Kantenmenge wie

folgt definiert ist:
E = {{S;,5:}IS;,S; €V:5; & S; konnen die Kreuzung simultan nutzen}.

Wenn zwei Verkehrsstrome gleichzeitig flieBen kdnnen, bezeichnet man sie als miteinan-
der vertraglich. Im Vertréglichkeitsgraphen werden zwei miteinander vertragliche Ver-

kehrsstrome mit einer Kante verbunden. Der Graph F; ist auf Abbildung 18 skizziert.
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Abb. 18: Vertraglichkeitsgraph F;
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Um nun moglichst effektive Ampelschaltungen zu finden, werden alle vollstdndigen Teil-
graphen von F; gesucht. Ein vollstandiger Teilgraph ist eine Teilmenge der Knotenmenge
V7, wobei alle Knoten paarweise mit Kanten verbunden sind. Ein solcher Teilgraph wird
auch als Clique bezeichnet. In diesem Fall ergeben sich folgende Cliquen:

C1 = {51,52, 56} C3 = {S3,S5,S6} Cs = {51,57}

C; = {5255, 56} Cs = {54, S5, S6} Ce = {57, Ss}
Nun ist man an einer sogenannten Sequenz, also einer Abfolge der Cliquen interessiert.
Man strebt einerseits an, mit so wenigen Cliquen wie moglich alle Verkehrsstrome abzu-
decken. Andererseits ist es auch gunstig, wenn aufeinanderfolgende Cliquen viele gleiche
Elemente (Verkehrsstrome) enthalten, um Gelbphasen zu vermeiden und somit zusatzli-

che Zeit zu sparen. In diesem Fall ware eine Mdéglichkeit, die Knoten folgender Cliquen

hintereinander auf Griin zu schalten:

ag = (Cy, Cs, C3, Cy)
Diese Folge an Griinschaltungen wird dann periodisch wiederholt.

Diese Methode scheint auf den ersten Blick nicht besonders viel Aufwand zu ersparen,
vor allem weil man dieselbe Lésung vermutlich durch ein wenig Probieren ebenfalls fin-
den konnte. Der Vorteil besteht darin, ein Problem wie dieses zu formalisieren und zu
verallgemeinern. Hat man namlich ein &hnliches Problem zu Igsen, so erfordert es nicht
viel Aufwand dieses zu l6sen, wenn man bereits die Lésung fir den allgemeinen Fall

gefunden hat.

Die allgemeine Methode lasst sich anhand des vorhergehenden Beispiels gut nachvollzie-
hen. Man féhrt wie folgt fort: Es wird eine Kreuzung K betrachtet, die die Verkehrsstrome
S1, S5, ..., Sy, enthélt. Danach wird der zu der Kreuzung K korrespondierende Vertraglich-
keitsgraph F erstellt. Alle Cliquen dieses Vertraglichkeitsgraphen werden herausge-
schrieben. Nun sucht man eine Sequenz der Cliquen, die sich periodisch wiederholt. Wie
diese Sequenz aussieht, richtet sich nach verschiedenen Kriterien. Es muss aber auf jeden
Fall sichergestellt werden, dass jeder Knoten in mindestens einer der Cliquen vorkommt,

denn sonst wiirde ein Verkehrsstrom komplett vernachl&ssigt werden.
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4 Vergleich von Erhebungsergebnissen mit den ermittelten Er-

gebnissen

4.1 Lokalanalyse einer Kreuzung in Wien Penzing

Die in 3.4 vorgestellten Methoden sollen nun zu einer Anwendung eines Beispiels des
echten Lebens kommen. Dazu wird die Kreuzung zwischen der Albert-Schweizer-Gasse
und der B1 untersucht. Ziel der Untersuchung ist es, ob sich die Schaltungen, die man
mittels der Methoden aus 3.4 herausfindet, von den tatsachlichen Schaltungen unterschei-

den. Unterschiede und deren mdgliche Griinde werden erlautert.

Auf Abbildung 19 findet sich eine Skizze der Kreuzung mit den eingezeichneten Ver-

kehrsstromen.
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———————————————————————— —— S T g
— — ] 24
Sis —— —— |
———————————————————————— —— —
Sy — — ——
—— ——

it

52 | 53

=
Abb. 19: Skizze der Kreuzung B1|Albert-Schweizer-Gasse
Anmerkung: Die B1 verlauft in dieser Skizze vertikal, die Albert-Schweizer-Gasse hori-

zontal.
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4.1.1 Ermitteln moglicher Schaltungen durch graphentheoretische Methoden
Es l&sst sich erneut ein Vertraglichkeitsgraph definieren:

Sei G, = (V, E) ein Vertréglichkeitsgraph mit V = {S;|i € N:0 < i < 16} und

E = {{5;,5:}IS;; € V:S; und S; konnen simultan und kollisionsfrei grin sein}

Der Vertraglichkeitsgraph flr diese Kreuzung ist in Abbildung 20 zu sehen.
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Abb. 20: Vertraglichkeitsgraph der Kreuzung B1|Albert-Schweizer-Gasse

Bei dem Ermitteln der Cliquen fallt auf, dass S;, und S;; mit jedem anderen Verkehrs-

strom vertraglich sind, auBer mit sich untereinander. Daher gibt es immer zwei gleiche
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Cliquen, bei denen lediglich S;, und S;; ausgetauscht sind. Um den Arbeitsaufwand zu
halbieren, enthdlt eine Clique C standardmalig S;, und wird als C' bezeichnet, wenn man

S11 Mit S, austauscht. Oder anders gesagt:

C':={S113UC\ {S10}

Die Cliquen des Vertraglichkeitsgraphen:

C1 = {51, 52,53, 56, S10, S14} Co = {S4 S10, 512}
Ca = {51, S8, S10, S14} C7 = {S5,57, 510, 513, S14}
C3 = {52,583, 59, S10, S15} Cg = {S6,S10,S12, S14}
Cy = {S4, 510, S15} Co = {Ss, 9, S10, 515}
Cs = {54, 55,57, 510} Cio = {510,512, S13, S14}

Ohne einen geeigneten Algorithmus, ist es relativ schwierig eine Sequenz zu finden, die
einerseits die Anzahl der Cliquen minimiert, und andererseits die Anzahl der gemeinsa-
men Elemente zweier aufeinanderfolgender Cliquen maximiert. Einen solchen Algorith-
mus flr diesen Fall zu implementieren, wiirde den Rahmen dieser Arbeit ibersteigen.
Deswegen wird lediglich eine Sequenz geliefert, die auf den ersten Blick einigermalien

sinnvoll erscheint:
a; = (Cy, Cs, Cyg, Cg, Cg, Co)

Bei dieser Sequenz wurde die Prioritét auf den fahrenden Verkehr gesetzt, da es vor allem
gilt, Staus zu vermeiden, um die Flussigkeit des Verkehrs aufrecht zu erhalten. FuRgénger
werden trotzdem beriicksichtigt und jeder Verkehrsstrom fur FuBganger kommt mindes-
tens einmal in der Sequenz vor. AuBerdem wirde das VVorhandensein von Schaltern fur
die FulRgénger das Einschieben einer mdglichst giinstigen Clique ermdglichen, die einer-
seits moglichst viele Elemente, wie die vorherige Clique enthalt, aber auch den Fullgan-
geriibergang auf griin schaltet. Ein Beispiel: Ein FuRganger mochte den Ubergang S;4
uberqueren. Unter der Annahme, dass die néchste geplante Clique C; wére, wird in der
Sequenz C; einmalig gegen C;' ausgetauscht. Da S, ohnehin durchgehend auf griin ge-

schalten ist, wirde dieses Vorgehen den Verkehrsfluss nicht allzu sehr behindern.

Zusétzlich ist auch die Zeit einer jeweiligen Grunschaltung von Interesse. Dies ist jedoch
nicht einfach zu beantworten, da bekannt sein misste, wie hoch das VVerkehrsaufkommen
der jeweiligen Verkehrsstrome ist. Die Intensitat der jeweiligen Verkehrsstréme kdnnte

auch die Sequenz beeinflussen, da den Verkehrsstromen moglicherweise unterschiedliche
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Prioritdten zugeordnet werden. Messungen, die dies ermitteln, wiirden den Rahmen dieser

Arbeit Ubersteigen und werden somit nicht durchgefihrt.
4.1.2 Observierung der Kreuzung

Die Kreuzung B1|Albert-Schweizer-Gasse wurde am 31.12.2015 um ungeféhr 12 Uhr

beobachtet. Das Ziel war es, folgende Fragen zu beantworten:

1. Welche Verkehrsstrome fliel3en in welcher Reihenfolge? Lasst sich eine Periodi-
zitat erkennen? Kann man die Abfolge der Verkehrsstrome einer Sequenz von
Cliguen zuordnen?

2. Sind Schalter fiir die FuBganger angebracht? Wenn ja, wie beeinflusst das Betéti-

gen eines Schalters die Ampelschaltungen?
Ergebnisse:

Bei der Beobachtung der verschiedenen Griinschaltungen l&sst sich folgende sich perio-

disch wiederholende Sequenz erkennen:
a; = {Cyo, Cs, €3, Cy, C3)

Die Abfolge der gleichzeitig griin geschalteten Verkehrsstrome lasst sich eindeutig einer

Sequenz von Cliquen zuordnen.

Die Antwort auf die zweite Frage ist zu verneinen, es waren keine Schalter angebracht.
4.1.3 Vergleich der Beobachtung mit den ermittelten Ergebnissen

Das Nichtvorhandensein von Schaltern fir die FuRgéngerampeln erfordert, dass die Se-
quenz Cliquen enthalt, die S;, enthalten. a, enthalt fur diesen Zweck Cs und C;. Da
S, 811 € Cs istes fur einen FuBganger moglich, die Stralle ohne Pause auf der Verkehrs-
insel zu Gberqueren (siehe Abb. 19). Da die meisten Ful3ganger wahrscheinlich nicht le-
diglich anstreben, auf die Verkehrsinsel zu gelangen, ist das Kombinieren von zwei be-

nachbarten FuRgangeriibergangen auferst sinnvoll.

Vergleicht man die Sequenzen a; und a,, so féllt auf, dass sie sich in der Lange der
Periode |a;| unterscheiden. |a;| = 6 und |a,| = 5. a, Ubertrifft a, in dem Punkt, die
Anzahl der Cliquen zu minimieren.

Nun wird eine HilfsgroRe eingefiihrt, um die Minimierung der Gelbphasen der jeweiligen
Sequenzen zu vergleichen. Man bezeichne das erste Glied einer Sequenz a(1), das zweite
Glied a(2) und das n-te Glied a(n). Nun betrachtet man die Kardinalitat des Durch-

schnitts zweier aufeinanderfolgender Glieder:
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la(D) Nna(l + 1)
Die nun eingeflhrte HilfsgroRe z(a;) einer Sequenz a; mit Lange |a;| = m wird wie folgt
definiert:

m-1

2(a) = las(m) N @ (D] + D 1ai(s) 1 ai(s + D)

Diese HilfsgréRRe gibt nun die Anzahl der vermiedenen Gelbphasen an. Je gréRer diese
ist, desto mehr Zeit wird erspart, daher ist eine Maximierung dieses Wertes gesucht. Die-

ser Wert muss natirlich in Relation zu der Lange der Periode betrachtet werden, daher ist

der Wert von La‘l) von Interesse. Da dieser Wert auflerdem indirekt proportional zur

la;

Lange der Sequenz ist, umfasst die Maximierung dieses Wertes beide Kriterien.

_ z(a,)
la,|

z(a,) _
la|

1,5>1,4

Hierbei wird aber bei a,; davon ausgegangen, dass S;, immer so lange in jeder Clique
vorkommt, bis ein FuBganger einen Schalter betatigt, um S;; zu Uberqueren. Geht man

davon aus, dass dies ein bis zweimal pro Clique geschieht, verringert sich der Wert von

z(aq)

lag|

z(a z(a
ORI
la| la,|

Der Unterschied der beiden Werte bleibt jedoch in beiden Féllen marginal.

Den Werten zufolge ist die Sequenz a, der Sequenz a, uberlegen. Die beobachtete Schal-
tung ist der gefundenen jedoch sehr dahnlich und es scheint, als befdande man sich mit
diesen Mitteln am richtigen Wege, um solche Probleme systematisch angehen zu kénnen.
Ein sehr wichtiger Aspekt, der hier vernachl&ssigt wurde, ist auch das Koordinieren der
Ampelschaltungen nahe liegender Ampeln. Dies kénnte auch eine Veranderung der ge-

waéhlten Sequenz bewirken.
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4.2 Messen der Spannungen eines Gleichstromkreises

Dieses Kapitel widmet sich dem Messen der Spannungen einzelner Knoten an einem
Gleichstromkreis mit unterschiedlich starken Widerstanden. Die Messergebnisse werden
danach mit den Ergebnissen, die man durch rechnerisches VVorgehen erhalt, verglichen.
Mit rechnerischem Vorgehen ist das Aufstellen und Ldsen eines Gleichungssystems, wie

es in 3.3 getan wurde, gemeint.

100002 4709 1000
US U’:
N 1 1 B okt
47009 47009 4700
U? I/ i \\
Um}{ {Ual l .‘
10009 1000 \4_ /
47000 470092 4700
100092 100082 4709
ul T T e
Us Us

Abb. 21: Gleichstromkreis Hg

Die Messungen wurden bei dem Gleichstromkreis Hs durchgefiihrt, dessen Aufbau auf
Abbildung 21 zu sehen ist. Die Anordnung der Widerstande erfolgte nach keiner Syste-
matik.

4.2.1 Rechnerisches Ermitteln der Potenziale

Um die Potenziale rechnerisch ermitteln zu kénnen, bendétigt man folgende Gleichung,

die in Kapitel 3.3.2 hergeleitet wurde:

1
U = — & Z UiL::
C Cjen L) Y

JEN;
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Nun kann man ein lineares Gleichungssystem aufstellen:

U1:5V
U2=OV
1 U1 U4 U6
U, = ( )
T o1 1 270 T 270 T 1000
270 T 770 T T000
1 U, U, Us
U, = ( )
*T1 11 *\270 T 100 T 770
270 T 770 T 100
1 U, U, U,
u ( )
ST 1 1 100 T 270 T 770
770 T 770 t 100
1 u, U, U,
U, = ( )
671 1 1 *\1000 * 1000 T 7700
7000 T 1000 T 700
1 U, Uso Us Ug
u ( )
A S S S 100 T 1000 T 2700 T 2700
1700 T 1000 T 7700 T 7700
1 Us U, Uir
v ( )
S S W 270 T 2700 T 1000
770 T 7700 T 1000
1 Us Uso
Us = ( )
R S *\1000 T 2700
1000 T 4700
1 Usg U, Ui1 )
U, =
WETT T T *<4700+1000+4700
2700 T 7700 T 1000
1 Us Uy,
U =
nETT 1 *<1000+4700)
7000 T 2700

Die Werte fur U; und U, sind bereits im Vorhinein bekannt, da es fur die Rechnung un-
entbehrlich ist, zu wissen an welchen zwei Knoten die Spannungsquelle angeschlossen

ist. Zusatzlich muss die Ausgangsspannung bekannt sein.

Aufgrund des unverhéltnismélig grolRen Arbeitsaufwands beim héndischen Ldsen eines

solchen Gleichungssystems, werden die Losungen mithilfe eines CAS ermittelt.
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Die berechneten Losungen (auf zwei Nachkommastellen gerundet):

U, =5V Us = 0,36V Uy = 2,70V

U, = 0V Uy = 2,89V Uy = 1,80V
Us = 3,31V U, = 1,82V Uy, = 0,80
U, = 1,82V Ug = 0,58V

4.2.2 Messung der Widerstande

Am 30.11.2015 wurde der Gleichstromkreis He aufgebaut und die Spannung an den ein-
zelnen Knoten wurde gemessen.

Durchfihrung:

Zu Beginn wurde der Gleichstromkreis H;, wie er in Abbildung 18 zu finden ist, aufge-
baut und das Netzteil auf 5V eingestellt. Danach wurde ein Ende des Multimeters an v,
angeschlossen. Das andere Ende wurde dann abwechselnd an alle anderen Knoten ange-

schlossen und die Spannungen wurden gemessen.

Anmerkung: U; ist die Spannung am jeweiligen Knoten v; des korrespondierenden Gra-

phen.
Ergebnisse:

Die Potenziale an den jeweiligen Knoten (auf 10mV gerundet):

U’y = 5,00V U's = 0,36V U'y = 2,71V
U', = 0,00V U's = 2,91V U'yo = 1,80V
U's = 3,33V U', = 1,82V U'y; = 0,80V
U', = 1,83V U's = 0,59V

Um eine Unterscheidung zwischen den gemessenen und den berechneten Werten vorneh-
men zu kdnnen, werden die gemessenen Potenziale U; mit einem Apostroph gekennzeich-

net.
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4.2.3 Vergleich der Rechen- und Messergebnisse

Auf den ersten Blick scheinen die Ergebnisse der Rechnung weitreichend mit den gemes-
senen Werten bereinzustimmen. Um einen objektiveren Vergleich zu erhalten, wird nun
die relative Messabweichung f (in Prozent) ermittelt. Eine oft verwendete Methode der
Berechnung ist folgende [vgl. 10] [vgl. 1, S.24f.] [vgl. 12]:

Xa 70 L 100%

f=

xT
X... ,richtiger Wert
Xq... angezeigter Wert

Es stellt keineswegs eine eindeutig zu beantwortende Frage dar, ob der berechnete oder
der gemessene Wert der Potenziale den ,,richtigen Wert darstellt. Da aber eine Entschei-
dung getroffen werden muss, werden hier die berechneten Werte als ,,richtige* Werte

angesehen. In die obige Formel eingesetzt, erhalt man:

!

fi = Yi = Ui, 1009%
l Ull

Die relativen Messabweichungen der verschiedenen Potenziale lauten also:

fs=f7=fio=fi1=0% fe = 0,69%
fz = 0,6% fo=1,7%
fr = 0,55% fo =0,37%

Anmerkung: Eine Messabweichung flr U; und U, macht keinen Sinn, da diese Werte

sowohl bei der Messung, als auch bei der Rechnung bereits im Vorhinein bekannt sind.

Um einen Wert zu erhalten, der die Messabweichung aller Potenziale umfasst, wird ein-

fach das arithmetische Mittel verwendet:

1 11
f= §Zfi = 0,49%
i=3

Das Mittel aller Messabweichungen belduft sich also auf nicht einmal einen halben Pro-
zent. Interessant ist, dass die relative Messabweichung flr keine Spannung negativ ist.
Die Messwerte stimmen entweder mit den Rechenwerten (berein oder sind leicht gréRer.
Dieser Messfehler ist vermutlich verzeihbar und daher scheint diese Methode geeignet,

um die Potenziale in einem Gleichstromkreis zu modellieren.
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Restumee

Zusammenfassend ist zu sagen, dass ein grof3er Teil der Fragen einigermafRen adaquat
beantwortet werden konnte. Die Frage nach Bedeutung und Definition, sowie nach dem
historischen Hintergrund der Graphentheorie wurde im ersten Teil beantwortet. Dabei
kamen keine unerwarteten Schwierigkeiten auf. Einzig das Finden einer geeigneten Soft-
ware zum Erstellen der Graphen war nicht besonders einfach. Es lie3en sich einige An-
wendungsbeispiele finden, wobei keine erwéhnenswerten Schwierigkeiten aufkamen,
passende zu finden. Eher musste darauf geachtet werden, besonders interessante und nicht

zu viele Beispiele zu erlautern, um nicht den Rahmen der Arbeit zu Ubersteigen.

Die Frage, ob die graphentheoretischen Methoden, die in dieser Arbeit vorgestellt wer-
den, um Probleme zu l6sen, auch in der Realitdt angewendet werden, erwies sich als
schwierig zu erdrtern. Nur teilweise lief3en sich eindeutige Antworten darauf finden: Die
hier vorgestellte Methode zur Frequenzplanung wird nicht von Mobilfunkbetreibern ge-
nutzt, der Dijkstra-Algorithmus hingegen wird in seiner erweiterten Form tatsachlich von

Google Maps verwendet, um kiirzeste Wege zu finden [vgl. 2] [vgl. 5, S.21].

Bei den anderen beiden Anwendungsbeispielen, dem Ermitteln geeigneter Ampelschal-
tungen und dem Berechnen der Spannungen eines Gleichstromkreises, stellte es sich als
unerwartet schwierig heraus, Literatur zu finden, die eine zufriedenstellende Antwort auf
die obige Frage liefert. Aus diesem Grund wurde versucht, durch empirische Verfahren
herauszufinden, ob die Realitét, also die Ampelschaltung einer Kreuzung bzw. die Span-
nungen eines Gleichstromkreises, mit den durch Graphentheorie ermittelten Ergebnissen
ubereinstimmt. Bezuglich der Ampelschaltung ist zu sagen, dass Messung und Ermittlung
weitreichend Ubereinstimmen und vermutlich &hnliche Methoden verwendet werden. Die
Spannungen der Messung stimmen sehr genau berein, daher scheint die Methode zur

Spannungsberechnung passend, um die Realitat zu modellieren.

Ein anfangs geplantes Interview (ber die Optimierung von Ampelschaltungen wurde
nicht durchgefiihrt. Zunéchst war es schwieriger als erwartet eine geeignete Ansprech-
person zu finden. Es stellte sich aber ohnehin nach einiger Zeit heraus, dass die Arbeit
bereits sehr umfangreich war und ein Interview zwar interessant ware, aber einerseits
vermutlich keine wesentlichen Informationen liefern wirde und andererseits wahrschein-

lich den Rahmen einer vorwissenschaftlichen Arbeit tibersteigen wirde.

In dieser Arbeit befindet sich nur ein kleiner Ausschnitt der zahlreichen Anwendungen

der Graphentheorie [vgl. 11]. Durch das Lesen der Literatur, auf der diese Arbeit basiert,
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erhielt ich den Eindruck, dass es viele Probleme gibt, die durch Einbeziehung von gra-
phentheoretischen Methoden geltst werden kdnnen. Der Ast der Graphentheorie schafft
es Sachverhalte, die nicht elegant mit einer Formel beschrieben werden kdnnen, in die
Sprache der Mathematik zu Ubersetzen. Es ist die isolierte Untersuchung von Graphen,
die einem verhilft Probleme zu I6sen, die sich in einen Graphen abstrahieren lassen. Es
gibt vieles, das sich in einen Graphen abstrahieren lasst und noch viel mehr, das sich
abstrahieren lieRe, ist vermutlich noch gar nicht gefunden worden. Ich stehe der Zukunft

der Graphentheorie optimistisch gegentber.
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