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I. Zusammenfassung

Raumkurven lassen sich mit Hilfe von Parameterdarstellungen angeben: Die drei
Koordinatenfunktionen sind jeweils abhdngig von einem Parameter t aus einem Intervall
[a; b]. Der Tangentenvektor in einem Kurvenpunkt berechnet sich durch Ableiten der
Parameterdarstellung. Der Tangentenvektor spannt gemeinsam mit dem zweiten

Ableitungsvektor die Schmiegebene der Kurve im jeweiligen Kurvenpunkt auf.

Auch Flachen lassen sich auf die gleiche Weise darstellen: Nun sind die Koordinaten-
funktionen jeweils in Abhangigkeit von zwei Parametern u und v gegeben. Hilt man einen
der beiden Parameter konstant, erhdlt man eine Parameterlinie. Setzt man die beiden
Parameter u und v in Abhéangigkeit von einem Parameter t fest, erhdlt man eine
Flachenkurve. Parameterlinien helfen bei Visualisierungen, um sich die Flachen besser
vorstellen zu konnen. Vergleichbar mit einer Kurventangente ist bei einer Flache die
Tangentialebene. Sie enthdlt die Tangentenvektoren aller Flachenkurven in einem Punkt,
damit auch die partiellen Ableitungsvektoren, welche die Tangentenvektoren der

Parameterlinien sind.

Fiir viele Anwendungen wichtig sind Regelflachen. Sie zeichnen sich dadurch aus, dass auf
ihnen unendlich viele Geraden liegen. Jede Regelflache lasst sich darstellen, indem eine
Leitkurve und die Erzeugendenrichtung in Abhangigkeit von einem Parameter t angegeben
werden, wobei der Erzeugendenvektor mit Hilfe eines Parameters v in seiner Lange variiert

werden kann.

Bei Regelflaichen muss zwischen windschiefen und torsalen Erzeugenden und bei torsalen
Erzeugenden noch zwischen zylindrisch torsalen und nichtzylindrisch torsalen Erzeugenden
unterschieden werden: Bei windschiefen Erzeugenden sind alle Tangentialebenen
verschieden. Im Gegensatz dazu sind bei torsalen Erzeugenden alle Tangentialebenen gleich.
Eine zylindrisch torsale Erzeugende hat nur reguldare Punkte. Eine nichtzylindrisch torsale

Erzeugende hat hingegen genau einen singuldren Punkt.

Jede windschiefe Erzeugende hat einen Zentralpunkt. Die Tangentialebenen von
symmetrisch zum Zentralpunkt liegenden Punkten schlieRen mit der Tangentialebene im
Zentralpunkt gleich grofle Winkel ein. Verbindet man die Zentralpunkte aller Erzeugenden,

erhalt man die Striktionslinie der Regelflache.



Die einschaligen Hyperboloide und die HP-Flachen sind , doppelte” Regelflachen, auf denen
sogar zwei Scharen von unendlich vielen Geraden liegen. Die Schraubwendelflache, das
Pliicker-Konoid, das Mdbius-Band, die Schraubtorse und das Oloid sind weitere Beispiele fiir

besonders interessante Regelflachen.

Flr schwierige oder aufwandige Rechengange habe ich MAPLE verwendet. Die Grafiken sind
mit MAPLE, MicroStation und CorelDRAW erstellt worden. Mehrere Grafiken habe ich aus

meinen Unterrichtsunterlagen oder der Literatur lbernommen.
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III. Vorwort
Inhalt:

Die ersten beiden Kapitel befassen sich mit Parameterdarstellungen von Kurven und

Flachen. Fir die Arbeit wichtige geometrische Begriffe werden erklart.

Im dritten Kapitel werden die Regelflichen mathematisch erfasst und untersucht. Einige
wichtige Eigenschaften dieser interessanten und besonders in der Architektur wichtigen

Flachen werden hergeleitet.

Im letzten Kapitel werden einige spezielle Regelflachen vorgestellt, u.a. das einschalige

Drehhyperboloid und das Mobius-Band.

Mathematische Voraussetzungen:

Wenn man an eine Funktion x — f(x), x € [a, b] denkt, stellt man sich ihren Graph in der
Regel als glatte Kurve vor. Damit diese Vorstellung auch zutrifft, muss man Annahmen

beziglich Stetigkeit und Differenzierbarkeit treffen.

Alle in dieser Arbeit nicht explizit angegebenen Funktionen moégen so sein, dass ihre ersten

und zweiten Ableitungen existieren und dass auch die zweiten Ableitungen noch stetig sind.

Man sagt auch, die verwendeten Funktionen sind aus der Funktionsklasse C2.

Alle Informationen stammen aus der angegebenen Literatur, dem Mathematik- und DG-

Unterricht sowie dem personlichen Gesprach mit meinem Betreuer.



1. Kurven

1.1. Parameterdarstellung

Bei der Parameterdarstellung einer Kurve werden die Punkte der Kurve mit einer

Hilfsvariablen berechnet, die man Parameter nennt.

Eine Kurve wird also in der Form P = P(t) angegeben, wobei jede Koordinate eine Funktion

des Parameters t ist:
P(t) = [x(6),y(0), z(t)]

Zu einer Parameterdarstellung gehort immer auch ein Intervall [a; b], in dem sich der

Parameter t bewegt.

Durch Einsetzen eines Parameterwertes t erhdlt man einen Punkt P(t). Jedem
Parameterwert des Intervalls [a; b] kann somit genau ein Punkt zugeschrieben werden. Die
Gesamtheit dieser Punkte ergibt die Kurve. Die Endpunkte des Intervalls ergeben die

Endpunkte der Kurve.

P(b)

)

Abbildung 1 — Parameterdarstellung

Bei ebenen Kurven, die in der xy-Ebene liegen, ist die z-Koordinate z = 0 zu setzen.



Beispiel 1: Parameterdarstellung einer Schraublinie

Dreht man einen Punkt P mit dem Drehwinkel t um eine Achse a und schiebt ihn gleichzeitig
in Richtung der Achse a, wobei die Schiebstrecke proportional zum Drehwinkel ist

(also p - t), so bewegt sich P auf einer Schraublinie.

Wahlt man die z-Achse als Achse a und legt den Anfangspunkt P, = (1, 0,0) auf die x-Achse,

so ergibt sich — wie aus Abbildung 2 ablesbar — folgende Parameterdarstellung:

P(t) = [r-cos(t),r -sin(t),p - t]

Abbildung 2 — Herleitung Schraublinie Abbildung 3 — Schraublinie (drei Gdnge) [8]

Die Schraublinie liegt auf einem Drehzylinder. Im Grundriss erscheint sie als Kreis mit dem
Radius 7. Man nennt r den Radius und p den Parameter der Schraublinie. Fir 0 <t < 2m

erhalt man einen Gang der Schraublinie, der sich flir t = 2m periodisch wiederholt.



Beispiel 2: Parameterdarstellung einer Bezierkurve

Bezierkurven® sind in der Computergrafik von grundlegender Bedeutung. Sie werden durch

ein Polygon festgelegt und mit dem Algorithmus von de Casteljau’ berechnet.

Wenn das Polygon aus vier Punkten B, B;, B, und B besteht (siehe Abbildung 4), sieht der

Algorithmus von de Casteljau so aus:

1) Nach Wahl eines Parameterwerts t € [0; 1] werden die Strecken ByB;, B;B, und
B, B im Verhiltnis t: (1 — t) geteilt. Dies liefert die Punkte B}, B} und B3.

2) Nun werden die Strecken B3 B und BB im Verhiltnis t: (1 — t) geteilt. Dies liefert
die Punkte B§ und B?.

3) SchlieRlich wird noch die Strecke B3B? im Verhiltnis t: (1 —t) geteilt. Dies liefert
den Punkt B3 = P

Wenn t das Intervall [0; 1] durchlauft, bewegt sich P auf einer Kurve, die man Bezierkurve

nennt.

Abbildung 4 — Bezierkurve [7]

Will man eine Strecke AB im Verhéltnis t: (1 — t) teilen, erhdlt man den Teilungspunkt T
bekanntlich mit der Formel T = A + t - AB. Aufgrund von AB = B — A erhdlt man durch
Umformung die Formel T = (1 —t) - A + t - B, mit der man den Teilungspunkt direkt aus
den Koordinaten der Eckpunkte berechnen kann, ohne zuvor den Verbindungsvektor AB

bestimmt zu haben.

! Pierre Bezier, 1910-1999, franzdsischer Ingenieur
2 paul de Casteljau, *1930, franzosischer Mathematiker und Physiker



Die genannte Formel liefert die ersten drei Teilungspunkte B}, B} und B} (Schritt 1 des

Algorithmus von de Casteljau):
Bi=(0—-t)-By+t-B;
Bl=(01-t)-B;+t"B,
Bl=(0-t)'B,+t By

Ebenso erhilt man die Teilungspunkte BZ und B% (Schritt 2 des Algorithmus von de

Casteljau):
Bi=(1—-t)-Bj+t B}
Bi=(1—-t)'Bl+t-Bj]

SchlieRlich erhalt man den Punkt P = B3 (Schritt 3 des Algorithmus von de Casteljau):
P=(1-t)-B¢+t-B?

Durch Einsetzen von BZ und B? sowie von B}, B und Bj erhilt man nach einigen

Umformungen:

P=(1-t)3By+3-(1-t)?t-B;+3-(1—1t)-t> B, +t3:B;

Gegeben sei nun ein Kontrollpolygon durch die Punkte B,(1,0,0), B, (1,1,0), B, (0,1,0) und

B3 (0,0,1). Gesucht ist die dazugehorige Bezierkurve.
Die Parameterdarstellung lautet:
P=(1-¢3-[1,00]+3-(1—-t)?-¢t-[1,1,0] +3- (1 —1¢t)-t*-[0,1,0] + t3-[0,0,1]

Nach Vereinfachen der einzelnen Koordinatenfunktionen erhdlt man folgende

Parameterdarstellung:
P =[2t3 = 3t? + 1,-3t% + 3t,t3]

Diese dem Einheitswiirfel eingeschriebene Bezierkurve ist in Abbildung 5 dargestellt.
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B,

Abbildung 5 — Bezierkurve [7]

1.2. Parameterwechsel

In manchen Féallen kann eine gezielte Verdnderung des Parameters hilfreich sein,
beispielsweise wenn man die Funktion fir eine Koordinate moglichst einfach halten mochte.
Daflir muss der Parameter t selbst als eine Funktion t = t(u) eines Parameters u aufgefasst
werden. Damit kann die urspringliche Parameterdarstellung in t in eine

Parameterdarstellung in u transformiert werden:
P(w) = Plt(w)] = [x(t@W)),y(tw)), z(t(w))]
Zusatzlich missen auch die Intervallgrenzen angepasst werden.

Die Kurve verandert sich dadurch in ihrem Verlauf nicht. Der einzige Unterschied ist, dass die
Kurve mit verschiedenen Geschwindigkeiten durchlaufen wird, wenn man den Parameter

jeweils als Zeit interpretiert.
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Beispiel 3: Parameterwechsel

Die in Beispiel 2 behandelte Bezierkurve besitzt im Intervall [0; 1] die zuvor ermittelte
Parameterdarstellung:

P(t) = [2t3 — 3t% + 1, —3t% + 3¢, t3]
Die Kurve kann etwa mit der Funktion t(u) = y/u umparametrisiert werden. Man erhilt eine

neue Parameterdarstellung derselben Kurve:
P(u) = [2u - 3Vu2 + 1,-3Vu? + 33, u

In diesem Fall ergibt sich kein anderes Intervall, da sich bei Einsetzen der Grenzen t = 0 und
t=1 in die Funktion t(u)=3u die Grenzen u=0 und u=1 ergeben. Die

Parameterdarstellung P (w) ist daher auch im Intervall [0; 1] definiert.

1.3. Tangente

Die Herleitung der Tangente erfolgt wie in der elementaren Differentialrechnung. Sei
P(t) = [x(t),y(t),z(t)] ein Punkt auf der Kurve k. Es wird eine Gerade durch den Punkt
P(t) und einen zweiten Punkt P(t + At) gelegt. Bei At — 0 nahert sich die Gerade immer

mehr der Tangente in P(t) an.

X

Abbildung 6 — Tangente
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Da AP = P(t + At) — P(t) immer kleiner wird, je mehr At — 0 geht, wird AP durch At
dividiert, da die Division durch eine sehr kleine Zahl den Vektor wieder langer macht. Durch
die Division von AP durch At wird ein Richtungsvektor der Sekante erzeugt, der bei At —» 0

nicht gegen den Nullvektor konvergiert:

x(t + At) — x(t)]
x(t + At) — x(t) At
AA_IZZ%AP =—|y(t+A) —y(@®)| = y(t+AAt) —y(®)
2E+80-2(0] |, At§ 20
At .

Fir At - 0 erhilt man einen auf der Tangente liegenden Vektor P, den man

Tangentenvektor nennt.

Am A =P=

y
Z
Somit ist hergeleitet, dass man einen Richtungsvektor der Tangente erhilt, indem man die

einzelnen Funktionen x(t), y(t) und z(t) ableitet.

Nach einem Parameterwechsel t = t(u) ergibt sich aufgrund der Kettenregel ein anderer

Tangentenvektor:
P(u) = P(t(u))
P'(w) = P(t) - t'(w)
Hier bedeutet  die Ableitung nach t und ' die Ableitung nach u.

Es ist zu erkennen, dass der Vektor P’ sich nur betragsmaRig vom Vektor P unterscheidet.
Der Tangentenvektor P’ hat somit die gleiche Richtung, kann sich jedoch in Orientierung und

Lange vom Tangentenvektor P unterscheiden.
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Beispiel 4: Tangentenvektor

Gegeben ist wieder die Parameterdarstellung der Bezierkurve
P = [2t3 —3t? +1,-3t% + 3t,t3]
von Beispiel 2. Fiur t = 0.5 ergibt sich der Punkt P, =[0.5,0.75,0.125]. Um den
Tangentenvektor P in einem Punkt P berechnen zu kénnen, muss man die erste Ableitung
bilden:
P = [6t% — 6t,—6t + 3, 3t?]

Der Tangentenvektor im Punkt P, wird nun durch Einsetzen von t = 0.5 berechnet:

P, = [-1.5,0,0.75]

1.4. Bogenlinge s als Parameter
Eine spezielle Art der Parametrisierung ist die Verwendung der Bogenldange s als Parameter.
Diese wird auch natiirliche Parametrisierung genannt und ist flr theoretische Herleitungen

sehr gut geeignet.

Wenn man sich auf der Kurve vom Punkt P(t) zum Punkt P(t + At) bewegt, so dndern sich

die x-, y- und z-Koordinate von P um Ax, Ay und Az.

X

Abbildung 7 — Herleitung Bogenlédnge
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Fir sehr kleine At kann der Bogen As als fast geradlinig angesehen werden. Zweimalige

Anwendung des Satzes von Pythagoras liefert:
As? =~ Ax? + Ay? + Az?
Nach Division durch At? ergibt sich:
&) ~E &) @
At) — \At At At
Nach dem Grenziibergang At — 0 erhalt man:
§2 =% +y* + 27

Die Ableitung $ der Bogenlange s ist also der Betrag des Tangentenvektors P = (x,9,2):

5= Ty A2 = ||

Die Bogenlange lasst sich daher durch Integration berechnen:

szf X2 +y2+22dt

Man kann die Bogenldange s selbst als Parameter verwenden. Bei der Ableitung nach der

Bogenliange s verwendet man Ublicherweise das Symbol '

Da die Ableitung von s nach sich selbst 1 ist, ergibt sich aus der Formel

s' = \/x'2 +vy'2+ 22 =|P'|
dass der Tangentenvektor P'in diesem Fall die Linge 1 hat.

[P'(s)] =1

15



1.5. Schmiegebene
Wenn man den Tangentenvektor P differenziert, erhdlt man den Vektor P. Die an dem Punkt
P angehingten Vektoren P und P spannen eine Ebene auf, die als Schmiegebene o der

Kurve im Punkt P bezeichnet wird.

Abbildung 8 — Schmiegebene

Bei einem Parameterwechsel t = t(u) bendétigt man fir die Herleitung von P"(u) die

Kettenregel und die Produktregel:
P(w) = P(t(w))
P'(uw) = P(t) - t'(w)
P"(w) =P(t) [t'W]* + P(1) - t" (W)

Der Vektor P’ hat dieselbe Richtung wie der Vektor P. Der Vektor P” hat nicht dieselbe
Richtung wie der Vektor P, er liegt aber in der von P und P aufgespannten Ebene. Die
Schmiegebene o wird folglich auch von den Vektoren P’ und P’ aufgespannt. Sie dndert sich

also bei einem Parameterwechsel nicht und ist daher ein ,geometrischer Begriff”.
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Bei einer Parametrisierung mit der Bogenlange s gilt:

1P| =1

P2 =1
2-P'-P" =0
P'-P" =0

Der Vektor P steht also in diesem Fall normal auf den Tangentenvektor P’, der immer ein

Einheitsvektor ist.

1.6. Begleitendes Dreibein

Jeder Kurve kann im Punkt P(t) mithilfe der Tangente und der Schmiegebene ein
Koordinatensystem zugewiesen werden: Die x-Achse liegt auf P, die y-Achse liegt in der
Schmiegebene o und weist in dieselbe Halbebene, in die auch P weist. Die z-Achse ist

automatisch mitbestimmt. Dieses Koordinatensystem wird begleitendes Dreibein genannt.

Fiir die Untersuchung der lokalen Lage der Kurve bezliglich ihrer Schmiegebene und somit
auch des begleitenden Dreibeins wird die Kurve mit dem natlrlichen Parameter, der

Bogenldnge s, parametrisiert: P = P(s).

Das heiRt fiir die Kurve, dass der Tangentenvektor P’ ein Einheitsvektor ist und dass der
Vektor P" normal auf P’ ist. Da P"' in der Schmiegebene liegt, muss P’ also auf der positiven

y-Achse des begleitenden Dreibeins liegen.

Wie die Kurve in der Nahe eines Punktes P, bezlglich ihrer Schmiegebene liegt, kann lokal
mit Hilfe einer Taylor-Approximation® festgestellt werden. Wir stellen uns dazu vor, dass die
Kurve im Dreibein des Punktes P, beschrieben wird, wobei P, zu s = 0 gehort. Fir die

Taylor-Approximation werden die Ableitungen bendtigt.
P, = (0,0,0)
Py = (1,0,0)

Py =(0,a,0),a =0

P} = (b,c,d)

® Brook Taylor, 1685-1731, englischer Mathematiker
17



Fir den allgemeinen Fall (a, b, c,d # 0 — nur dieser wird hier behandelt) lautet die Taylor-

Approximation wie folgt:
, . bs®
x(s) =0+ 1s +0s +?+---

3
a CS
y(s) =0+OS+ESZ+?+"'

d
z(s) = 0+ Os + 0s? +€S3 + -

Fir kleine s kommt man zu folgendem Ergebnis:

x(s) =s

a
y(s) ~ Esz,a >0

d
z(s) ~ gs3

Mit diesen lokalen Naherungen kann die Kurve jetzt genauer beschrieben werden. Dafiir

werden der Grundriss, der Aufriss und der Kreuzriss im Dreibein von P, betrachtet.

Grundriss:

Eliminiert man den Parameter s aus x = s und y = =+ 52, so erhdlt man a-x? = 2+ y. Das

Nl

ist die Gleichung einer Parabel, die zur y-Achse symmetrisch ist.

Aufriss:

Eliminieren von s aus y = %-sz und z =%-s3 fihrt auf 8-d?-y3 =36-a3 - z2%. Diese
Kurve ist symmetrisch zur y-Achse und hat in P, eine Spitze mit der y-Achse als

Spitzentangente.

Kreuzriss:

o d . . . .
Eliminieren von s aus z = g-s3 und x = s liefert die Gleichung d - x3 = 6 - z. Diese Kurve

hat in P, einen Wendepunkt mit der x-Achse als Wendetangente.
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Diese theoretische Untersuchung der lokalen Lage der Kurve in der Nahe eines Punktes P,
rechtfertigt auch den Namen ,,Schmiegebene”. Die Ebene schmiegt sich in P, optimal an die
Kurve an. Uberquert man P, beim Durchlaufen der Kurve, so dndert sich das Vorzeichen der
z-Koordinate. Die Schmiegebene berihrt die Kurve also nicht nur (wie es bei jeder Ebene

durch die Tangente der Fall wéare), sondern sie durchsetzt sie.

Blickt man in Richtung der Tangente in P, (x-Achse) auf die Kurve, so weist das Bild (Aufriss)
in P, eine Spitze auf. Blickt man hingegen in Richtung der Hauptnormalen in P, (y-Achse) auf
die Kurve, so weist das Bild (Kreuzriss) in P, einen Wendepunkt auf. Die als Gerade

erscheinende Schmiegebene ist die Wendetangente.

Eine Visualisierung mit der bereits erwdahnten Bezierkurve
P = [2t3 — 3t? + 1,-3t? + 3t, t3]

bestatigt diese theoretische Einsicht. Das erste Bild (Abbildung 9) zeigt die Bezierkurve und
das Dreibein fir einen Punkt P, in einer Ublichen Ansicht. Die weiteren Bilder zeigen den
Grundriss (Abbildung 10), den Aufriss (Abbildung 11) und den Kreuzriss (Abbildung 12) im

Dreibein von P,.

Abbildung 9 — Dreibein
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Abbildung 10 — Dreibein - Grundriss

Abbildung 11 — Dreibein — Aufriss
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Abbildung 12 — Dreibein - Kreuzriss
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2. Flichen

2.1. Parameterdarstellung
Bei Kurven kann jeder Punkt mit einer Parameterdarstellung der Form

P = [x(®),y(®), z(8)]

angeben werden.

Um Flachen darstellen zu koénnen, braucht man Parameterdarstellungen mit zwei
Parametern u und v, jeweils mit ihren Intervallen [a; b] beziehungsweise [c; d]. Man kann
sich dazu ein Koordinatensystem mit den Achsen u und v vorstellen. Durcha < u < b und
¢ < v < d wird ein Rechteck beschrieben. Jeder Punkt (u,v) dieses Rechteckes wird mit
drei Funktionen x = x(u,v), y = y(u,v) und z = z(u,v) auf einen Punkt P(x,y,z) der

Flache abgebildet. Es handelt sich also um eine Parameterdarstellung der Form:

P(u,v) = [x(u,v),y(u,v), z(u,v)]

z(u,v)

y(u,v)

X

Abbildung 13 — Parameterdarstellung [4, bearbeitet]
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Beispiel 5: Parameterdarstellung einer Flédche
Eine Flache ist durch folgende Parameterdarstellung festgelegt:
P(u,v) = [u,v,u® —3-u-v?]

In Abbildung 14 ist der durch —1 <u <1 und —1 < v < 1 begrenzte Teil der Flache zu

sehen. Diese Flache ist Gbrigens unter dem Namen , Affensattel” bekannt.

Abbildung 14 — Beispiel 5 (Affensattel)

2.2. Parameterlinien und Flachenkurven

Wird einer der beiden Parameter u oder v konstant gehalten (dies entspricht im
Koordinatensystem der Parameter einer achsenparallelen Geraden), so entsteht auf der
Flache eine Parameterlinie. Hilt man v konstant und wu variabel, so nennt man die
entsprechende Parameterlinie eine u-Linie. Ist hingegen u konstant und v variabel, so erhalt
man eine v-Linie. Bei Visualisierungen werden Fliachen meistens mit einem Netz von

Parameterlinien dargestellt, das die Form der Flache gut erkennen lasst.

Allgemeiner kann man eine beliebige Kurve im Koordinatensystem der Parameter
betrachten, festgelegt durch eine Parameterdarstellung [u(t), v(t)]. Die entsprechende

Kurve auf der Flache nennt man eine Flachenkurve.
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Da die beiden Parameter u und v nun von einem Parameter t abhadngen, sieht die

Parameterdarstellung der Flachenkurve wie folgt aus:

P(t) = [x(u(®), v(®)), y(u(®), v(®)), z(u(®), v(D))]

A< N

Vv
d
Vv

z(u,v)

6 y v

a u b x(u,v)

y(u,v)
X

Abbildung 15 — Parameterlinien und Fldchenkuren [4, bearbeitet]

Beispiel 6: Parameterlinien und Fldichenkurve einer Torusfléiiche

Dreht man einen Kreis (Mittelpunkt M, Radius ) um eine in der Kreisebene liegende Achse a

(Abstand aM = R), so erhédlt man eine Torusflache (Abbildung 16).
a

AZ

\'

y
-
U
< =

Abbildung 16 — Erzeugung Torusfldche [7]
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Bei Verwendung des in Abbildung 16 zu sehenden Koordinatensystems (z-Achse auf a,

y-Achse durch M) lasst sich die Parameterdarstellung des Kreises unmittelbar ablesen:
K(w)=[0,R+r-cosv,r-sinv]

Die Drehung um die z-Achse (Drehwinkel u) wird bekanntlich durch die folgenden
Gleichungen beschrieben:

X =X COSU— Yy Sinu
Y = Xp-Sinu+ yy-cosu

7z = ZO
Setzt man K in diese Gleichungen ein, erhdlt man eine Parameterdarstellung der
Torusflache:

P(w,v) =[-(R+r-cosv) - -sinu,(R+7r-cosv)-cosu,r-sinv]

Um die gesamte Torusflache zu erhalten, missen die Parameter u und v etwa die Intervalle

[0; 2] und [—m; ] durchlaufen.

In Abbildung 17 ist eine Torusflache (r = 1, R = 2) samt einigen Parameterlinien und einer
Flachenkurve dargestellt. Die u-Linien sind die Breitenkreise (Bahnkreise der Punkte des
erzeugenden Kreises), die v-Linien sind die Drehlagen des erzeugenden Kreises. Die

Flachenkurve wurde durch u = 2t und v = t festgelegt. Ihre Parameterdarstellung lautet:

P(t) = [—(2 + cost) - sin2t, (2 + cost) - cos 2t, sin t]

et

Abbildung 17 — Beispiel 6 (Torus mit Parameterlinien und Fléichenkurve)
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2.3. Tangenten und Tangentialebenen
Durch jeden Flachenpunkt P = P(uy, vy) gehen die beiden Parameterlinien und unendlich
viele weitere Flachenkurven (Abbildung 18). Jeder Tangentenvektor dieser Kurven legt eine
Flachentangente fest. Den Tangentenvektor der u-Linie P(u) = P(u,v,) erhalt man durch
Ableiten nach dem Parameter u. Man schreibt P, statt P fir diesen Tangentenvektor, den
man auch den partiellen Ableitungsvektor von P (u, v) nach dem Parameter u nennt. Ebenso
erhdlt man fir die wv-Linie P(v) = P(uy,v) den Tangentenvektor P, als partiellen
Ableitungsvektor von P(u, v) nach v.
Eine beliebige Flachenkurve durch P wird durch P(t) = Plu(t),v(t)] mit uy = u(ty,) und
vy = v(t,) festgelegt. Fir die Berechnung des Tangentenvektors bendtigt man die
Kettenregel:

P=P,-u+PB,-v
Der Tangentenvektor P ist also eine Linearkombination der Tangentenvektoren P, und P,
der Parameterlinien und liegt daher in der von P, und P, aufgespannten Ebene. Diese Ebene
enthdlt demnach alle durch P gehenden Flachentangenten. Man nennt sie die

Tangentialebene T der Flache im Punkt P.

Abbildung 18 — Tangentialebene [4, bearbeitet]

Zum Festlegen einer Tangentialebene verwendet man am einfachsten das Kreuzprodukt der
Tangentenvektoren P, und P, der Parameterlinien:

n=pXPp,
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Dieser Vektor steht auf die Tangentialebene normal. Ist n # 0, so nennt man den
betreffenden Flachenpunkt P reguldr. Ist hingegen ausnahmsweise n = 0 (weil P, und P,

auf einer Linie liegen), so nennt man den Flachenpunkt P singular.

Beispiel 7: Normalvektor

Gegeben ist wieder die Parameterdarstellung der Torusflache aus Beispiel 6:
P(u,v) = [—-(2+ cosv) -sinu, (2 + cosv) - cosu, sin v]

5 5

Fir u = g und v = g ergibt sich der Punkt P, = (—Z\/§, o %\/5) Um den Normalvektor

n = B, X P, berechnen zu kdnnen, muss man die partiellen Ableitungen bilden:
P,=[-(2+cosv)-cosu,—(2+ cosv) -sinu, 0]
P, = [sinv-sinu,—sinv - cosu,cos v]
Durch Einsetzen der konkreten Parameterwerte und Berechnen des vektoriellen Produkts

erhélt man:

n=[-2v32 23| I [-V3 23]
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3. Regelflichen

Regelflachen werden durch Bewegen einer Geraden im Raum erzeugt.

Der etwas eigenartige Name kdnnte eventuell auf einem Ubersetzungsfehler beruhen. Die
englische Bezeichnung lautet ,ruled surface”. Natirlich kann man ,rule“ mit ,Regel”
Ubersetzen; in diesem Zusammenhang bedeutet ,,ruled” aber wohl eher , liniert”.

Ein einfaches Beispiel fir eine Regelflache ist die Wendelflache: Eine Gerade e wird um eine
sie orthogonal treffende Achse a verschraubt, also gedreht und in Richtung der Achse a
verschoben, wobei die Schiebstrecke proportional zum Drehwinkel ist (Abbildung 19).

Dreht man die Wendelflache um die Achse a um 180°, so erhalt man die gleiche Flache wie
vor der Drehung. Symmetrisch zur Achse a liegende Punkte P und P* werden dabei
vertauscht. Dies ldsst erkennen, dass deren Tangentialebenen tp und tp+ mit der Achse a
gleich grolRe Winkel einschlieRen.

Wandert man mit P und P* symmetrisch vom zentralen Punkt Z (Schnittpunkt von e und a)

weg, so drehen sich die Tangentialebenen tp und tp+ — von der zentralen Lage 17 ausgehend

— jeweils um denselben Winkel, aber mit entgegengesetzter Orientierung.

Abbildung 19 — Wendelfldche
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Die Achse a ist also eine ,Zentrallinie” flir die Wendelflache. Dies folgt unmittelbar aus der
Erzeugung der Flache durch Verschraubung um die Achse a.

Es ist erstaunlich, dass alle ,windschiefen” Regelflachen eine derartige Zentrallinie haben.
Der Nachweis dafiir und die Berechnung der Zentrallinie bilden den Schwerpunkt der

folgenden Kapitel.

3.1. Parameterdarstellung

Fir eine Regelfliche bildet eine beliebige Leitlinie L = L(t) die Grundlage der
Parameterdarstellung. AuBerdem bendtigt man die Richtung der Erzeugenden e, festgelegt
durch den Erzeugendenvektor e = e(t), der durch Multiplikation mit einem Parameter v in
seiner Lange und Orientierung verandert werden kann. Die allgemeine Parameterdarstellung
einer Regelflache lautet daher:

P(t,v) =L(t) +v-e(t)

Abbildung 20 — Regelfldche (Parameterdarstellung)

Beispiel 8: Parameterdarstellung einer Regelfidiche
Gegeben sei die Bezierkurve aus Beispiel 2 als Leitlinie und e(t) als Erzeugendenvektor:
L(t) = [2t3 — 3t% + 1,-3t? + 3t,t3]
e(t) = [sint,t, cost]
Die Parameterdarstellung der Regelflache lautet daher:

P(t,v) =[2t3 =3t + 1 +v-sint, -3t +3t+v-t,t3+v-cost]

29



Fur den Parameter t wird das Intervall [0; 1] verwendet.

Legt man fiir den Parameter v ein Intervall fest, wobei eine Intervallgrenze 0 ist, so bildet die
Leitlinie eine Randkurve der Regelflache. Dieser Fall ist in Abbildung 21 (links) dargestellt — v
bewegt sich im Intervall [0; 1]. Die Leitkurve verldauft inmitten der Regelflache, wenn 0 im
Intervall des Parameters v liegt, wie etwa beim Intervall [—1; 1]. Dieser Fall ist ebenfalls in

Abbildung 21 (rechts) visualisiert. Die Leitlinie ist jeweils rot eingefarbt.

||
s

||
u

_
=

o

SRt

‘%‘I

Abbildung 21 — Beispiel 8

Fiir theoretische Untersuchungen ist es hilfreich, wenn der Erzeugendenvektor e ein
Einheitsvektor ist:

le] =1
Wegen e? = 1 und der Ableitung 2- e & = 0 folgt daher, dass der Ableitungsvektor & auf
den Vektor e orthogonal steht: e 1 e.

Ab jetzt wird der Erzeugendenvektor e als Einheitsvektor vorausgesetzt.
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3.2. Tangentialebene und Flachennormale

Die Tangentialebene T wird in einem Punkt P immer von den Tangenten der Parameterlinien
im Punkt P aufgespannt. Halt man bei einer Regelflache t konstant und v variabel, bewegt
man sich entlang einer Erzeugenden e. Alle Erzeugenden sind somit auch Parameterlinien.
Der Tangentialvektor dieser Parameterlinie (P(t, v) nach v abgeleitet) lautet daher:
P,=e

Die Tangentialebene T in einem Punkt P einer Regelflache geht immer durch die Erzeugende
e und die Normalvektoren np aller Tangentialebenen entlang einer Erzeugenden stehen
normal auf e. Wenn man diese Normalvektoren np in einem fixen Punkt biindelt, zum
Beispiel im Koordinatenursprung, so liegen alle in einer Ebene &, die durch ihren
Normalvektor e beschrieben werden kann.
Die zweite Parameterlinie durch P erhalt man, wenn man v konstant und t variabel halt. Der
Tangentialvektor dieser Parameterlinie (P(t, v) nach t abgeleitet) lautet daher:

P.=L+v-e
Der Normalvektor, der die Tangentialebene im Punkt P festlegt, berechnet sich wie folgt:

np=P,xP,=(L+v-é)xe=Lxe+v-(exe)

v-(e x e)

-
exe

Abbildung 22 — Ebene der Normalvektoren np

Der Normalvektor liegt also im Allgemeinen in der von L X e und é X e aufgespannten
Ebene. Fir v = 0 erhalt man den Normalvektor im Punkt L:

n,=Lxe
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3.3. Windschiefe und torsale Erzeugende

Wenn man voraussetzt, dass L ein reguldrer Flachenpunkt ist (also n; # 0), so kdnnen bei
der eben hergeleiteten Formel fiir den Normalvektor
np=Lxe+v-(éxe)
drei Falle unterschieden werden:
1) Sonderfall 1: & X e ist der Nullvektor
2) Sonderfall 2: é X e liegtaufn;

3) Allgemeiner Fall: n; und & X e spannen eine Ebene auf

3.3.1. Torsale Erzeugende
Sonderfall1: e X e = 0
Da der Vektor e ein Einheitsvektor ist (|e| = 1) und der Ableitungsvektor & orthogonal auf
diesen steht (e L e), kann das Kreuzprodukt der beiden Vektoren nur dann gleich 0 sein
(é X e = 0), wenn é der Nullvektor ist. Dies bedeutet auch, dass alle Normalvektoren np mit
dem Normalvektor n; ident sind.

np=n,=Lxe
Alle Tangentialebenen langs der betreffenden Erzeugenden sind also gleich. Man spricht von

einer zylindrisch torsalen Erzeugenden.

Sonderfall 2: € X e || ng
Wenn é X e auf L X e liegt, zieht das nach sich, dass e, e und L in einer Ebene liegen.
Dadurch hat das durch diese drei Vektoren aufgespannte Parallelepiped das Volumen V = 0.
Wegen IV = det (L, e e)gilt:

det(L,e &) =04
Alle Normalvektoren np liegen auf einer Geraden. Daher sind auch in diesem Fall alle
Tangentialebenen entlang der betreffenden Erzeugenden gleich, weil sich die
Normalvektoren np nur in ihrer Lange oder Orientierung unterscheiden.

Man spricht von einer nichtzylindrisch torsale Erzeugenden.

* Dies ist auch bei Sonderfall 1 glltig, da bereits & X e = 0 ist.
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Im Unterschied zu Sonderfall 1 gibt es hier genau einen Punkt Z auf der Erzeugenden, in dem
der Normalvektor n; = 0 ist. Dieser Punkt wird Zentralpunkt oder Kuspidalpunkt genannt.
Der Punkt
Z=L+v; e
ist ein singuldrer Punkt.
Um den zu Z gehdérenden Parameter v, zu berechnen, wird der Normalvektor gleich Null
gesetzt:
ng=Lxe+v, - (éxe)=0
L x e|
le x e|

Uz =

Unter Beachtung von e L e kann man die Formel fiir v, vereinfachen:
|Lxe|=|L|-lel sing
L-é=|L|- el cos (90° — ¢)
Da c0s(90°—¢) =sing und |e| =1 ist, konnen diese beiden Gleichungen so

zusammengefasst werden:

: L-é
|L X e| = W
AuBerdem ist |e X e| = |e]| - |e| - sin90° = |e|. Daher erhilt man durch Einsetzen in die
Formel fur v,:
L-e
"= e

Da |&|? aber gleich é? ist, folgt die in der Literatur tbliche Formel:

V= ——
Eine Erzeugende wird also immer dann torsal genannt, wenn entlang dieser alle
Tangentialebenen gleich sind. Unterschieden wird zwischen zylindrisch torsalen
Erzeugenden, die keinen Zentralpunkt Z haben, und nichtzylindrisch torsalen Erzeugenden,
die einen singuldren Zentralpunkt Z haben.
Es handelt sich immer dann um eine torsale Erzeugende, wenn det(L, e, é) = 0 ist. Diese

Formel gilt Gbrigens auch, wenn e kein Einheitsvektor ist.
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3.3.2. Windschiefe Erzeugende

Allgemeiner Fall: n; und e X e spannen eine Ebene auf

Im allgemeinen Fall sind alle Tangentialebenen langs einer Erzeugenden e verschieden. Alle
Normalvektoren np liegen in der von L X e und & X e aufgespannten Ebene €. Diese Ebene
steht orthogonal auf e, da e sowohl normal auf L x e als auch auf é X e ist. Der
Ableitungsvektor e liegt in €, weil € L e ist.

Der kirzeste Normalvektor n; gehort zu einem Punkt Z, den man Zentralpunkt oder
Striktionspunkt nennt. Der Zentralpunkt Z ist in diesem Fall reguldr, da n; gemaR der
Definition des allgemeinen Falles nicht der Nullvektor sein kann.

Da ny als kiirzester Normalvektor auf & X e normal sein muss und da e in der Ebene € aller

Normalvektoren liegt, liegt n; immer auf e.

exe
Abbildung 23 — Normalvektor nz auf e.

Flr die Berechnung des Zentralpunktes Z muss man nun den dazugehorigen Parameter v,
ermitteln:
ng=Lxe+v,-(exe)
Da nz normal auf e X e steht, ist das skalare Produkt der beiden Vektoren gleich Null:
(Lxé+v,-(éxe)) - (éxe)=0
Durch Umformen erhélt man folgendes Zwischenergebnis:

_ (xe)(exe)
27 (exe)?
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Nach Anwendung der Identitit von Lagrange® kann der Zihler vereinfacht werden, da
ere=1unde-e=0ist:
(Lxe)-(exe)=(L-&)-(ere)—(L-e)-(e-e)=L-e
Fiir den Nenner gilt:
(éxe) =|exel|*=(le]|-]|e| sin90°)? = |e|* = &2
Daraus ergibt sich die in der Literatur tbliche Formel fiir v,:
v, = e
Dies ist exakt dieselbe Gleichung, mit der man den Zentralpunkt bei einer nichtzylindrisch

torsalen Erzeugenden berechnen kann.

3.4. Striktionslinie

Alle Zentralpunkte Z bilden die Zentrallinie, die auch Striktionslinie genannt wird.

Z=L- 27 e
Beispiel 9: Striktionslinie
Ein in der xz-Ebene liegender Parabelbogen
Lt)=[1-1t0,t%], 0<t<1
und eine parallel zur xz-Ebene liegende Strecke
Rt)=[1-¢t,1,1—-t], 0<t<1
sollen durch eine Regelflache verbunden werden, wobei die Erzeugenden die zum jeweils
gleichen Parameterwert t gehorenden Punkte L und R verbinden. Die Richtung der

Erzeugenden wird durch den Vektor LR festgelegt:
r(t) = LR =[0,1,1 — t — t?]

Die Parameterdarstellung der Regelflache lautet also:
Ptv)=[1-tvt?+v-(1—t—t?)]

Die Regelflache ist in Abbildung 24 fir 0<t<1 und 0<v <1 dargestellt; der

Parabelbogen und die Strecke sind rot hervorgehoben.

> Joseph-Louis Lagrange, 1736-1813, italienisch-franzdsischer Mathematiker und Astronom
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Abbildung 24 — Beispiel 9 (Regelfldche zwischen Parabel und Strecke)

Obwohl die Parameterdarstellung der Regelflache recht einfach aussieht, ist die Berechnung
der Striktionslinie trotzdem sehr aufwandig. Man muss auch beachten, dass der
Richtungsvektor r nicht in die Formel fir die Striktionslinie eingesetzt werden darf, da er

kein Einheitsvektor ist; er muss also vorher normiert werden:

r

e=—
|7
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Die folgende Berechnung der Striktionslinie habe ich mit MAPLE durchgefiihrt:

e:=r/norm(r,2): e:=evalm(e): e:=simplify(e,symbolic) ;
Lp:=map(diff,L,t): Lp:=simplify(Lp,symbolic) ;

ep:=map (diff,e,t): ep:=simplify(ep,symbolic) ;

vz :=-dotprod(Lp,ep, 'orthogonal') /dotprod(ep,ep, 'orthogonal') :
vz:=simplify(vz,symbolic) ;

Z:=evalm(L+vz*e): Z:=simplify(Z,symbolic) ;

1 “1+t+8
e:=|0, s
\/2—2t—t2+2t3+t4 «/2—2t—t2+2t3+t4

Lp:=1[-1,0,2¢]

- —1-t+37+2°¢ 1+2¢
ep:=|0,— L= aid

(3/2)
(=Tt~ I ') = Byt B2 1)

«/2-2t—t2+2t3+t4t
VZii=2
1 +2%

t t(t—=2)
Z=|1-t2 L —
1+2¢ 1+2¢

Abbildung 25 — Beispiel 9 (Screenshot Berechnung der Striktionslinie)

Abbildung 26 zeigt die Regelflache samt der blau eingezeichneten Striktionslinie.

1)

Abbildung 26 — Beispiel 9 (Regelficiche mit Striktionslinie)
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Mithilfe der Striktionslinie kann eine Regelflaiche neu parametrisiert werden: Anstatt von
einer beliebigen Leitlinie geht man jetzt von der Striktionslinie aus, also der Linie, auf der die
Zentralpunkte Z aller Erzeugenden liegen. Die neue Parameterdarstellung der Regelflache
lautet daher so:

P(t,v) =Z(t)+v-e(t)
Wenn man auf einer Erzeugenden e von ihrem Zentralpunkt Z aus auf beide Seiten dieselbe
Strecke v auftragt, so erhdlt man die Punkte P und P*. Die Normalvektoren np und np-
schlieen mit dem zentralen Normalvektor nz gleich groRe Winkel ein (Abbildung 27).

—v-(e x e) v-(e xe)

exe

Abbildung 27 — Winkel der Normalvektoren np und np- mit ng

Wenn sich also P und P* gleich schnell von Z wegbewegen, so drehen sich ihre
Tangentialebenen um e mit gleicher Winkelgeschwindigkeit, aber entgegengesetztem
Drehsinn.
Abbildung 27 lasst auch erkennen, dass der Tangens des Winkels ¢ = ¥nznp proportional
zum Abstand v = ZP ist:

tanp =k-v
Bei Verdoppelung des Abstands v wird also nicht der Winkel ¢ doppelt so grof3, sondern sein

Tangens.

Eine andere Moglichkeit, die Striktionslinie zu definieren, geht von der gemeinsamen
Normalen einer Erzeugenden e(t) und einer Nachbarerzeugenden e(t + At) aus. Wenn
At — 0 strebt, wird der FuBpunkt E der Normalen auf e(t) zum Zentralpunkt Z. Diese
Herleitung wird in dieser Arbeit nicht durchgefiihrt.

Auf der gemeinsamen Normalen zweier Geraden wird ihr kiirzester Abstand gemessen. Die

Zentrallinie ist daher jene Kurve auf der Regelflache, entlang welcher die Erzeugenden ,,am
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dichtesten” liegen. So kann auch der Name Striktionslinie erklart werden: ,,Striktion” kommt
aus dem Lateinischen und bedeutet so viel wie ,Zusammenziehung” oder ,Verengung”.

Diese Moglichkeit der Herleitung der Striktionslinie legt vielleicht die Vermutung nahe, dass
die Striktionslinie die Erzeugenden orthogonal schneidet. Dies ist aber in der Regel nicht der

Fall, wie etwa das einschalige Drehhyperboloid (vgl. Abschnitt 4.1.3.) erkennen lasst.

3.5. Erzeugende - Zusammenfassung
Das folgende Kapitel fasst die verschiedenen Arten von Erzeugenden, die in den vorherigen

Kapiteln erarbeitet worden sind, zusammen.

3.5.1. Windschiefe Erzeugende

Bei einer windschiefen Erzeugenden sind alle Tangentialebenen verschieden. Wenn P
entlang der Erzeugenden von Z bis o und P* von Z bis —co wandert, so dreht sich die
Tangentialebene tp von 0° bis 90°. Die Tangentialebene tp: dreht sich entgegengesetzt zu

Tp, hat aber in jedem Punkt den betragsmalig gleichen Drehwinkel ¢.

3.5.2. Torsale Erzeugende
Bei einer torsalen Erzeugenden sind alle Tangentialebenen gleich. Die analytische Bedingung
dafir lautet:

det(L,e,&) =0
Man unterscheidet zwei Arten von torsalen Erzeugenden: Zum einen gibt es zylindrisch
torsale Erzeugende und zum anderen nichtzylindrisch torsale Erzeugende.
Zylindrisch torsale Erzeugende zeichnen sich dadurch aus, dass der Ableitungsvektor é der
Nullvektor ist. Alle Normalvektoren np sind gleich. Es gibt keinen Zentralpunkt.
Bei nichtzylindrisch torsalen Erzeugenden sind die Normalvektoren np zwar nicht gleich, sie
liegen aber alle auf einer Geraden. Sie unterscheiden sich also nur in ihrer Lange oder
Orientierung. Bei nichtzylindrisch torsalen Erzeugenden gibt es einen Zentralpunkt, der

singular ist.
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Sind entlang einer Erzeugenden zwei Tangentialebenen gleich, handelt es sich um eine
torsale Erzeugende (zylindrisch oder nichtzylindrisch); alle Tangentialebenen sind dann
gleich. Genauso kann man sagen, dass es sich um eine windschiefe Erzeugende handelt,
wenn zwei Tangentialebenen verschieden sind; alle Tangentialebenen sind dann

verschieden.

3.6. Torsale Regelflichen
Wenn eine Regelflache nur torsale Erzeugende hat, nennt man sie eine torsale Regelflache
oder eine Torse. Jede Tangentialebene einer torsalen Regelflaiche berlihrt die Regelflache

also nicht nur in einem Punkt, sondern entlang einer ganzen Erzeugenden.

Abbildung 28 — Torsale Regelfldche [8]

Torsale Regelflachen sind die einzigen krummen Flachen, die sich verzerrungsfrei in eine
Ebene ausbreiten lassen — sie lassen sich abwickeln.

Nur torsale Regelflaichen kénnen auf einer Ebene rollen. Der ,Stempelabdruck”, den die
Flache hinterlasst, wenn sie tiber die Ebene rollt, ist ihre Abwicklung.

Der Beweis fir die Abwickelbarkeit bendtigt die Krimmungstheorie, ist schwierig und geht
uber den Rahmen dieser Arbeit hinaus.

Im Folgenden werden wichtige torsale Regelflachen vorgestellt.
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3.6.1. Zylinderflichen

Eine Zylinderflache hat in jedem Punkt der Leitlinie den gleichen Erzeugendenvektor e. Er ist

konstant, hangt also nicht von t ab.

P(t,Lv)=L({t)+v-e

\———

L(t)

Abbildung 29 — Zylinderflédche

Aus der allgemeinen Formel
np=Lxe+v-(éxe)
erhalt man wegen é = 0 die Formel
np=Lxe
Es ist zu erkennen, dass fir alle Normalvektoren np entlang einer Erzeugenden der
Parameter v keine Rolle spielt. Alle Normalvektoren entlang einer Erzeugenden sind gleich.

Da der Ableitungsvektor e der Nullvektor ist, sind alle Erzeugenden zylindrisch torsal

(Sonderfall 1: Es gibt keinen Zentralpunkt).
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3.6.2. Kegelflichen
Bei Kegelflachen gehen alle Erzeugenden durch einen gemeinsamen Punkt L — die Spitze der
Kegelflache. L ist konstant, also nicht von t abhdngig. Die Parameterdarstellung einer

Kegelflache sieht daher wie folgt aus:

P(t,v) =L+ v-e(t)

Abbildung 30 — Kegelfidiche

Wegen L = 0 erhilt man fiir den Normalvektor np die Formel
np=v-(exe)

Die Normalvektoren entlang einer Erzeugenden e unterscheiden sich also nur in ihrer Lange
— sie liegen alle auf einer Geraden. Dadurch sind alle Tangentialebenen entlang e gleich und
es handelt sich um eine nichtzylindrisch torsale Erzeugende mit L als singularem

Zentralpunkt (Sonderfall 2: Es gibt einen singuldren Punkt).

42



3.6.3. Tangentenflachen

Eine Tangentenflache besteht aus allen Tangenten einer Raumkurve [.

Abbildung 31 — Tangentenfliche

Flr eine Parameterdarstellung wahlt man die Raumkurve [ als Leitlinie und parametrisiert

diese mit der Bogenlange s:
L=L(s)
Dadurch erreicht man, dass der Tangentenvektor L(s) ein Einheitsvektor ist:
|L(s)| =1
Die Parameterdarstellung der Tangentenflache ergibt sich daher wie folgt:
P(s,v) = L(s) + v - L(s)
Far den Normalvektor np erhdlt man:
np=Lxi+v-(LxL)
Da L X L = 0 ist, ergibt sich:
np= v-(LxL)
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Dieser Vektor ist auf die Schmiegebene der Leitlinie in L normal, da die Schmiegebene von L
und L aufgespannt wird. Die Tangentialebene in allen Punkten einer Erzeugenden ist also die

Schmiegebene der Leitlinie in L.

Fir v = 0 ist P = L und der Normalvektor n; = 0. Der Punkt L ist also ein singuldrer Punkt
fur die Tangentenfliche. Die Tangentenfliche von [ besteht aus zwei Teilen: v >0
(Abbildung 32) und v < 0 (Abbildung 33). Die zwei Teile hdngen entlang [ zusammen, wobei
l einen scharfkantigen Grat bildet (Abbildung 31). Dies wird durch den transparent

ausgefihrten Normalschnitt verdeutlicht.

Abbildung 32 — Tangentenfliche v = 0

Abbildung 33 — Tangentenfliche v < 0
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3.6.4. Allgemeine torsale Regelflichen

In den vorhergehenden Kapiteln sind die Zylinderflachen, die Kegelflaichen und die
Tangentenflachen als Beispiele fiir torsale Regelflichen vorgestellt worden. Diese sind
erstaunlicherweise eigentlich auch schon alle torsalen Regelflichen — es kann jedoch
vorkommen, dass sich eine allgemeine torsale Regelfliche stlickweise aus diesen drei
Flachenarten zusammensetzt. Ein mathematisch vereinfachter Beweis dafir wird nun

vorgestellt. Einen exakten Beweis findet man in [6] (S. 112f).
Behauptung:

Jede torsale Regelflache ist entweder eine Zylinder-, eine Kegel- oder eine Tangentenflache

oder aus diesen Flachen zusammengesetzt.
Beweis:

Bei einer torsalen Regeflaiche sind alle Erzeugenden torsal. Es sind drei Falle zu

unterscheiden:

1) Alle Erzeugenden sind zylindrisch
2) Alle Erzeugenden sind nichtzylindrisch

3) Estreten sowohl zylindrische als auch nichtzylindrische Erzeugende auf
Fall 1: Alle Erzeugenden sind zylindrisch

Zylindrische Erzeugende haben keinen Zentralpunkt. Der Ableitungsvektor é ist immer der

Nullvektor.

Da e fur alle Parameterwerte t der Nullvektor ist, ist e ein konstanter Vektor. Alle

Erzeugenden sind daher parallel. Es handelt sich also um eine Zylinderflache.

Fall 2: Alle Erzeugenden sind nichtzylindrisch

Alle Erzeugenden haben hier einen Zentralpunkt Z, fir den n, = 0 ist.

Die Regelflache lasst sich mit Hilfe der Zentralpunkte Z neu parametrisieren:
P(t,v) =Z(t) +v-e(t)

Fur den Normalvektor erhalt man:

ng,=27xe
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Da dieser Vektor stets der Nullvektor ist, ergeben sich drei Moglichkeiten fir den

Ableitungsvektor Z:

a) Z # O fir alle Parameterwerte t
DaZ X e = 0 ist, muss Z auf e liegen. Die Regelfliche ist daher die Tangentenfliche
der Zentrallinie.

b) Z = O fir einzelne t-Werte
Auch hier liegt wie bei a) eine Tangentenflache vor; die Zentrallinie hat aber einzelne
singuldre Punkte.

c) Z = O fir alle Parameterwerte t aus einem Intervall
In diesem Fall muss Z konstant sein. Alle Erzeugenden haben also denselben

Zentralpunkt. Es handelt sich daher um eine Kegelflache.

Bei einer Flache, die nur nichtzylindrisch torsale Erzeugende hat, kann es sich also entweder
um eine Tangentenfliche handeln - wenn Z # 0 fir alle oder Z = 0 fiir einzelne t-Werte ist

- oder um eine Kegelfliche —wenn Z = O fiir alle t-Werte ist.
Fall 3: Es treten sowohl zylindrische als auch nichtzylindrische Erzeugende auf

Wenn eine Flache vorliegt, die sowohl zylindrische als auch nichtzylindrische Erzeugende hat,
kann man immer (ohne Beweis) Flachenabschnitte betrachten, deren Erzeugende einheitlich

sind (entweder zylindrisch oder nichtzylindrisch).

Die Flache ist also zusammengesetzt aus Teilflichen, die schon in den ersten beiden Fallen

bearbeitet worden sind.
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4. Spezielle Regelflichen

4.1. Drehregelflichen

Dreht man eine Gerade e, um eine Achse a, so entsteht eine Drehregelflache. Wenn e,
parallel zu a ist, entsteht eine Drehzylinderflache; schneidet e, die Achse a, entsteht eine
Drehkegelflache. Sind die Geraden a und e, jedoch windschief, entsteht eine allgemeine

Drehregelflache.

Abbildung 34 — Einschaliges Drehhyperboloid [7]

4.1.1. Parameterdarstellung einer allgemeinen Drehregelflache

Man setzt das Koordinatensystem so, dass die Achse a auf der z-Achse liegt und die kiirzeste
Normale auf die Achse a, die ey im Punkt L, trifft, auf der x-Achse liegt. Die Gerade e,
schneidet die x-Achse orthogonal und wird durch ihren Abstand d von der z-Achse und ihren

Steigungswinkel a festgelegt (vgl. Abbildung 35).
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Abbildung 35 — Einschaliges Drehhyperboloid (Erzeugung)

Die Koordinaten eines Punktes Py(xg, Yo, Zo) andern sich bei einer Drehung um die z-Achse

um den Winkel t bekanntlich wie folgt:
X =Xg'COSt —7yy-sint
Yy =Xp-Sint+ yy-cost
zZ =2z,

Jeder Punkt erzeugt bei der Drehung einen Kreis, dessen Mittelpunkt auf der Achse a liegt.
Man spricht von einem Bahnkreis. Der Punkt R, = (d,cosa,sina) mit LyR, = 1 erzeugt

diesen Bahnkreis:
R = (d-cost—cosa-sint,d-sint+ cosa-cost,sina)
Der Punkt Ly = (d, 0,0) erzeugt den kleinsten aller Bahnkreise — er wird Kehlkreis genannt:
L=(d-cost,d-sint,0)
Dreht man ey um den Winkel ¢, so hat die Drehlage e den folgenden Richtungsvektor:
r=LR = (—cosa-sint,cosa - cost,sina)

Die Parameterdarstellung der allgemeinen Drehregelfliche mit dem Kehlkreis als Leitlinie

lautet daher:
P=L+v-e

P=(d-cost—v-cosa-sint,d-sint+v-cosa-cost,v:-sina)
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4.1.2. Meridian der allgemeinen Drehregelflache
Der Satz von Wren® besagt, dass die Schnittkurve einer allgemeinen Drehregelfliche mit

einer durch die Achse a gehenden Ebene immer eine Hyperbel ist.
Beweis:

Die allgemeine Drehregelflache wird mit der yz-Ebene geschnitten — also ist x = 0. Aus der

Funktion fur die x-Koordinate |asst sich v ausdriicken:
d-cost—v-cosa-sint =0

d-cost

~ cosa-sint
Setzt man diesen Bruch fir v in die Funktionen fir die y- und z-Koordinaten ein, lassen sich

diese wie folgt umformen:

) d-cost
y=d-sint+cosa-cost————
cosa-sint

sin®t + cos®t

=d
Y sint
P 1
Y= sint
) d-cost
z=sihqg - ————
cosa-sint
cost

z=d- tana-

sint

Wenn man nun zeigen kann, dass die eben hergeleiteten Funktionen fiir y und z eine

2 2
Gleichung der Form % —Z =1 erflllen, ist der Satz von Wren bewiesen.

b2
y2 = d? 1
sin? t
y: 1
d?  sin?t
cos?t

6 Christopher Wren, 1632-1723; Mathematiker, Astronom und Architekt; Erbauer der St. Paul’s Cathedral
(London)
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z? cos?t

d?-tan?a sin?t

y? z? 1 cos?t

d?2 d2-tan?a sin?t sin2t

Da die rechte Seite der Gleichung offensichtlich 1 ist, folgt die Behauptung.

Der Meridian der allgemeinen Drehregelfliche ist also eine Hyperbel mit a =d und
b = d - tan a. Die Steigung der Asymptoten berechnet sich mit k = ig und ist daher hier

k = *tan a. Es ist also zu erkennen, dass eine der beiden Asymptoten parallel zu ¢ ist.

Abbildung 36 — Drehhyperboloid (Asymptotenkegel) [8]

Lasst man die Asymptoten um die z-Achse rotieren, erhdlt man den Asymptotenkegel

(Abbildung 36).

Die durch Rotation einer Hyperbel um ihre Nebenachse erzeugte Drehflaiche nennt man ein
einschaliges Drehhyperboloid. Jede allgemeine Drehregelflache ist also ein einschaliges
Drehhyperboloid. Umgekehrt ist aber auch jedes einschalige Drehhyperboloid (festgelegt
durch a und b) eine Drehregelflache, da durch geeignete Wahl von d und «a jede beliebige

Kombination von a und b erzeugt werden kann.

50



4.1.3. Weitere Eigenschaften

Doppelte Regelfliche

Spiegelt man alle Erzeugenden des Drehhyperboloids an der xz-Ebene, so erkennt man, dass
auf dem Drehhyperboloid sogar zwei Scharen von unendlich vielen Geraden liegen. Es

handelt sich also um eine ,doppelte” Regelflache.

Abbildung 37 — Drehhyperboloid (Spiegelung der Erzeugenden) [7]

Durch jeden Flachenpunkt gehen also zwei Erzeugende. Die Tangentialebene wird von

diesen beiden Erzeugenden aufgespannt.
Skalierung

Wird ein einschaliges Drehhyperboloid skaliert, so wird es zu einem einschaligen
Hyperboloid. Die Striktionslinie des Drehhyperboloids ist der Kehlkreis. Es wiirde daher
naheliegen, dass die Striktionslinie des Hyperboloids jene Ellipse ist, die durch Skalierung aus

dem Kehlkreis entstanden ist. Die Striktionslinie verdandert sich aber grundlegend.
Flr ein Drehhyperboloid mit d = 1 und @ = 45° lautet der Erzeugendenvektor:
r = (—cos45°-sint,cos45°- cost,sin45°) || (—sint,cost,1)
Die Parameterdarstellung des Drehhyperboloids sieht daher wie folgt aus:
P = (cost,sint,0) + v-(—sint,cost,1)

In Abbildung 38 ist dieses Drehhyperboloid visualisiert; die Striktionslinie (der Kehlkreis) ist

blau eingefarbt.
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Abbildung 38 — Drehhyperboloid mit Striktionslinie Abbildung 39 — Hyperboloid mit Striktionslinie
(Kehlkreis)

Wird dieses Drehhyperboloid z.B. mit den Faktoren 5, 2 und 3 skaliert, lautet die

Parameterdarstellung des entstandenen Hyperboloids:
P=(5-cost,2-sint,0)+v-(—5-sint,2-cost,3)

Abbildung 39 zeigt dieses Hyperboloid, bei dem die aus dem Kehlkreis entstandene Ellipse

rot und die Striktionslinie blau eingefarbt sind.

Die handische Berechnung der Striktionslinie mit der in Kapitel 3 hergeleiteten Formel ware
extrem aufwandig. Die Berechnung mit MAPLE lieferte folgende Parameterdarstellung der

Striktionslinie:

cost sint cost-sint

Z = (1625 - ,272 - ,—567 -
[ 189 - cos?t + 136 189 - cos?t + 136 189 - cos?t + 136
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4.2. HP - Flachen

Es gibt unendlich viele krumme Flachen, die man tber ein windschiefes Viereck ABCD legen
kann. Man erhalt die einfachste Verbindungsflache, indem man die Seiten AB und DC im
selben Verhaltnis teilt und die entsprechenden Punkten L und R miteinander verbindet

(Abbildung 40). Die Flache, die sich aus all diesen Strecken zusammensetzt, heiSt HP-Flache.

4.2.1. Parameterdarstellung

AB und DC werden jeweils im Verhaltnis t: (1 — t) fur 0 < t < 1 geteilt.
L=A+t-AB=(1-t)-A+t-B
R=D+t-DC=1-t)-D+t-C

r=LR=(1-t)'D+t-C—(1—-t)-A—t-B

D

Abbildung 40 — HP-Fldche (Erzeugung) [8]

Die Parameterdarstellung der Regelflache mit AB als Leitlinie und r als Erzeugendenvektor

lautet daher:
P=L+v-r
P=(1-0-A+t-B+v-(1-t):D+t-C—(1—-t)-A—t"B)

P=(1-t)-QA—-v)-A+t-Q1—-v)'B+(1—-t)-v-D+t-v-C
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4.2.2. Parameterlinien

Die v-Linien (t = t,, v variabel) sind natirlich die Erzeugenden der HP-Flache.

Die t-Linien (v =1wv, ¢t variabel) erhdlt man durch Einsetzen von v, in die
Parameterdarstellung der HP-Flache:
P=(0-t)-(1-vy)-A+t-(1—vy)B+(1—-t) vyg-D+t-vy-C

Man erkennt, dass die Parameterdarstellung linear in t ist. Alle t-Linien sind also Geraden.
Die HP-Flache ist daher (genauso wie das einschalige Drehhyperboloid) auch eine ,, doppelte”

Regelflache, auf der zwei Scharen von unendlich vielen Geraden liegen.

DaP =L + v LR ist, teilt P die Strecke LR im Verhaltnis v: (1 — v). Auch die Randstrecken
AD und BC werden von P, und P; im Verhaltnis v: (1 — v) geteilt. Daher sind die HP-

Flachen, die einerseits Gber AB, DC und andererseits Uber AD, BC festgelegt sind, ident.

D

A

Abbildung 41 — HP-Fldche (Parameterlinien) [8]
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4.2.3. Beispiel einer HP-Fldche
Gegeben sind die Punkte A(10,0,0),B(10,10,0),€(0,5,0) und D(0,5,10). Setzt man die
Punkte in die vorhin hergeleitete Parameterdarstellung der HP-Flache ein und vereinfacht

diese, so erhdlt man:
P=(10-10-v,10t +5v—10-t-v,10-v—10-t-v)
Die aufwandige Berechnung der Striktionslinie wurde wieder mit MAPLE durchgefiihrt:
Z= [%-(3+2-t),19—0-(3+2-t+2-t2),29—0-(3—4-t+t2)

Die Parameterdarstellung ist quadratisch in t — es handelt sich also um eine Parabel. In

Abbildung 42 sind die HP-Flache und die Striktionslinie (rot) visualisiert.

Abbildung 42 — HP-Fliche (Beispiel 9)

4.2.4. Hyperbolische Paraboloide

Hyperbolische Paraboloide sind Schiebflachen. Sie entstehen durch Schieben einer Parabel

entlang einer anderen Parabel. Die Parabeln miissen aber folgende Bedingungen erfiillen:

1) Sie missen eine gemeinsame Achse a und einen gemeinsamen Scheitel S haben
2) lhre Tragerebenen missen orthogonal sein.

3) Sie missen nach verschiedenen Seiten gedffnet sein.
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Abbildung 43 — Hyperbolisches Paraboloid [7]

Die Bezeichnung ,hyperbolisches Paraboloid” ergibt sich einerseits aus der Erzeugung durch

die Schiebparabeln und andererseits aus der Tatsache, dass die ,waagrechten” Schnitte der

Flache Hyperbeln sind.

Abbildung 44 — Hyperbolisches Paraboloid (,,waagrechte” bzw. ,,senkrechte” Schnitte) [7], [8]

Der waagrechte Schnitt durch den Scheitel S besteht aus zwei Geraden. Jeder ,lotrechte”
Schnitt parallel zu einer dieser beiden Geraden liefert wieder eine Gerade. Daraus lasst sich

ableiten, dass auf einem hyperbolischen Paraboloid unendlich viele HP-Flachen liegen (vgl.

[7], S. 129).
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Auch die Umkehrung dieser Aussage gilt (Abbildung 45): Jede HP-Flache liegt auf einem
hyperbolischen Paraboloid (vgl. [2], S. 361).

Abbildung 45 — Hyberbolisches Paraboloid mit HP-Fléiche [8]

Die hyperbolischen Paraboloide und die einschaligen Hyperboloide sind librigens die
einzigen krummen Flachen, auf denen es zwei Scharen von unendlich vielen Geraden gibt

(vgl. [2], S. 370).

4.3. Wendelflichen

Eine Gerade e, trifft normal auf eine Leitgerade auf; ¢, liegt auf der x-Achse, die Leitgerade

liegt auf der z-Achse.

Die Gerade ey, wird um den Winkel t um die z-Achse gedreht. Gleichzeitig andert sich die

z-Koordinate gemaR einer Funktion f(t), fur die f(0) = 0 ist (Abbildung 46).

Da alle Erzeugenden orthogonal auf die Leitgerade auftreffen, liegt ein gerades Konoid vor.

57



Abbildung 46 — Wendelfldche (Erzeugung)

4.3.1. Parameterdarstellung
Der Punkt Ry = (1,0,0) befindet sich nach der Drehung in der Position R* = (cost, sint, 0)
und nach der Anderung der z-Koordinate in der Position R = (cost,sint, f(t)). Der Punkt

Lo = (0,0,0) gelangt in die Position L = (0,0,f(t)). Der Erzeugendenvektor r ist daher:
r=LR = (cost,sint,0)
Daher lautet die Parameterdarstellung der Regelflache:
P=L+v-r
P =[v-cost,v-sint, f(t)]

Im Folgenden werden zwei besonders interessante Falle vorgestellt. Es wird jeweils die
Schnittkurve der Regelflache mit einer lotrechten Drehzylinderflache (mit beliebigem Radius

r) untersucht, die durch die z-Achse geht und deren Achse die x-Achse trifft.
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Abbildung 47 — Wendelfldche (Schnittkurve mit Drehzylinderfldche)

Aus Abbildung 47 lasst sich die Parameterdarstellung dieser Schnittkurve leicht ablesen,

wobei der Peripheriewinkelsatz zu beachten ist:

S = (r+r-c052t,r-sin2t,f(t))

4.3.2. Schraubwendelflache
Eine Schraubwendelfliche ist eine Wendelflache, bei der die Schiebstrecke f(t) entlang der

z-Achse proportional zum Drehwinkel tist, also f(t) = p - t gilt.
P=[v-cost,v-sint,p -t]

Die Parameterdarstellung der Schnittkurve mit der vorhin genannten Drehzylinderflache

lautet:
S=(r+r-cos2t,r-sin2t,p-t)
Diese Parameterdarstellung lasst sich auch so interpretieren:

Der Punkt (2-1,0,0) wird um den Punkt (r,0,0) um den Winkel 2t gedreht und dann um
p -t nach oben geschoben. Da die Schiebstrecke proportional zum Drehwinkel ist, ist die

Schnittkurve eine Schraublinie.

Wenn die Gerade e jedoch eine volle Umdrehung macht, vollfihrt S zwei volle

Umdrehungen.
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In Abbildung 48 ist die Schraubwendelfliche samt Schnittkurve fir p=1.5 r =2,

0 <t<2mund -5 < v <5 dargestellt.
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Abbildung 48 — Schraubwendelfidiche

4.3.3. Pliicker-Konoid
Eine Wendelflache, bei der die z-Koordinate f(t) proportional zum Sinus des doppelten
Drehwinkels t ist, also f(t) = p - sin 2t gilt, heilt Pliicker-Konoid.
P =[v-cost,v-sint,p - sin2t]

Die Parameterdarstellung der Schnittkurve mit der in 4.3.1. genannten Drehzylinderflache
lautet:

S=(r+r-cos2t,r- sin2t,p-sin2t)
Aus der Parameterdarstellung ist zu erkennen, dass die Schnittkurve in einer Ebene liegt, da
fur die Koordinatenfunktionen y(t) und z(t) gilt:

Y _
r

z
p

Die Schnittkurve ist daher ein ebener Schnitt einer Drehzylinderflache, also eine Ellipse.
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In Abbildung 49 ist das Pliicker-Konoid samt Schnittkurve firp =1.5,r=2,0<t < m und

—5 < v < 5 dargestellt.

Abbildung 49 — Pliicker-Konoid

Schneidet man nun das Plicker-Konoid mit einer beliebigen Drehzylinderflache, die durch
die z-Achse geht und den Radius r hat, so erhalt man wieder eine Ellipse, die zur vorhin
ermittelten Ellipse kongruent ist. Ein analytischer Beweis dieser verbliiffenden Aussage ware

ziemlich schwierig. Der folgende geometrische Beweis ist hingegen recht einfach.

61



Behauptung:

Wenn man den , Ausgangszylinder” (Achse trifft x-Achse, enthalt z-Achse) in einem doppelt
so groRBen Zylinder (Achse ist z-Achse) rollen ldsst und dabei die Schnittkurve des
Ausgangszylinders mit dem Pliicker-Konoid mitnimmt, bleibt diese stets auf dem Pliicker-

Konoid.

Beweis:

A
X

Abbildung 50 — Pliicker-Konoid (Beweis Schnittkurve)

Beim Rollen kommt der Umfangspunkt B* des kleinen Kreises auf einem Umfangspunkt B

des groRen Kreises zu liegen.

Der Winkel <AM*B* ist wegen des Peripheriewinkelsatzes doppelt so groR wie der Winkel
LAMB*. Daher liegt B* auf MB, weil die Bogen AB* und AB aufgrund des Rollens gleich lang
sind.

Da aber auch ¥B*C*S = <B*MS ist (Peripheriewinkelsatz), gilt beim Rollen:
B* - B,C* -» M, S bleibt auf e

Jeder Punkt S der Schnittkurve bleibt beim Rollen also auf ,seiner” Erzeugenden und somit

auf dem Plucker-Konoid.
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4.4. Mobius-Band

Eine Gerade e, trifft normal auf eine Achse a auf; e, liegt auf der x-Achse, a liegt auf der
z-Achse. Auf e, wird ein Punkt L, gewahlt. Die Gerade e, vollfihrt nun eine ,doppelte”

Drehbewegung:

Zuerst wird sie in der xz-Ebene um den Punkt L, gedreht (Drehwinkel t) und dann um die
z-Achse (Drehwinkel 2t). Bei dieser Bewegung erzeugt die Gerade eine Regelflache, die man
Mébius-Band’ nennt. Der Punkt Lo bewegt sich auf einem Kreis in der xy-Ebene, alle

anderen Punkte von e, bewegen sich auf komplizierteren Kurven.

Abbildung 51 — Erzeugung Mébius-Band

Da sich die Drehwinkel wie 1:2 verhalten, entspricht einer vollen Umdrehung um die
z-Achse eine halbe Umdrehung um L. Die Gerade kommt also wieder in ihre Ausgangslage,

aber gespiegelt an L.

4.4.1. Parameterdarstellung

Der von Ly = (a, 0,0) erzeugte Bahnkreis wird als Leitlinie verwendet.

Die Drehung in der xy-Ebene hat den Drehwinkel 2t. Die Parameterdarstellung des

Leitkreises mit dem Radius a lautet daher:

L =[a-cos2t,a-sin2t,0]

’ August Ferdinand Mobius, 1790 — 1868, deutscher Mathematiker und Astronom
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Um die Erzeugendenvektoren zu beschreiben, wird ein zweiter Punkt R, auf der Geraden e,
im Abstand 1 von L, festgesetzt. Bei der Rotation um den Punkt L, mit dem Drehwinkel t
gelangt R, in die Lage R™.

R* = [a —cost,0,sint]
Weiters muss R* noch, gleich wie der Punkt Ly, mit einem Drehwinkel von 2t um die
z-Achse gedreht werden. R* bewegt sich also auf einem Kreis mit dem Radius r = a — cost
in einer Hohe von sint. Den auf der Erzeugenden e liegenden Punkt R erhalt man daher
durch folgende Parameterdarstellung:

R =[(a—cost)-cos2t,(a—cost) -sin2t,sint]
Der Erzeugendenvektor LR ist so bereits immer ein Einheitsvektor. Der Richtungsvektor e
lautet also:
LR = e = (—cost-cos2t,—cost-sin2t,sint)
Die Parameterdarstellung des Mobius-Bandes lautet somit:
P=[a-cos2t—v-cost-cos2t,a-sin2t —v-cost-sin2t ,v-sint]

In Abbildung 52 ist das Mdbius-Band fiir a = 10 dargestellt. Als Parameterbereich wurde

0<t<mund—-3 <v < 3gewahlt.

Abbildung 52 — Mébius-Band
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4.4.2. Besonderheiten des Mobius-Bandes

Wie bereits erwahnt, entspricht einer vollen Umdrehung um die z-Achse genau eine halbe
Umdrehung um L. Die Erzeugenden kommen also wieder dort an, wo sie am Anfang waren.
Jeder von L verschiedene Punkt R einer Erzeugenden benétigt aber zwei volle Umdrehungen
um die z-Achse, um wieder in seine Ausgangslage zu kommen. Nimmt man den
Normalvektor in L bei der Bewegung mit, so zeigt er nach einer vollen Umdrehung in die

entgegengesetzte Richtung.

Abbildung 53 — Mébius-Band (Normalvektoren) [8]

Flachen haben in der Regel eine Aullenseite und eine Innenseite. Anschaulich kann man das
so definieren: Blickt man entgegen dem Pfeil des Normalvektors auf die Flache, so sieht man
die AuBenseite. Die Abbildung 53 ldsst erkennen, dass man bei einem geschlossenen
Mobius-Band nicht zwischen AuBenseite und Innenseite unterscheiden kann. Das Mdobius-

Band hat also nur eine Seite.

Das eben beschriebene Mdobius-Band lasst sich nicht abwickeln. Man kann aber auch aus
Papierstreifen Mdbius-Bander herstellen, indem man den Streifen zu einer Schleife schlieRt,
wobei eines der Enden um 180° gedreht wird; dieses Mobius-Band lasst sich natirlich

abwickeln.
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Wenn man fir das Mobius-Band
P=[(a—v-cost)-cos2t,(a—v-cost)-sin2t,v-sint]
die Striktionslinie berechnet (wieder mit MAPLE), so erhélt man:

7 - [ a - cos2t a - sin2t 2a - sin2t
“l4-cos?t+1’'4-cos?t+1"4-cos?t+1

Es lasst sich nachrechnen, dass die Striktionslinie eine Ellipse ist, deren Nebenachse auf der

x-Achse liegt. Die Achsen haben die Langen 2a und %a.

Die Abbildung 54 zeigt den zwischen dem Leitkreis (rot) und der Striktionslinie (blau)

liegenden Teil des M6bius-Bandes.

10-10

Abbildung 54 — Mébius-Band (Bereich zwischen Leitkreis und Striktionslinie)
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4.5. Schraubtorse

Die Tangentenfliche einer Schraublinie wird als Schraubtorse bezeichnet. Wie jede
Tangentenflache besteht auch die Schraubtorse aus zwei Teilen, die entlang der Schraublinie
zusammenhadngen und dort einen scharfkantigen Grat bilden (vgl. Abbildung 31). In

Abbildung 55 ist ein Abschnitt des unteren Teils einer Schraubtorse zu sehen.

Abbildung 55 — Schraubtorse

4.5.1. Parameterdarstellung
Wie bereits in Beispiel 1 hergeleitet, lautet die Parameterdarstellung einer Schraublinie mit

dem Radius r und dem Parameter p:
L=|[r-cost,r-sint,p-t]

Die Tangentenvektoren der Schraublinie und somit die Erzeugendenvektoren berechnen sich

daher wie folgt:
L = (-r-sint,r-cost,p)
Damit lasst sich die Parameterdarstellung der Schraubtorse anschreiben:
P=L+v-L
P=[r-cost—v-r-sint,r-sint+v-r-cost,p-t+v-p]

Parameterwerte fiir v = 0 beschreiben den oberen Teil der Schraubtorse, Parameterwerte

fir v < 0 den unteren (vgl. Abbildung 55).
67



4.5.2. Hohenschichtlinien
Aus einer Hohenschichtlinie kdnnen alle weiteren Hohenschichtlinien durch Schrauben
erzeugt werden. Fir die Herleitung der Form genligt es daher, die H6henschichtlinie in der
xy-Ebene zu berechnen, also in der Hohe z = 0:

pt+v-p=0

v=—t

Ersetzt man nun v in der Parameterdarstellung fiir die Schraubtorse durch - t, so erhalt man
die Parameterdarstellung der Schnittkurve der Schraubtorse mit der xy-Ebene. Nach einer

einfachen Umformung erhalt man:

S=(r-cost,r-sint,0)+t-(r-sint,—r-cost,0)

\.\——-/
X'y S

Abbildung 56 — H6henschichtlinien einer Schraubtorse

Diese Darstellung von S kann man als Parameterdarstellung einer Geraden interpretieren:
Der Punkt (r - cost,r - sint,0) ist der Punkt L' auf dem Grundriss der Schraublinie, der ein
Kreis ist. Der Richtungsvektor (r-sint,—r-cost,0) liegt tangential zu diesem Kreis im
Punkt L'. Der VektorL'S = t-(r-sint,—r-cost,0) hat die Linge t-r. Auch der

Kreisbogen von L, = (7,0,0) bis L' = (r-cost,r -sint, 0) hat diese Lange.
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Bei der Hohenschichtlinie handelt es sich also um die Bahnkurve eines Punktes einer
Kreistangente, die entsteht, wenn die Kreistangente auf dem Kreis ,rollt“. Man spricht von
einer Kreisevolvente.
Den Tangentenvektor der Hohenschichtlinie in S erhalt man durch Differenzieren:

S =(-r-sint,r-cost,0)+ (r-sint,—r-cost,0)+t-(r-cost,r-sint,0)

S=t-(r-cost,r-sint,0)

Wie man mit Hilfe des skalaren Produktes sofort erkennt, ist der Tangentenvektor S sowohl

zul'S=1t-(r-sint,—r-cost,0)alsauchzulLS =t- (r-sint,—r-cost,—p) normal.

Die Hohenschichtlinie schneidet also die Tangenten der Schraublinie rechtwinkelig.

4.6. Oloid

Gegeben sind zwei Kreise in aufeinander orthogonal stehenden Ebenen, wobei die
Mittelpunkte der beiden Kreise auf der Schnittgeraden der beiden Ebenen liegen. Beide
Kreise haben den gleichen Radius r. Der Abstand der Mittelpunkte der beiden Kreise ist

ebenfalls r.

Die Verbindungstorse dieser zwei Kreise wird Oloid genannt.

Abbildung 57 — Oloid
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4.6.1. Parameterdarstellung
Fir die folgende Herleitung der Parameterdarstellung (Abbildung 57) haben die beiden
Kreise 0. B.d. A. den Radius r = 1.

Der in der xy-Ebene liegende Kreis ist der Leitkreis des Oloids.
L =[1+cost,sint,0]

Um eine torsale Regelfliche zu erhalten, muss der in der xz-Ebene liegende Kreis so
parametrisiert werden, dass die Tangentialebenen in L und R jeweils gleich sind. Wiirde man
den zweiten Kreis einfach mit

R = [cost,0,sint]

parametrisieren und LR als Erzeugendenvektor nehmen, so wiare die entstehende

Regelflache nicht torsal.

Es wird also die Tangente in L mit der x-Achse geschnitten. Vom Schnittpunkt S aus wird

eine Tangente an den lotrechten Kreis gelegt, die ihn im Punkt R beriihrt.

g

Abbildung 58 — Erzeugung Oloid
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Die Erzeugende e = LR hat nun die Eigenschaft, dass die Tangentialebenen in L und R gleich

sind. Sie ist daher eine torsale Erzeugende.
Wegen des Kathetensatzes im rechtwinkeligen Dreieck SLM gilt:
MS - cost = 12

— 1
S =

cost

Der Schnittpunkt S hat daher die Koordinaten S = (1 + ﬁ, 0,0).

Im Dreieck ORS kann mit dem Kathetensatz die x-Koordinate von R berechnet werden:

m'xR:].Z
1 cost
x = =
R 1+ 1 1+ cost
cost

Die z-Koordinate von R kann dann mit Hilfe des Satzes von Pythagoras berechnet werden:
zE =1— x5

cos’t  1+2-cost
(14 cost)2 (1 + cost)?

Vv1+2-cost

1+ cost

z3 =

ZR:i

Mit diesen Koordinatenfunktionen kann der lotrechte Kreis nun geeignet parametrisiert

werden:

1+4+cost” '— 1+cost

R—[ cost 0 +\/1+2-costl

Fiir den Erzeugendenvektor LR erhalt man:

1+cost+cos?t V1+2-cost
LR =| — ,—sint, + ——
1+ cost 1+ cost
Die Parameterdarstellung des Oloids lautet daher:
1+ cost+cos?t _ V1+2-cost
P=|14+cost—v- ,sint —v-sint,tv-—
1+ cost 1+ cost
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4.6.2.

Erzeugende

Lange der Erzeugenden

Rechnet man den Betrag des Erzeugendenvektors LR aus, so erkennt man nach einiger

Rechnung, dass dieser fiir alle LR konstant gleich v/3 ist:

ILR| =3

Alle Erzeugenden sind also gleich lang.

Spezielle Erzeugende

Auf jeder Halfte des Oloids liegen spezielle Erzeugende. Wir betrachten nur die obere Halfte.

1)

2)

3)

Erzeugende beit =0
Diese Erzeugende liegt in der xz-Ebene und verbindet die Punkte L = (2,0,0) und

R = G,O, \/2—5) Sie ist eine nichtzylindrische Erzeugende und hat R als Zentralpunkt
(Kuspidalpunkt).
Erzeugende bei t = +90°

Die beiden Erzeugenden verbinden die Punkte L = (1,+1,0) mit R = (0,0,1). Sie
sind zylindrisch torsale Erzeugende, haben also keinen Zentralpunkt.

Erzeugende beit = +120°

Die beiden Erzeugenden liegen in der xy-Ebene und verbinden die Punkte
L=G,i\/2—§,0) mit R = (—1,0,0). Sie sind nichtzylindrische Erzeugende und

haben L als Kuspidalpunkt.
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Intervalle fiir Parameterwerte

Fir t = £120° liegen die Erzeugenden in der xy-Ebene. Fir t zwischen —120° und +120°
kann die in Abbildung 57 zu sehende Konstruktion von R durchgefiihrt werden. Fir Winkel
aullerhalb dieses Intervalls (also 120° < t < 180° bzw. —180° < t < —120°) kann R nicht

konstruiert werden, da S innerhalb des lotrechten Kreises liegt.
Fiir den Parameter t gilt also:
—120° <t <120°

Der Parameter v kann beliebig variiert werden. Den in Abbildung 56 dargestellten Teil des

Oloids erhalt man fur —120° <t < 120°und0 <v < 1.
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IV. Nachwort
Verfassen der Arbeit

Den Entschluss, eine Fachbereichsarbeit in Mathematik zu schreiben, fasste ich bereits in der
6. Klasse. Als uns in Vorbereitung auf die Zentralmatura berichtet wurde, dass wir im
Rahmen der Reifepriifung eine Vorwissenschaftliche Arbeit verfassen missten, war flir mich
von Anfang an klar, dass ich diese Arbeit in einem zur Mathematik gehérenden Fachgebiet

schreiben mochte.

Da mir das Verfassen von Arbeiten und die damit einhergehende intensive Beschaftigung mit
dem gewadhlten Thema immer Freude bereitete, wollte ich dann, nachdem die
Zentralmatura doch noch einmal um ein Jahr verschoben worden war, mein Vorhaben

dennoch beibehalten.

Sowohl im Erarbeiten des erforderlichen Fachwissens als auch im eigentlichen Verfassen der
Arbeit unterschied sich diese grundlegend von den bisher erstellten Arbeiten, da ich
erstmals zu einem theoretischen und abstrakten Thema schrieb. Beides stellte sich als
Herausforderung dar, beides weckte zunehmend mein Interesse und bereitete mir mehr und

mehr Freude.

Wenn ich nun meine Arbeit durchblattere, dann begegnen mir viele Erfahrungen, viele neue
Erkenntnisse, vor allem aber auch viel Begeisterung fir das Thema im Speziellen und

Mathematik im Allgemeinen.
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