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Abstract

In der folgenden Arbeit sollen die wichtigsten Ergebnisse zur Unvollstén-
digkeit von formalen Systemen, speziell mathematischer Theorien, und zu
unentscheidbaren Sitzen der Mathematik préisentiert werden. Dabei ist ins-
besondere ein Schwerpunkt auf die Werke Kurt Godels gesetzt, da er die-
ses Forschungsgebiet mit seinen Unvollstdndigkeitssdtzen erst begriindete.
Es wird aber auch der Vollstdndigkeitssatz der Prédikatenlogik gezeigt und
die Ideen und Ergebnisse von Alan Turing. Detailreich ist vor allem die Re-
prasentation von Pradikaten in der Peano Arithmetik gesetzt, weil dies neben
der Godelisierung der Schliissel zum Beweis des Unvollstindigkeitssatzes ist.
Besonders hier, aber auch teilweise bei allgemeinen Anmerkungen sind gewis-
se Grundkenntnisse in Mathematik und mathematischer Logik erforderlich.
Es finden sich aber dennoch kurze Erkldrungen der Sétze in leicht versténd-

licher Sprache, fernab von formalen Methoden.
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Kapitel 1
Einleitung

Obwohl man ihn ohne Zweifel als einen der brilliantesten Mathematiker des
vergangenen Jahrhunderts und als den besten, den Osterreich je hervorge-
bracht hat, bezeichnen kann, kennt kaum jemand seinen Namen - die Rede
ist von Kurt Godel. Diese Arbeit befasst sich mit ihm und seinem Haupt-
werk, dem beriihmten Unvollstindigkeitssatz. Genauer ist dies ein Satz der
mathematischen Logik, der, einfach ausgedriickt, die Grenzen der mathema-
tischen Methoden aufzeigt. Doch auch andere bahnbrechende Arbeiten, die
mit diesem Thema eng verbunden sind, etwa die Alan Turings, werden kurz
erklirt. So soll ein Uberblick iiber wichtige Erkenntnisse auf den Gebiet der
mathematischen Logik und der Leistungsfahigkeit formaler Systeme geboten

werden, klarerweise auf Literatur aufgebaut.

Zunichst wird kurz tiber Kurt Gddel selbst gesprochen, seine Jugend und
auch Werdegang in aller Kiirze dargelegt, um sich sogleich grundlegenden Be-
griffen sowie dem Zeitgeist zu Godels Lebenszeit zuzuwenden. Damit kann
nun auch eine kurze, einsteigende Zusammenfassung der Werke Kurt Go-
dels verstanden werden, wie sie in Kapitel 4 folgt. Kapitel 5 gibt dann einen
Beweisgang des Vollstandigkeitssatzes, das folgende Kapitel einen etwas um-
fangreicheren Beweis der Unvollstédndigkeitssétze, wobei beide Beweise nicht

vollstindig sind, da dies den Umfang dieser Arbeit iiberschreiten wiirde. Das



vorletzte Kapitel beschreibt schliefslich die Arbeit Alan Turings und gibt de-

ren wichtigste Ergebnisse wieder.

Es ist unter anderem Ziel dieser Arbeit, die Ausfiihrungen auf den Ori-
ginalarbeiten aufzubauen, weshalb auch unter anderem die Werke von Kurt
Godel, zum einen ,,Die Vollstandigkeit der Axiome des logischen Funktionen-
kalkiils*! und zum anderen ,,Uber formal unentscheidbare Sitze der Principa
Mathematica und verwandter Systeme“?, verwendet wurden. Aufierdem hat
sich das Lehrbuch ,Einfiilhrung in die mathematische Logik“3 von Wolfgang
Rautenberg als sehr hilfreich erwiesen, wenngleich die Darstellungen sehr
knapp und durchaus anspruchsvoll sind. Auf diesem Buch bauen vor allem
die Abschnitte iiber Gddelisierung und Représentierbarkeit auf. Auferdem
wurde, gerade fiir das letzte Kapitel, die Arbeit ,,On computable numbers
with an application to the Entscheidungsproblem“? vom englischen Mathe-
matiker Alan Turing verwendet. Als hilfreich, besonders fiir all jene, die an
den mathematischen Details nicht interessiert und vielmehr an der Lebens-
geschichte Gddels interessiert sind, erweist sich auch die erste Ausgabe von
Spektrum der Wissenschaft® aus dem Jahr 2002 mit dem Titel ,Godel: logi-

sche Paradoxien und mathematische Wahrheit“® von Gianbruno Guerrerio.

Lygl. Gédel, Kurt: Die Vollstéindigkeit der Axiome des logischen Funktionenkalkiils. In:
Monatshefte fiir Mathematik und Physik. 1930, 37: 349-360

2vgl. Godel, Kurt: Uber formal unentscheidbare Sitze der Principa Mathematica und
verwandter Systeme. In: Monatshefte fiir Mathematik und Physik, 1931, 38. 173-198

3ygl. Rautenberg, Wolfgang: Einfiihrung in die mathematische Logik. Ein Lehrbuch. 3.
Auflage. Wiesbaden: Vieweg und Teubner 2008

4yvgl. Turing, Alan: On computable numbers with an application to the Entscheidungs-
problem. In: Proceedings of the London Mathematical Society, 1936, Ser. 2, Vol. 42. 230-
265

5ygl. Guerrerio, Gianbruno: Gédel: logische Paradoxie und mathematische Wahrheit.
Heidelberg: Spektrum der Wissenschaft Verlagsgesellschaft 2002



Kapitel 2

Uber Kurt Godel

Zumal sich diese Arbeit fast ausschlieflich mit Kurt Godel befasst, soll hier
ein kurzer Uberblick iiber dessen Abstammung und friihe Jahre gegeben wer-

den.

2.1 Herkunft und Ausbildung

Godel wurde am 28. April 1906 in Briinn, damals noch Teil des Habsbur-
gerreiches, geboren®. Seine Familie war wohlhabend, sein Vater besafl eine
Textilfabrik”, war allerdings kein Akademiker, sondern hatte die Mittelschu-
le sogar abgebrochen. Schon als Kind fiel Kurt durch die Angewohnheit auf,
stindig Fragen zu stellen, weswegen er von seiner Familie auch ,,Herr Warum*
genannt wurde®. Als er acht Jahre alt war, erkrankte er an, wie er glaubte,
rheumatischem Fieber, weshalb er Zeit seines Lebens davon iiberzeugt war,
an Herzproblemen zu leiden®. Gédel besuchte ein staatliches Gymnasium und
hatte stets nur Einsen - mit einer Ausnahme, einer Zwei, ausgerechnet in Ma-
thematik. Obwohl in Bohmen lebend, lernte G&del nie Tschechisch, sondern
sprach Deutsch, wohl auch, weil er sich Zeit seines Lebens als Osterreicher
fithlte. Godel folgte im Jahr 1924 seinem Bruder Rudolf nach Wien, wo er

6vgl. Guerrerio, 2002, S. 16

"vgl. Sigmund, Karl; Dawson, John; Miihlberger, Kurt: Kurt Gédel, Das Album. Wies-
baden: Friedr. Vieweg Verlag 2006, S.16

8vgl. ebd., S. 17

9vgl. Guerrerio, 2002, S. 16



sich an der Universitdt zunéchst fiir theoretische Physik einschrieb, jedoch

bald zur reinen Mathematik iiberging®.

2.2 Studienende und wissenschaftliche Hochst-

leistungen

Gegen Ende der 1920er Jahre - Gddels Talent war damals schon bekannt -
nahm Godel regelméfig an Treffen des ,Wiener Kreises“ teil, wobei er durch
seine Zuriickhaltung und Wortkargheit auffiel'!. Er leistete den Diskussionen
kaum Beitriage, horte aber aufmerksam zu und durch den Wiener Kreis wur-
de auch sein Interesse an den Grundlagen der Mathematik geweckt - dem
Teilgebiet der Mathematik, das Godel nur kurze Zeit spater um zwei funda-
mentale Ergebnisse erweitern sollte!?. Godel schrieb nimlich sowohl in seiner
Dissertation als auch seiner Habilitationschrift iiber Fragen zu den Grundla-
gen der modernen Mathematik. Dies geschah in den Jahren 1929 und 1931,

diese Arbeiten werden spéter ausfiihrlich erklart.

2.3 Professor, erste Amerikareisen und psychi-

sche Probleme

Nach seiner Habilitaition 1933 wurde Goédel Privatdozent an der Universi-
tit Wien'®. Doch schon bald wurde er an das relativ junge ,Institute for
Advanced Study* in Princeton eingeladen, wohin er auch einige Male in den
nichsten Jahren reiste. Allerdings wurde der Logiker in dieser Zeit von schwe-
ren psychischen Problemen geplagt, sodass er zeitweise sogar in Sanatorien
musste. Sein Bruder musste ihn einmal gar aus Paris abholen, da er die ei-

genstindige Riickreise nicht mehr schaffte'*.

19yg]. Guerrerio, 2002, S. 23 f.

Hygl. Sigmund /Dawson/Miihlberger, 2006, S. 24
12ygl. Guerrerio, 2002, S. 33

13ygl. Sigmund/Dawson/Miihlberger, 2006, S. 43
l4ygl. ebd., S. 48 f.



2.4 Auswanderung und Spatwerk

Mit dem Aufkommen des Nationalsozialismus hatte auch der politisch unin-
teressierte GGodel seine Miihe. So wurde es fiir ihn schwierig seine Professur
zu behalten, auch wurde er einmal fiir einen Juden gehalten und angepobelt.
Seine Frau Adele, die er 1938 geheiratet hatte, vertrieb die Angreifer aller-
dings'®. In diesen Jahren gelang Godel ein weiterer Durchbruch bei seiner
Forschung, diesmal im Gebiet der Mengenlehre, auch dies wird spéter noch
erklart. Godel wurde kurz nach Kriegsbeginn fiir ,tauglich“ zum Fronteinsatz
befunden und entschied, Osterreich, das nun zum Deutschen Reich gehorte,
zu verlassen. Nach einigen Problemen mit der Erteilung des Visums fiir die
Vereinigten Staaten konnte Godel schlieklich im Jénner 1940 nach Ameri-
ka reisen, was allerdings, wie von den deutschen Behorden verlangt, durch
Russland zu erfolgen hatte. So reiste Godel mit seiner Frau mit der Trans-
sibirischen Eisenbahn und wegen eines versdumten Schiffes in Japan dauerte

es bis Anfang Mirz, bis das Ehepaar in den USA ankam?S.

2.5 Zeit in Princeton und spite Jahre

Godel zog in das ihm vertraute Princeton, wo auch Einstein lebte und arbei-
tete. Er verfasste noch eine Arbeit zur Relativitidtstheorie, doch sonst blieben
weitere wissenschaftliche Erfolge aus. Godel und Einstein befreundeten sich,
sonst aber lebte der Mathematiker sehr isoliert mit seiner Frau, hatte kaum
Freunde!”. Ebenso verschlechterte sich, speziell nach dem Tod Einsteins, Go-
dels gesundheitlicher Zustand. Er hielt eine strikte Didt, obwohl er sehr diinn
war und ak nur, was vor seinen Augen gekocht und vorgekostet worden war,
weil er panische Angst hatte, vergiftet zu werden. Das war auch Grund dafiir,
dass Godel am 14. Janner 1978, nach einem zweiwdchigen Krankenhausauf-
enthalt, an Untererndhrung starb. Er wog zu diesem Zeitpunkt etwa 36 kg.

Seinem Tod war ein Schlaganfall seiner Frau vorrausgegangen, die daraufhin

15ygl. Sigmund /Dawson/Miihlberger, 2006, S. 59
16ygl. Guerrerio, 2002, S. 74
17ygl. ehd., S.85



langere Zeit im Krankenhaus bleiben musste. Deshalb konnte sie ihren Mann
nicht pflegen und umsorgen. So kam es, dass sich einer der brilliantesten
Menschen des 20. Jahrhunderts selbst zu Tode hungerte!s.

18yvel. Guerrerio, 2002, S. 101 f.



Kapitel 3

Formale Systeme und Hilberts

Programm

3.1 Formale Systeme

Um die Werke - oder auch nur deren Bedeutung - von Kurt Godel zu ver-
stehen, muss man zunéchst verstehen, wovon diese handeln. Und hier kom-
men formale Systeme, auch Axiomensysteme oder (mathematische) Theorie
genannt, ins Spiel. Ab hier werden grundlegende Begriffe der Mathematik
notwendig sein, um die folgenden Ausfiihrungen nachvollziehen zu koénnen,
fiir Erkldrungen ist kein Platz.

Ein Axiomensystem, dies sei synonym fiir oben genannten Begriffe ver-
wendet (obwohl die Definition einer Theorie etwas von dieser zu unterschei-
den ist), ist nun eine Menge an Aussagen, das heifst an ,Sdtzen“, genauer
eine Menge an Formeln in der verwendeten, vorab festegelegten, Sprache des
Systems, das heifst eine Menge an Folgen von Zeichen. Diese Zeichen sind
wohldefiniert. Dann gibt es noch Regeln fiir das Bilden von neuen Aussagen,
also Formeln, die ebenfalls vorher verabredet sind. Dabei ist zu beachten,
dass die Elemente der Menge, die Axiome, als ,wahr” hingenommen werden,
sie werden also nicht hinterfragt und nicht iiberpriift - was in dem System
auch nicht moglich wire. Kann man nun mit Hilfe der Regeln aus den ge-

gebenen Formeln eine neue Formel erzeugen, so sagt man, die Formel - oder

10



der Satz - ist ableitbar oder beweisbar. In der Praxis werden bei Beweisen
meist auch Worte verwendet, um die Anschauung und die Verstédndlichkeit

zu fordern. Dies ist aber nicht nétig. Hier ein Beispiel:
Es soll bewiesen werden, dass V/2 keine rationale Zahl ist:

Es wird ein Widerspruchsbeweis verwendet, d.h. man fiigt dem Axiomen-
system die Negation der zu beweisenden Aussage hinzu und zeigt, dass dann
sowohl eine Aussage B als auch die Negation von B folgt, was wegen der

Konsistenz des Systems, die immer angenommen wird, nicht sein kann.

Also angenommen, V2 ist rational, d.h. es existieren zwei teilerfremde Zah-
2

m m
len (erste Folgerung) m,n, sodass v/2 = —. Also auch 2 = —
n n
2
bedeutet, dass sich im Bruch 22 alle Primfaktoren wegkiirzen, aufser einer

2 im Zahler. Da aber m? = m - m, also im Quadrat einer Zahl die selben

was aber

Primfaktoren vorkommen, wie in der Zahl selbst (Eindeutigkeit der Primfak-
torenzerlegung), konnen m, n nicht teilerfremd (zweite Folgerung - Negation
der ersten Folgerung) sein. Das ist ein Widerspruch, also ist /2 nicht rational.

Formal konnte man diesen Beweis so darstellen:

m

(Ha,bEN:\/i:%)%(Elm,neN:\/?:g ApeP: (m=
[Tmipi Am :21_[?:1 pi) A —3p; € P (p; 'H?:l,i;éj pi=m AN pj‘Hf:l,i;ej Di =
n)) — (2= %) — (Ip; € P (p; 'H?:l,i;éjpi =m A pj'Hf:Li;éjpi =n)) —
(—EIm,nEN:\/ﬁ:%)

3.2 Hilberts Programm

Bereits die Griechen erkannten, dass es notig ist, mathematische Sitze zu be-
weisen. So bewiesen diese zum Beispiel bereits die Tatsache, dass es unendlich

viele Primzahlen gibt!®. Nun gibt es die Begriffe der Widerspruchsfreiheit und

19ygl. Sigmund /Dawson/Miihlberger, 2006, S. 108

11



der Vollstiandigkeit. Widerspruchsfreiheit bedeutet, dass es nicht méglich ist,
einen Satz A und seine Negation —A zu beweisen. Vollstandigkeit bedeutet,
dass fiir jeden formulierbaren (mit den Zeichen des Systems) Satz entweder
A oder = A beweisbar ist?°.

Der grofe Mathematiker David Hilbert, zu Beginn des 20. Jarhhunderts
der grofite seines Fachs und richtungsgebend fiir die mathematische For-
schung, wollte unbedingt die Vollstdandigkeit der Mathematik beweisen. Dazu
begriindete er das sogenannte ,Hilbert-Programm®, durch das die Vollstan-
digkeit und Widerspruchsfreiheit der Mathematik mit Hilfe von Axiomensys-
temen bewiesen werden sollte. Es sollte, unabhéangig vom Inhalt der einzelnen
Satze, ein Satz allein durch Anwendung von Regeln auf die Axiome bewiesen
werden konnen - insbesondere sogar jeder wahre Satz der Theorie?'. Damit
verlangte Hilbert gewissermafien eine ,Reduzierung” der Mathematik auf das
Ausfiithren von bestimmten Regeln.

Dem gegeniiber standen die Intuitionisten, mit ihrem fithrenden Vertreter
Brouwer, die dem Programm Hilberts ablehnend begegneten, jedoch in der
Unterzahl waren. Diese vertraten etwa die Ansicht, dass der Widerspruchs-
beweis unzuléssig sei und hatten sehr strenge Anspriiche an die Korrektheit
von Beweisen, besonders wenn das Unendliche ins Spiel kam?2.

So entwickelte sich in den 1920er Jahren ein Grundlagenstreit in der Ma-
thematik, vor allem zwischen Hilbert und Brouwer, auf welche Grundlagen
sich die Mathematik nun stiitzen konne. Ein ,Sieger ging dabei nicht her-
vor, jedoch hat sich heute die Axiomatische Betrachtung der Mathemaitk,

der Formalismus durchgesetzt.

20ygl. Sigmund/Dawson/Miihlberger, 2006, S. 109
2lygl. Guerrerio, 2002, S. 44
22ygl. ebd., S. 44 f.
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Kapitel 4

Die Bedeutung von Godels Werk

4.1 Der Vollstandigkeitssatz

In seiner Dissertation zeigte der erst 23-jahrige Kurt Godel die Vollstéandig-
keit der Pradikatenlogik, das heif’t, er zeigte, dass fiir das Axiomensystem
jener Logik, die es erlaubt iiber Individuenvariablen (Variablen fiir Zahlen
zum Beispiel) mittels Quantoren (,fiir alle und ,es gibt*) zu sprechen, die
Ableitbarkeit dquivalent zur Allgemeingiiltigkeit ist. Ableitbarkeit einer For-
mel bedeutet dabei, dass die Formel bewiesen werden kann, Allgemeingiiltig-
keit bedeutet, dass die Formel fiir alle Zuweisungen von Werten fiir die darin
vorkommenden Variablen ,wahr* ist?3.

Damit beforderte sich Godel aus dem Nichts zu einem der besten Logi-
ker seiner Zeit, zumal viele andere grofse Mathematiker am Beweis des Voll-
stindigkeitssatzes gescheitert waren. Auch war mit der Arbeit ein wichtiger
Schritt fiir das Hilbert-Programm getan worden, denn nun hatte man ein ge-
eignetes Instrument, die Pradikatenlogik (erster Stufe) um die Vollstéandigkeit
der Arithmetik zu untersuchen.

Ein weiteres, jedoch kaum erkanntes?* Ergebnis von Godels Dissertation

war der Kompaktheitssatz 2°, der spiter noch wichtig fiir viele Gebiete der

2ygl. Sigmund /Dawson/Miihlberger, 2006, S. 112
24ygl. Guerrerio, 2002, S. 45
25yel. Godel, 1930, S. 358

13



mathematischen Logik werden sollte?.

4.2 Der Unvollstindigkeitssatz

Im Jahr 1930 entdeckte Godel dann jenen Satz, fiir den er weltberiihmt wer-
den sollte - den Unvollstandigkeitssatz. Godel berichtete erstmals auf einer
Tagung von Mathematikern in Konigsberg iiber seine Entdeckung?’, wo je-
doch nicht viele deren Tragweite verstanden. Der Unvollstandigkeitssatz be-
sagt, dass es in jeder mathematischen Theorie, deren Axiomatisierung zumin-
dest die Peano “schen Axiome der Arithmetik (d.h. die Arithmetik) enthilt,
Satze gibt, die sich zwar in der Theorie formulieren lassen, jedoch nicht in
dieser bewiesen werden kénnen. Godel bewies also die Existenz unbeweisba-
rer Satze in der Arithmetik, die aber in sehr vielen mathematischen Theorien
(die Unterscheidung zwischen Theorie und formalem System ist hier nicht so
wichtig) enthalten ist, womit auch in dieser unbeweisbare Sétze vorkommen.

Dies allein war schon schlimm fiir das Hilbert Programm, doch es soll-
te noch schlimmer kommen. Denn Godel bewies auch seinen sogenannten
SZweiten Unvollstandigkeitssatz®, der besagt, dass die Widerspruchsfreiheit
der Arithmetik nicht bewiesen werden kann, sofern diese widerspruchsfrei
ist?®. Damit war die Durchfiihrbarkeit des Hilbert "schen Programms nach-
weislich nicht mdglich. Diese Erkenntnis stiefs innerhalb der mathematischen
Gesellschaft auch auf viel Unverstandnis, zumal sie nicht erwartet worden
war??. Insbesondere in der Philosophie iiber die Mathematik gab es damit
einen radikalen Einschnitt und ein Umdenken?®’. Denn tatsiichlich waren viele
Mathematiker der Meinung Hilberts, dass sich alle wahren Sétze der Mathe-
matik auch beweisen lassen. Diese Ansicht war aber mit Godels Unvollstan-

digkeitssatz nachweislich als falsch erwiesen.

26ygl. Godel, 1930, S. 45

2Tygl. Sigmund/Dawson/Miihlberger, 2006, S. 116
28yol. Godel, 1931, S. 196-198

29ygl. Guerrerio, 2002, S. 54 f.

30vgl. ebd, S. 54 f.
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4.3 Weitere Leistungen Godels: Kontinuums-

hypothese und Relativitistheorie

Godels Leistungen waren jedoch nicht nur der Unvollstindigkeitssatz und der
Vollstandigkeitssatz, auf die sich diese Arbeit beschrinkt, sondern er lieferte
auch Beitriage zur axiomatischen Mengenlehre und der Relativitdtstheorie.

Ein zu seiner Zeit wichtiges ungelstes Problem der axiomatischen Mengen-
lehre war die Kontinuumshypothese. Sie wurde von Cantor aufgestellt und

kann so formuliert werden3':

Verallgemeinerte Kontinuumshypothese: Fiir eine unendliche Men-
ge mit der Mdichtigkeit X, gilt 2% = R, ;.

Das Zeichen X, steht dabei fiir die Méchtigkeit unendlicher Mengen, die
in der Ordnung der Kardinalzahlen an der Stelle v+ 1 steht (man beginnt bei
Ng). Insbesondere ist also auch 2% = N, wobei X, die Mi#chtigkeit der natiir-
lichen Zahlen und N; die Méachtigkeit der reellen Zahlen bezeichnet. Godel
zeigte, dass die verallgemeinerte Kontinnumshypothese (abgk. CH fiir ,,gene-
ralized continuum hypothesis) relativ widerspruchsfrei zu den Axiomen der
ZFC-Mengenlehre (eigentlich, im Original, zur NBG-Mengenlehre, die aber
Aquivalent zu ZFC ist®?) ist, das heifit, dass ZFC+CH keine Widerspriiche
erzeugt, also die Kontinuumshypothese nicht in ZFC widerlegt werden kann.

133, Dabei konstruiert

Der Beweis dazu ist allerdings alles andere als trivia
Godel ein Modell von ZF (ohne Auswahlaxiom), L genannt, und zeigt, dass
in I das sogenannte ,Konstruierbarkeitsaxiom®, geschrieben V=L, gilt. Mit
dem Satz ,,Fin Aziomensysstem ist konsistent genau dann, wenn es ein Mo-
dell besitzt” folgt, dass ZF + V=L konsistent, dass heifst widerspruchsfrei,
ist und damit kann man V=L verwenden um CH zu zeigen. Zunichst zeigt

man aber, dass das Auswahlaxiom mit V=L folgt, also das auch das Aus-

3lygl. Godel, Kurt: The Consistency of the Continuum Hypothesis by Kurt Godel. New
York: Ishi Press International, 2009, S.1

32ygl. ebd., S. 3-7

3vgl. ebd., S. 1-61
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wahlaxiom relativ widerspruchsfrei von ZF ist. Dann kann man ebenso das
Auswahlaxiom verwenden, um CH zu zeigen. Dies ist auch méglich und da-
mit ist CH relativ widerspruchsfrei zu ZF, also ist die Kontinuumshypothese
in ZF nicht widerlegbar.

Schlieklich hat Paul Cohen im Jahr 1963 gezeigt, dass auch die Negation von
CH relativ widerspruchsfrei zu ZFC ist, dass heifst, das die Kontinuumshypo-
these unabhiingig von ZFC ist*!. Damit ist die Kontinuumshypothese auch

ein Satz im Sinne von Gddels Unvollstandigkeitssatz.

Angetrieben durch die Freundschaft mit Albert Einstein in Princeton,
forschte Godel auch an der Relativitatstheorie, da er einen Beitrag fiir eine
Festschrift anldsslich Einsteins 70. Geburtstag verfassen sollte®>. Doch Godel
vertiefte sich so sehr in die Forschungen, dass er es schaffte, Losungen fiir die
Einstein “schen Feldgleichungen zu finden. Dies war ein beachtlicher Erfolg,
wofiir er 1951 auch den ersten ,Einstein Preis“?® von Albert Einstein selbst
erhielt.

34ygl. Guerrerio, 2002, S. 77
35ygl. ebd., S. 88
36vgl. ebd., S. 92
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Kapitel 5

Der Vollstandigkeitssatz von Kurt
Godel

Zunichst sei an dieser Stelle das erste fundamentale Ergebnis der mathemati-
schen Grundlagenforschung Kurt Gddels angefiihrt. Der Vollstandigkeitssatz,
den Godel in seiner Dissertation formuliert und beweist, liefert die Gleichheit
von Wahrheit und Beweisbarkeit, wobei der Begriff Wahrheit den mathema-
tisch exakten Begriff der Allgemeingiiltigkeit intuitiv recht gut und anschau-
lich ersetzt. Dabei bezieht sich der Satz aber nur auf die Prédikatenlogik
erster Stufe, das heiftt auf ein formales System mit Quantoren, dies enthélt
also auch Aussagen wie s gibt eine Formel ¢ fiir die gilt“ oder fiir alle
Formeln « gilt“. Man kann den Satz fiir verschiedene Systeme beweisen, die
allerdings zumeist recht dhnlich sind. Man muss allerdings fein unterschei-
den zwischen dem hier vorgestellten Vollstandigkeitssatz und dem folgenden
Unvollstandigkeitssatz: Der Vollstandigkeitssatz besagt, dass aus der Allge-
meingiiltigkeit einer Formel, wobei allgemeingiiltig hier bedeutet, dass fiir
jede Belegung (d.h. eine Zuweisung von Wahrheitswerten) der Variablen der
Formel gilt, dass diese wahr wird, stets ihre Beweisbarkeit folgt3”. Beim Un-
vollstdndigkeitssatz hingegen geht es um die Vollstdndigkeit einer Theorie,
dabei heifst eine Theorie, die einfach eine Menge pradikatenlogischer Formeln

ist, vollstindig, wenn sie fiir jede Formel entweder diese selbst enthélt (als

37vgl. Gédel, 1930, S. 350
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Axiom oder aus ihrem Axiomensystem ableitbar) oder die Negation der For-
mel®8. Die Theorie muss also im Stande sein, zu entscheiden, ob eine gegebene
Formel eines ihrer Elemente ist oder nicht. Dabei ist eine Theorie deduktiv
abgeschlossen, also gilt fiir alle Formeln, die aus der Theorie (beziehungsweise
deren Axiomensystem) ableitbar sind, dass diese Formeln selbst zur Theorie

gehoren.

5.1 Das Axiomensystem und logische Regeln

Hier wird nun das Axiomensystem angegeben, fiir das die Vollstindigkeit
bewiesen werden soll, sowie einige Ableitungsregeln®®. Dabei sei gesagt, dass
man auch geringfiigig andere Systeme und vor allem auch andere logische
Grundzeichen (eine andere logische Signatur) wéhlen kann, sofern diese funk-
tional vollstandig ist. Dies bedeutet nichts anderes, als die Definierbarkeit der
Booleschen Funktionen durch die gewéhlte Signatur.

Auch sei an dieser Stelle erwiahnt, dass sich diese Arbeit auf den Beweis
Kurt Godels konzentriert, nicht, wie fast alle Lehrbiicher®® auf den Beweis
von Leon Henkin.

Nun aber zum Axiomensystem:
logische Signatur: V (oder), = (nicht), V (fiir alle)

Daraus definiert man:

a A Bi=-(-aV -84

a— Bi=-aV 2

Ji=-v: M

asBi=(a—=8) A B—a)t

Die formalen Axiome seien gegeben durch die Folgenden (wobei «, 3, be-

38vgl. Rautenberg, 2008, S. 83

39vgl. Godel, 1930, S. 350

4Oygl. etwa den Beweis in Rautenberg, 2008

4lygl. Rautenberg, 2008, S. 12

42ygl. ebd., S. 9

43ygl. von Biilow, Christopher: Der erste Godelsche Unvollstindigkeits-
satz. Eine Darstellung fiir Logiker in Spe. Konstanz: 1992 http://www.uni-
konstanz.de/philosophie/files/goedel.pdf , [Zugriff am 10.2.2015], S. 12

44ygl. Rautenberg, 2008, S. 12
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liebige Aussagen sind):

Ql:aVa—«a

Q2:a—aVp

Q3:aVp—pVa

Qt: (a = B) = (YVa) = (V A)

Q5: Vo« f(z) = f(y)

Q6: Va : (aV f(z)) = aVVr: f(z)

Hier steht f fiir eine Funktion. Auch bezieht sich ein Prifix (d.h. der All-

quantor V und der Existenzquantor 3) nie auf Funktionen.

Ut

Die logischen Folgerungsregeln seien die Folgenden:
D1: Aus o und o« — 8 kann man [ ableiten.
D2: Vz : a(x) — alt)
D3:a—Vr:a«
D4: Individuenvariable diirfen beliebig durch andere ersetzt werden, solange
die ersetzte Individuenvariable dadurch nicht in den Wirkungsbereich eines
Quantors kommt, indem sie vorher nicht war.

Weiters werden gewisse Abkiirzungen vereinbart, so steht eine Individu-
envariable (etwa x,y, z) ab jetzt in diesem Kapitel fiir ein n-Tupel von Indi-
viduenvariablen, also eine ,,geordnete Menge von Variablen“ aus I™, wobei [

die Menge der Individuenvariablen darstellt.

5.2 [Einige Hilfssatze

Fiir eine halbwegs genaue Beweisskizze des Vollstandigkeitssatzes benotigt
man einige Hilfssitze®.
Hilfssatz 1.Fs gilt:
o) Vo f@) =3y f(y)
b)Ve: f(z) A Jx:glx) — 3z (f(z) A g(z))
¢)Vr:=f(z) + -3z : f(x))

Hilfssatz 2. Wenn sich z und y nur durch die Reihenfolge der Variablen

yel. Godel, 1930, S. 350 f.
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unterscheiden, so gilt
Jo: f(x) = Ty fy)

Hilfssatz 3. Besteht x aus verschiedenen Variablen und hat y die gleiche
Stellenzahl wie x (d.h. enthdlt gleich viele Individuenvariable, also x,y € I™

mit demselben n) so gilt

Vo f(x) =Yy f(y)

Hilfssatz 4. Es stehe hier h; fir einen Quantor der x; bindet, und j; fiir
einen Quantor der y; bindet, dann gilt
hi,ho,hsy by o+ f(x1, 20,23, i) A J1y ey dn 2 91, o yn) — (P)
(f(zr, o zn) A gya, e Yn))
fiir ein Prifiz (P), dass aus den h; und j; aufgebaut ist. Analoges gilt, wenn

A durch V ersetzt wird.

Hilfssatz 5. Jede Formel kann man auf eine Normalform (d.h. eine For-
mel die eine gewisse Form zumeist im Bezug auf ihre Quantoren hat) bringen,
sodass gilt

a <> (P)a, wobei (P)a die Normalformel von « ist.

Hilfssatz 6. Ist a <> 3, so ist auch F(a) <> F (), wobei F eine Formel
mit o als Teil darstellt; F(S) dementsprechend dieselbe Formel mit 5.

Hilfssatz 7. Fs gilt der Vollstindigkeitssatz fiir die Aussagenlogik, das

heif$t jede allgemeingiiltige Aussage ist beweisbar.

5.3 Die Klasse R

Nun wird eine Klasse, was nichts anderes als ein verallgemeinerter Mengen-
begriff ist, also eine Zusammenfassung von Objekten (ihren Elementen), die
aber nicht alle Axiome der axiomatisierten Mengenlehre erfiillt, definiert.

Von dieser Klasse aus wird festgestellt werden, dass sie vollstindig ist und
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daraus wird folgen, dass das oben erklirte Axiomensystem (folgend mit Q
bezeichnet) vollstiandig ist.
Fiir die Klasse R gelten die folgenden Festsetzungen:
1. Jede Formel aus R ist Normalformel.
2. Jede Formel aus R enthilt keine freien Individuenvariablen.
3. Das Prifix jeder Formel aus R beginnt mit dem Allquantor und endet mit

dem Existenzquantor.
Nun kann man bereits einen wichtigen Satz {iber R formulieren:

Satz 1.%6 Wenn jede R-Formel entweder widerlegbar oder erfillbar ist, so

qilt das fiir jede Formel.

Beweis. Es sei o eine Formel, die kein Element von R ist und die frei-
en Variablen z, enthdlt. Wenn o widerlegbar ist, d.h. -« gilt, folgt nach
D3 Vx : -« und Hilfssatz 1c —=dz : «a. Dasselbe gilt fiir die umgekehrte
Richtung. Weil die Allgemeingiiltigkeit von a gleichbedeutend mit der Nicht-
Erfiillbarkeit von -« ist, gilt obiger Schluss auch fiir die Erfiillbarkeit. Nun sei
(P)a die Normalform von 3z : «, sodass nach Hilfssatz 5 gilt 3z : a <> (P)a.
(P) ist dabei ein Préfix.

Nun setzt man B =Vz: (P)3Jy: (o A (f(z) vV =f(y))), dann ist wegen der
Beweisbarkeit von Yz : Jy : (f(z) V = f(y)) und Hilfssatz 4 auch (P)a < B
beweisbar.

B ist aber ein Element von R, also entweder widerlegbar oder erfiillbar. Ist
aber B erfiillbar, so auch (P)a und damit auch 3x : «, also auch « nach
dem gerade gezeigten. Ebenso gilt dies fiir die Widerlegbarkeit. Also ist «

entweder widerlegbar oder erfiillbar. [J

Nun ist es Ziel, zu zeigen, dass jede R-Formel entweder erfiillbar oder

widerlegbar ist. Dazu zuniichst folgende Definition?":

46ygl. Godel, 1930, S. 353
47ygl. ebd., S. 352
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Definition. Man sagt, der Grad einer R-Formel ist die Anzahl der durch
einen Existenzquantor getrennten Ansammlungen von mindestens einem All-

quantor des Prifixes der Formel.

Nun beweist man

Satz 2.%8 Jede Formel ersten Grades ist entweder erfiillbar oder widerlegbar.

Beweis." Zunichst seien einige Abkiirzungen und Schreibweisen gege-
ben. Es sei Vx : Jy : a(x,y) eine beliebige Formel ersten Grades, sie wird in
Folge mit (G)a abgekiirzt. AuBerdem sei x ein r-Tupel und y ein s-Tupel von
Variablen.

Nun ordne man die r-Tupel, die aus der Folge =1, x9, x3, ..., z;, ... aufgebaut
sind, in eine Folge der Form

r1 = (2o, To, .., To), T2 = (X1, To, ..., To), T3 = (X0, T1, To, ..., Tg ), und so weiter,
die nach steigender Indexsumme geordnet ist. Dann definiert man eine Folge
(), aus von (G)a abgeleiteten Formeln wie folgt:

(@) = a(ry, z1, 29, ..., Tg)

(@) = a(ry, Toi1, Tsta, 25 ) A ()1

(@)

&)y = (rn7 (n 1)s+17$(n71)s+27"'7l‘ns) A (a)n—l

Das s-Tupel, welches die x; mit Index (n—1)s+1 < i < ns darstellt wird
mit y,, identifiziert, sodass
(@)n = a(rn, yn) A (@)n—1
Weiters sei (G,,)(a), = 3xo : g : Frg 1 ... Twps ¢ (@)
Es werden also alle in («), vorkommenden Variablen durch das Prifix (G,,)
gebunden. Aufserdem sieht man, dass die in 7,,; vorkommenden Variablen
schon in (G,) vorkommen und damit auch von den Variablen in y, . ver-
schieden sind. In weiterer Folge wird das, was iibrigbleibt, wenn man aus
(G,) die Variablen entfernt, die in r,; enthalten sind, mit (G’)) bezeichnet

werden.

Byel. Godel, 1930, S. 353
9yel. ebd., S. 353-356

22



Fiir den weiteren Beweis von Satz 2 bendtigt man zunéchst die Tatsache

(G)a = (Gn)(@)n (5.1)

Man beweist durch Induktion:
Induktionsanfang: Zunéchst ist (G)a = Vo @ Jy : alzr,y) — Vry : Ty -
a(r1,y1) nach Hilfssatz 3 und D 4. Dann folgt mit Hilfssatz la Vry : Jy; :
a(ri,yr) — Jry 0 Jyr - alr, ) = (Gh)(a)r, womit der Induktionsanfang
abgeschlossen ist.
Induktionsschritt: Es soll (G)a A (G,)(a)n — (Gni1)(@)ni1 bewiesen wer-
den.
Zunachst ist

(Gn)(@)n = Trnga = (G) (@) (5.2)

nach Hilfssatz 2. Aufserdem gilt
(G)CY =V : Ely : a<x7y) - v7ﬁn+1 : ElynJrl : a<rn+17 ynJrl) (53)

nach Hilfssatz 3 und D4.
Setzt man nun in Hilfssatz 1b fiir f(x) die Formel 3r, 1 : (741, Yns1) ein

und (G!)(«a), fiir g(z), so erhdlt man

Vg1 Wit 2 Q(Pnrt, Yngr) A Irngr 0 (GL)(@)n = Irngs 0 (Fynar 2 @(Tng1s Yngr) A (GL)(@)n)

(5.4)

Nun ist das Vorderglied der Implikation in (5.4) gerade die Konjunktion der
Hinterglieder in (5.2) und (5.3). Es folgt also, dass beweisbar ist

(@)a A (Ga)(@)n = Fruss : Gynsr : al@nss,gst) A (Go)(@))  (5.5)

Weiters folgt aus der Definition der (o), und nach schrittweisem Anwen-
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den der Hilfssétze 4, 6 und 2 die Beweisbarkeit von

Frngr s (Fynsr 2 alrngr, Ynar) A (G)(@)n) < (Grir) (@i (5.6)

Und aus (5.5) und (5.6) folgt der Induktionsschritt wie oben beschrieben.
Nun kénnen in der Formel a Funktionsvariable der Form ¢, g2, g3, ... oder
Aussagenvariablen C7, Cs, Cs, ... vorkommen. Weiters findet man Individu-
envariablen z,y, x,,.... Dann ist auch («), aus diesen aufgebaut, mit Hilfe
der logischen Signatur.

Nun ordnet man jedem («), eine Aussageformel zu, ndmlich B,. Dies ge-
schieht, indem man die oben genannten Grundbestandteilen durch Aussage-
variablen ersetzt, und dabei immer verschiedene Zeichen (selbst wenn nur
andere Individuenvariablen, d.h. z,x,,... vorkommen) durch verschiedene
Aussagenvariablen ersetzt. Nun definiert man ein von Gédel® als , Erfiillungs-
system n-ter Stufe” bezeichnetes System in den Ganzen Zahlen, 0 < z < ns,
von Funktionen fi, fo, ... und von Wahrheitswerten fiir die Aussagenvariablen
X1, Xo, ..., diese Wahrheitswerte seien wy, ws, .... Das Erfiillungssystem muss
der Forderung geniigen, dass die Formel B,, wahr wird, sofern man die X;
durch das entsprechende w; ersetzt, die g; durch die f; sowie die x; durch die
ganze Zahl 1.

B,, ist nun aber eine Aussageformel und damit nach Hilfssatz 7 entweder
widerlegbar oder erfiillbar. Es gibt nun zwei mogliche Félle:

1. Es ist mindestens ein B,, widerlegbar. Dann ist aber auch das entsprechen-
de (G)(«), widerlegbhar, wie aus D2, D3 und Hilfssatz 1¢ folgt. Da auferdem
gilt, dass (G)a — (G,) (@), folgt, dass auch (G)a widerlgbar ist.

2. Keines der B,, ist widerlegbar, d.h. alle sind erfiillbar. Es existieren also
Erfiillungssysteme fiir alle Stufen. Da nun jedes Erfiillungssystem endlich ist
(denn die Grundbestandteile von («), sind ja endlich), sowie ein Erfiillungs-
system der Stufe n + 1 ein Erfiillungssystem der Stufe n als Teil enthélt (es
sei dieser Begriff intuitiv verwendet mit dem Hinweis auf die Definition der

()n), so kann man eine Folge von Erfiillungssystemen finden. Diese Folge,

50vel. Godel, 1930, S. 355
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mit (E), als Erfiillungssystem n-ter Stufe hat die Eigenschaft, dass ein Fol-
genglied (E),; die Folgenglieder (E); mit 1 < ¢ < n als Teil enthélt; anders
gesagt, dass jedes Folgenglied das vorherige als Teil enthélt.

Nun definiert man in den natiirlichen Zahlen ein System S = {j1, jo, ..., Jp; k1, k2, ..., ki }
durch:

1. Es gilt j;(ai,as, ..., ay,) nur dann, wenn fiir mindestens ein (F),, gilt, dass
fir die f; von (E), gilt fi(a1, ..., am).

2. Es gilt fiir mindestens ein (E);, dass k; = w; mit den w; aus (F); und
1<t <.

Insgesamt erhélt man also ein Erfiillungssystem fiir (G)a, denn setzt man
nun die j; fiir die g; in (G)a ein und macht dasselbe mit den &, so ist (G)«
sicher wahr, denn man erhilt alle Einsetzungen von a,, fiir die die f; zuvor die
(), wahr gemacht haben und damit auch eine Erfiillung von « darstellten.
Weiters erhélt man alle w; fiir die die eben genannten Eigenschaften gelten.
Auferdem lasst sich einfach feststellen: Da alle B, erfiillbar sind, so auch alle
(). Diese sind aber nichts anderes als die Konjugation der Formel « mit
verschiedenen Einsetzungen der Individuenvariablen. Da nun alle («),, erfiill-
bar sind, und damit auch fiir alle méglichen Kombinationen der r-Tupel gilt,
dass ein s-Tupel existiert mit «(r, s), denn genau dass war ja die Definition
der (), so folgt, dass gilt Vz, : Jy, : a(z,,ys), die Formel (G)a, die damit

klarerweise erfiillbar ist. [J

Satz 3.5 Ist jede R-Formel vom Grad k entweder widerlegbar oder er-
fillbar, so ist auch jede R-Formel vom Grad k+1 entweder widerlegbar oder

erfillbar.

Beweis. Es sei (H)y eine R-Formel vom Grad k+1 und (H) = Vz, :
Yy : (J) sowie (J) = Vzi : Ju; : (R) mit (J) vom Grad k und (R) vom Grad
k — 1. In weiterer Folge stehe Vx, y, 2 fiir Vo : Vy : V2 und entsprechendes fiir
d. Es bezeichne f eine in v nicht vorhandene Funktionsvariable.

Nun setzt man:
T =V, : 3y, (@, Yn) AN VEu, Ym : (f(T0,Ym) = (J)7)
Slygl. Godel, 1930, S. 352 f.
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sowie
S =V, Ty Yms 2 0 Tt 2 (R)(F(2, y0) AN (f(@n, Ym) = 7))

Man erhélt nun nach doppelter Anwendung von Hilfssatz 4 sowie Hilfs-
satz 6 die Aquivalenz
T < S und weiters gilt
T — (H)y.
Die Formel S hat Grad k, ist also nach Annahme entweder erfiillbar oder
widerlegbar. Ist S erfiillbar, so auch 7" und damit auch (H)y. Ist aber S
widerlegbar, so ist 1" widerlegbar, also =" beweisbar.
Man setzt nun in =7 fiir f (J)7y ein, sodass folgender Ausdruck beweisbar
wird:
=V, 2 3y, ()Y A Yo,y ()Y = (J)y)
Damit ist auch der vordere Teil der Konjugation beweisbar, ndmlich —Vz/, :
Jy!, . (J)v, also ist auch (H )~y widerlegbar. [J

5.4 Die Vollstandigkeit

Da nun aus den Sitzen 2 und 3 quasi induktiv folgt, dass jede Formel aus
R entweder widerleghbar oder beweisbar ist, gilt dies auch fiir alle Formeln
gemaf Satz 1. Nun zeigt man, dass dies schon die Vollstdandigkeit des Axio-
mensystems bedeutet.

Zunichst formuliert man den Vollstandigkeitssatz Kurt Godels:

Satz 452, Vollstindigkeitssatz. Jede allgemeingiiltige Formel des Azio-

mensystems @} ist beweisbar.

Beweis. Der Beweis wird gefiihrt, indem man auf eine dquivalente For-

mulierung verweist, ndmlich:

2vgl. Godel, 1930, S. 350
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Satz 4b. Vollstindigkeitssatz®®. Jede Formel des Aziomensystems @

st entweder widerlegbar oder erfillbar.

Offensichtlich ist Satz 4b bereits bewiesen. Die Aquivalenz folgt so:

Aus Satz 4b folgt Satz 4: Sei « eine allgemeingiiltige Formel, dann ist —«
nicht erfiillbar, also nach Satz 4b widerlegbar, was heiftt, dass -—a = a be-
weisbar ist.

Aus Satz 4 folgt Satz 4b: Sei « eine Formel. Ist o beweisbar, das heifst all-
gemeingiiltig, so ist « sicher erfiillbar, aber nicht widerlegbar, sonst wire ja
=« beweisbar. Damit ist aber —a durch o widerlegbar und nicht erfiillbar. [J
Damit ist also die Gleichheit von Allgemeingiiltigkeit und Beweisbarkeit ge-
zeigt. GOdel bewies diesen Satz in seiner Dissertation, es war sein erster ma-
thematischer Erfolg. G&del war damals gerade erst 23 Jahre alt und brauchte
in der veroffentlichten Arbeit gerade einmal 8 Seiten fiir den eben dargestell-

ten Beweis.

53yg]. Godel, 1930, S. 351

27



Kapitel 6

Der erste und zweite Godel “sche

Unvollstandigkeitssatz

6.1 Allgemeines

In diesem Teil des Textes wird eine méglichst genaue Skizze des Beweises zur
Unentscheidbarkeit formaler Systeme gegeben. Dabei ist eine enge Orientie-

4 aber es findet sich auch

rung am Beweis von Gddels Original vorhanden®
ein moderner Beweis am Ende dieses Abschnittes. Zunédchst miissen aber
grundlegende Begriffe definiert und fundamentale logische Sitze, die fiir das
Verstdndnis des Beweises notwendig sind, angegeben werden. Teilweise wer-
den die Satze auch bewiesen oder ein kurzer Gedankengang durch den Beweis

gegeben, teilweise miissen Sétze naiv verwendet werden.

6.2 Das verwendete System

Wenn im folgenden von einem System die Rede ist, dann wird es sich immer

um das folgend beschriebene handeln>®

4ygl. Godel, 1931, S. 176-191
%5vgl. Biilow, 1992, S. 10-14
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Es bezeichne N die Nachfolgefunktion, definiert durch:
N(z)=xz+1

Subst(x,v,a) ist jene Formel, die dadurch entsteht, dass man in z alle v
(wobei v eine Variable darstellt) durch a ersetzt. Dabei muss a natiirlich
vom selben Typ sein wie v. Der Typ bezeichnet dabei, ob es sich bei v um
natiirliche Zahlen bzw. Individuen (1. Typ), eine Klasse von Individuen (2.
Typ) oder etwa eine Variable hoheren Typs handelt®®. Es handelt sich bei

Subst(z,v,a) also um die Substitution von v durch a in x.

Der Beweis baut auf das System der Principa Mathematica auf, im Fol-
genden mit PA bezeichnet.
Dieses wird mit den Peano “schen Aziomen kombiniert, das entstandene Sys-
tem bezeichne man mit P. In diesem System sind die natiirlichen Zahlen als
Individuen dargestellt, die in Formeln oder dhnlichem durch Variable repré-

sentiert werden.

6.2.1 Zeichen

Die Grundzeichen des Systems sind:

1. Logische Zeichen: = (nicht), — (impliziert), V (fiir alle), 0 (Null)
Die iibrigen logischen Zeichen seien definiert durch®”
aAp:=-(a— —p)
aV p:=-(-aA-p)
aefi=(a—=>0)N B —aq)

Jr = —-Vr: -
2. Variable: x,y, z (gehen aus dem Kontext eindeutig hervor)

3. Hilfszeichen: (, ), : (gilt)

56vel. Godel, 1931, S. 176
ygl. Biilow, 1992, S. 12
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6.2.2 Die Axiome

Die Axiome des Systems P sind dargestellt durch die folgenden Axiomen-

schemata®®

Aussagenlogische Axiome
Al: a A B — «a stellt ex quolibet verum dar
A2: (¢ — (B = vy) A B) = (o — ) dhnlich des Modus-Ponens
A3: aAN—a — [ ex falso qoud liberet
Ad: (aV-a— p) =

Quantorenlogische Axiome
Ql: Vz : a — Subst(a,x,a) (hier muss natiirlich x vom selben Typ
sein wie a)

Q2: Vx : (a = B) = (o — Vz : §) (wenn z in « nicht frei vorkommt)

Identitétslogische Axiome (R als Relation; f als Funktion)
[l:z=x
Rix=yANrx=2z—>y==2
I3: v = y A Subst(Ry(hi, he, ..., h), hyj, ) = Subst(Rg(hi, he, ..., hi), by, y)
4: x =y — Subst(fi(k1, ko, ..., ki), kj, x) = Subst(fi(ki, k2, ..., ki), kj,y)

Peano-Axiome der Arithmetik

Pl: x+1+#0
P2:x+1=y+1—z=y
P3z+0=x
Phiz+(y+1)=(x+y)+1
P5:2-0=0

P6:z-(y+1)=x-y+x
P7: Subst(a, x,0) AVz : (a — Subst(a,x,x + 1)) — «a (Induktion)

58yvgl. von Biilow, 1992, S. 12-14
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6.2.3 Die logischen Regeln

Natiirlich gibt es im System P auch logische Regeln, allerdings reichen hier-

von zwei aus, nimlich der Modus Ponens und die Generalisierungsregel®.

Modus Ponens: M\QT;)/B

Generalisierungsregel: o
Voo

Hier sind die Darstellungen nicht als Bruch zu lesen, sondern als logische Re-
geln des Ableitens. Der Strich, der als ,Bruchstrich® gedeutet werden konnte,
ist vielmehr die Trennlinie zwischen der Pramisse (Vorgabe) und der daraus
folgenden Konklusion (Folgerung). So besagt der Modus Ponens etwa, dass

wenn man wei, dass o und o — f3 giiltig sind, klarerweise auch 3 gilt®°.

6.3 Godelisierung

In diesem Abschnitt wird den Grundzeichen des Systems P in eindeutiger
Weise jeweils eine natiirliche Zahl zugewiesen. Dadurch lassen sich Zeichen-
folgen als Folge natiirlicher Zahlen angeben, dass heifst Zeichenfolgen kénnen
im System, denn man betrachtet das System der Arithmetik, formuliert und
untersucht werden®!.

Sei eine Klasse oder Relation R(x1, s, ..., z,) gegeben, die zwischen Grund-
zeichen oder Reihen von solchen existiert. Dann ordnet man dieser die Klasse
oder Relation zwischen natiirlichen Zahlen N(nq,no,...,n,) zu, fiir die gilt:
N(ni,ng, ... ,ny) <> Iz, 29, ..., 2,) 10y = [2;](@ € [1;n]) A R(xy, 29, ..., 2p)
Dadurch lassen sich Klassen und Relationen von natiirlichen Zahlen definie-

ren, die metamathematischen Ausdriicken wie etwa beweisbare Formel ent-

59vel. Biilow, 1992, S. 14
80vgl. Rautenberg, 2008, S. 18
6lygl. Godel, 1931, S. 175
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sprechen®?. Dies wird dann auch dazu fiihren, dass der unentscheidbare Satz
hergeleitet werden kann. Nun aber zur Zuordnung, wobei ¢ immer fiir ein
Grundzeichen und [¢| immer fiir dessen Gddelnummer, also die zugeordnete

Nummer steht.

[0 =1[[=1=3[[=1=5[[VI=7][(T=9]T)]=11
[[NT=13]

Den Variablen ordnet man die Zahlen p™ zu, wobei p > 13 eine Primzahl
ist und n der Typ der Variable.
Man kann nun also Reihen von natiirlichen Zahlen bilden, die fiir Reihen
von Grundzeichen stehen, diese sozusagen ,codieren“. Nun bildet man diese
Reihen folgendermafen auf die natiirlichen Zahlen ab:
Sei die Reihe von codierten Grundzeichen a = ny, ng, ng, ..., n; gegeben. Nun

bildet man die Gddelnummer dieser Reihe von natiirlichen Zahlen:

[a] =pi" - py® - py® - .- pp¥

Dabei steht p jeweils fiir eine Primzahl, die Indizes geben die ,Nummer*

der Primzahl an. So ist etwa p; = 2, po = 3, ps = 11 usw%,.

6.4 Rekursionstheorie

In diesem Abschnitt werden rekursive Funktionen behandelt. Dies mag auf
den ersten Blick nichts mit dem System P zu tun haben, es wird sich aber
herausstellen, dass rekursive Funktionen eine wichtige Rolle bei der Angabe
von Klassen natiirlicher Zahlen spielen, die metasprachliche Ausdriicke dar-

stellen.

6201, Godel, 1931, S. 179
63yvgl. ebd., S. 179
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6.4.1 Rekursivitat und Berechenbarkeit

Eine n-stellige Funktion f € F),, wobei F,, die Menge aller n-stelligen Funk-

tionen darstellt, deren Definitionsbereich und Werte natiirliche Zahlen bezie-

hungsweise n-Tupel solcher sind, heift nach Gddel®* eine zahlentheoretische

Funktion.

Dabei ist eine solche Funktion berechenbar, wenn man einen Algorithmus

angeben kann, der bei der Eingabe von a,, € N” den Wert f(a,) in endlich

vielen Schritten berechnet®. So ist etwa die Funktion h(z) = z® im ein-

fachsten Sinne berechenbar. Diese Funktionen haben nun offensichtlich die

folgenden Eigenschaften (nach Rautenberg®)

Oc

: Wenn f € Fj, und 71, o, J3, - - ., jx € F), berechenbar sind, dann auch
h = f(j17j27.j37 o 7]k)

Dies ist intuitiv klar, denn wenn ein Computer einen Algorithmus hat,
der fiir jede Einsetzung a; € N den Wert von f(ax) berechnet, so
berechnet er auch h. Dies setzt natiirlich voraus, dass ji, js, ..., Jr be-

rechenbar sind, was auch der Fall ist.

: Wenn zwei Funktionen j € F,, und k € F},.5 berechenbar sind, so ist
dies auch h € F},, . Die Funktion h ist dabei bestimmt durch:

h(z,0) = j(z) und h(x,N(a)) = k(x,a,h(x,a)) wobei x € N" und
N(a) wie gehabt die Nachfolgefunktion.

Auch dies ist nach einer kurzen Uberlegung klar, denn k(x, a, h(x, a))
lasst sich darstellen als

k(x,a,h(x,N(a—1)) = k(z,a,k(z,a — 1,h(x,a — 1)))

=k(z,a,k(x,a —1,h(z, N(a — 2))))

=k(x,a,k(z,a—1,k(x,a—2,k(x,a—3, ... k(z,a—(a—1),k(z,0,j(x)))))...

64yol. Godel, 1931, S. 179
65ygl. Rautenberg, 2008, S. 169
66ygl. chd., S. 169
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Die Funktion h(z, N(a)) lasst sich also auf eine k-Funktion zuriickfiih-
ren, die sich selbst @ mal enthélt und einmal die Funktion j. Da beide

berechenbar sind, kann h(z, N(a)) berechnet werden.

Oc : Wenn h € F,, ;1 berechenbar ist und gilt Vz3b : h(z,b) = 0, ist auch ¢
berechenbar. Wobei g(x) = eb[h(z,b) = 0] und ex[f(z)] die Bedeutung
wdas kleinste z fiir das f(z) gilt* hat.

Diese drei Punkte heifsen im Folgenden Erzeugungsoperationen, die zum

Erzeugen neuer rekursiver Funktionen niitzlich sind.

Wichtig sind weiters die von Rautenberg als Anfangsfunktionen bezeichneten

Funktionen®”:

e die Konstante 0

e die Nachfolgefunktion N, wie oben definiert

e die Projektionsfunktion I' : © +— x, wobei x € N"

Definition: Eine Funktion f ist rekursiv, wenn sie sich mit den FErzeu-

gunsoperationen aus den Anfangsfunktionen erzeugen lisst.%®

6.4.2 Einige rekursive Funktionen

Nun werden einige rekursive Funktionen definiert, die bestimmte metama-
thematische Ausdriicke darstellen. Diese Funktionen miissen allerdings naiv
als rekursiv hingenommen werden, denn die Beweise zur Rekursivitit dieser
waren umstindlich und wiirden viele neue Begriffe und Definitionen erfor-

dern®. Bei Godel™ sind es insgesamt 45 rekursive Funktionen, die ausgehend

7ygl. Rautenberg, 2008, S. 169
68yvgl. ebd., S. 169

89vgl. ebd. S. 178-181

"0vgl. Godel, 1931, S. 182-186
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von gewissen offensichtlich rekursiven Funktionen, etwa = + y oder x -y, mit-
tels vorher definierter Verfahren zur Erzeugung von rekursiven Funktionen,
erzeugt werden. Diese Verfahren zur Erzeugung rekursiver Funktionen unter-
scheiden sich nicht grundlegend von den hier angegebenen, sind aber etwas
von diesen zu unterscheiden™. Hier wurden die Erzeungsoperationen anders
gewahlt um einen Beweis des spéter folgenden Reprasentierbarkeitssatzes ein-
facher und korrekter geben zu kénnen.

Die einzige Funktion, die hier nicht genau definiert wird, denn dies wiirde die
Einfiihrung von einigen neuen Funktionen verlangen™, wire sehr aufwendig
und nicht unbedingt nétig um die wichtigsten Funktionen der Folgenden zu
verstehen, ist A(x). A(z) hat die Bedeutung z ist ein Aziom des Systems
P oder durch Finsetzung in die Axiomenschemen des Systems P entstehend.
Intuitiv ist = eben einfach ein Axiom oder aus den Axiomenschemen entste-

hend, dies sei definiert als:

Alz)=z € Ap
dabei steht Ap eben fiir alle Axiome von P beziehungsweise alle aus Einset-

zung in die Axiomenschemen von P entstehenden Formeln.

Nun aber zu den wichtigsten Funktionen, deren metamathematische Be-

deutung in Kursivschrift angegeben ist™.

l.iotely=3z:2<y N y=z2-x
x teilt y

2. : Prim(z)=(—3z:[z<ax A z#1 A zteilz]) N z>1

z 1st eine Primzahl

Tygl. Godel, 1931, S. 180
"2ygl. Biilow, 1992, S. 17-21
"vgl. Godel, 1931, S. 182-186
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.1 0Primx =0
(n+ 1)Primz =ez[z <ax A Prim(z) A zteilt N z > nPrimz]

nPrimax ist die n-te Primzahl in x

. :nGr =ez[z <z A (nPrimz)Vteilr A —{(nPrimz)? teilz}]
nGz ist das n-te Glied der Zahlenreihe die der Godelzahl © zugeordnet

wurde

: L(x)=ez[z<ax A zPrimx >0 A (z+ 1)Primz = 0]
L(z) ist die Linge der Zahlenreihe, die x zugeordnet wurde, dabei be-
deutet (z+1)Prima = 0, dass z + 1 nicht mehr in x enthalten ist, also

grofer ist als die grofste in x vorkommende Primzahl

o 0l=1
m+1D)!=n+1)n
Fakultat

.2 Pr(0)=0

Prin+1)=ez[z < Pr(n)!+1 A Prim(z) A z> Pr(n)]
Pr(n) ist die, der Gréfle nach geordnet, n-te Primzahl

caxb=ez[z < {Pr(L(a) + L))} A (Vo : 2 < L(a) = nGa =
nGz) A (Vz:0<az < L(b) — (x+ L(b))Gz = xGb]
Die Funktion a * b ist dquivalent zum Aneinanderreihen von zwei Zah-

lenrethen

.t Num(x) = 2*

1st die nur aus x bestehende Zahlenreihe
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

VT, =(3Fz:13<z<xz A Prim(z) N x=2") A n#0

x 15t eine Variable n-ten Typs

Var(z)=3z:2<z AN 2VT,

x st eine Variable

: Neg(z) = Num(3) x Num(9) * z x Num(11)

Neg(z) ist die Negation, die Verneinung von x

c xImpy = Num(9) * 2« Num(11) * Num(5) * Num(9) * y x Num(11)

x impliziert y

: xKony = Neg(xImpl[Neg(y)])

xKony ist die Konjugation von x und y

: *Disy = Neg([Neg(x)|Kon[Neg(y)])

xDisy st die Disjunktion von x und y

cxFlgt(y,z) =y = zImple V z = yImple V (Fv : v <z A Var(v) A (x =
Yoy V x=VYv:z))
x folgt aus y und z

: Bew(x) =Vz : (0 < z < L(z) - A(nGzx) V [Ja,b : 0 < a,b <
n A nGxFlgt(aGx,bGz]) N L(x) >0

x ist eine endliche Folge von Formeln, die entweder ein Axiom sind
oder aus zwei vorhergehenden folgen; x ist damit ein Beweis oder nach

Gaodel eine Beweisfiqgur
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18. : zBewy = Bew(x) N (Ljz])Gz =y

x st ein Beweis fiir y

19. : Bwb(z) = 3z : zBewx

z 18t eine beweisbare Formel

Mit Ausnahme von Bwb(z) sind alle Funktionen rekursiv. Man konnte die
Rekursivitat der fiir die weiteren Betrachtungen wichtigen Funktionen, al-
so vor allem von xBewy zwar auch mahematisch beweisen, aber dies wire,
wie bereits angesprochen, zu aufwendig. Allerdings sieht man durch die oben
geschriebenen Funktionen sehr schon, dass viele Funktionen andere, meist
einfachere enthalten. Dies ist im Grunde auch das Prinzip hinter der Rekur-

sivitat, man gibt  riickbeziigliche* Definitionen.

6.5 Reprisentierbarkeit rekursiver Funktionen

Hier werden die letzten Begriffe und Sdtze erklart beziehungsweise angege-
ben, die zum Beweis der Existenz des unentscheidbaren Satzes gebraucht
werden. Doch zunéchst noch kurz einige wichtige Begriffe, die fiir diesen Teil

unabdingbar sind.

6.5.1 Pradikate und Pradikatenlogik

In der Folge wird haufig von Prédikaten die Rede sein. Ein Pradikat ist
dabei eine Aussage mit freien Variablen. Die Deutung der Eigenschaften die-
ser Aussagen ist das Gebiet der Pradikatenlogik. Dabei werden auch zumeist
Quantoren eingesetzt. Im Grunde ist ein Pradikat das, was oben mit metama-
thematische Bedeutung bezeichnet wurde. Damit ist jede rekursive Funktion
im obigen Sinn auch ein Pridikat™. In der originalen Publikation Kurt Gé-
dels findet sich das Wort ,,Pridikat” nicht™. Auch dort wurde der Begriff der

Tygl. Rautenberg, 2008, S. 190
T5yel. Godel, 1931, S. 173-198
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metamathematischen Bedeutung gewéhlt, was hier iibernommen wurde, weil

es intuitiv leichter fassbar ist als der Begriff des Prddikats.

6.5.2 Reprisentierbarkeit von Pradikaten

Nun versucht man, die Pridikate, die in der Arithmetik dank der Godelisie-
rung formulierbar sind, in dieser zu formalisieren’®. Man ordnet ihnen also die
Eigenschaft des Reprdsentierens zu, woraus sich der Reprasentierbarkeitssatz
und in weiterer Folge der Beweis des ersten Godel “schen Unvollstandigkeits-
satzes ergeben wird. Dabei richtet sich dieser Abschnitt nach Rautenberg, ist
allerdings vereinfacht und hier in dieser Form ohne Anspruch auf vollkom-
mene Korrektheit™ .

Dafiir werden folgende Folgerungseigenschaften natiirlicher Zahlen n, m be-
nétigt. Bei Rautenberg sind es mehr Figenschaften, doch werden diese nicht
unbedingt benodtigt™. Das Zeichen F bedeutet dabei, dass das dahinter Fol-
gende aus P ableitbar ist. Das Zeichen a bedeutet dabei N¢(0), also die
Nachfolgefunktion a mal vor die Zahl 0 gesetzt.

Dabei stiitzt man sich auf das System P mit seinen Axiomen:
Fl:. Fm <n wennm<n
F2: x<nkFzxz=0V1V...Vn
F3: I—mfﬂwennmfn

Fi&: Fx<nvn<cz

F5: F N(z)+n=x+ N(n)

"6vgl. Biilow, 1992, S. 8
"ygl. Rautenberg, 2008, S. 182-188
"ygl. ebd. S. 183
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Die Beweise dazu seien kurz?:

F'1: Zunichst betrachtet man = m+n = m 4 n. Dies wird mit Metainduk-
tion bewiesen, dabei kann man die Metainduktion als ,normale Induktion®
in der Metatheorie verstehen®. Fiir n = 0 ist nach P2 - m 4+ 0 = m. Weil
m =m + 0 folgt Fm + 0 =m + 0. Aus der Induktionsannahme - m +n =
m+n folgt wegen P/ Fm+n+1=m+n+1=N(m+n)=m+ N(n)

was den Induktionsschritt beweist.

Nun gibt es wegen m < n sicher ein k£ mit £+ m = n. Also auch £ +m = n.
Nach dem oben bewiesenen gilt = £ + m = n und daraus folgt klarerweise
Fm <n. U]

F2: Fiir n = 0 muss © = 0 gelten, da, wenn dies nicht der Fall wire, ein
y existieren wiirde, fiir das gilt N(y) = 0, weil dann = < 0. Das ist aber nach
P1 nicht moglich. Mit der Induktionsbehauptung ist z # 0,2 < N(n) F x =

1VvVae=2---Vax=n+14iquivalent. Fiir den Induktionsschritt beginnt man
mit 0 <z < N(n) Fz = N(y) Ay < n. Dies ist klar, denn z = N(y) Ay <n

ist eine schwiichere Aussage als 0 < x < N(n) Nach der Induktionsannahme

git 0 <z < Nn)Fz=Ny) Ay=0Vv1Vv2V...Vn Daraus wiederum

folgt dann 0 <z < N(n) 2z =N(y) AN(y) =x=1V2V...V N(n), was

den Induktionsschritt beweist. [J

F3: Die Aussage m £ n impliziert, dass es ein k gibt, fiir das gilt k+n = m.
Daraus folgt (vgl. Beweis von F1) F k& + n = m woraus wiederum + m ﬁ n
folgt. OJ

F5: Fiir n = 0 ist es einfach - N(z) + 0 = N(z +0) = 4+ N(0) folgt nach
P4 (fiir y = 0 und einmal von rechts nach links gelesen). Aus der Annahme
FN(z)+n=x+N(n)folgt b N(z)+ N(n) = N(z+N(n)) = 2+ N(N(n))
nach P4. Das beweist - N(z) + N(n) = z + N(N(n)) und deshalb den In-
duktionsschritt. [

™vgl. Rautenberg, 2008, S. 183
80ygl. ebd. S. 183
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F4: Fiir n = 0 ist es klar, weil es nach P1 kein x gibt, fiir das gilt N(z) =0,
alsoF0<xz. Auchist n <2 F Jy: N(y) +n=aF N(n) <z nach F5. Aus
F2 ergibt sich t < nt x < N(n), da F2 fiir alle n. So folgt der Induktions-
schritt aus t <nVn<zkz<nVn<ztkzxz<N(n) VNHn) <z womit
der Induktionsschritt gezeigt ist. [

Nun wird eine Definition der Repréasentierbarkeit von Pradikaten gege-
81.

ben
Definition. Ein Priadikat P C N" heifst reprisentierbar in der Theorie

(im System) P, wenn es ein a = a(x) (wobei © € N") gibt, eine reprisentier-

bare Formel, sodass:

R*:P(a) = F ala) ; R~ :=P(a) = F —a(a)

Nun werden einige Lemmata nach Wolfgang Rautenberg gegeben und
auch bewiesen, die fiir den Beweis des Représentierbarkeitssatzes notwendig
sind. In der Folge bedeute x,, stehts x € N™.

Lemma 1. Es sei P C N"*! reprisentiert durch a(z,,y). Weiters sei z
keine freie Variable in a. Dann reprisentieren 3z <y : a(x,, z) und
Vz <vy:a(x,,z) die Pridikate Q und R mit

Q(an,b) <> Jc <b: Play,c) bzw. R(ay,b) <> Ye<b: Play,c)

Das selbe gilt, wenn < diberall durch < ersetzt wird®?.

Beweis Lemma 1. Zunéchst beweist man fiir Q R*. Es gelte Q(a,,b)
also P(ap,c) fiir ein ¢ < b. Nach F1 ist also - a(an,c) A ¢ < b. Es muss also
ein z geben, fiir das gilt a(a,, ). Somit folgt daraus, dass - 32 < b : a(ay, 2),
womit RT gezeigt ist.

Fir R~ gelte =Q(ay,b), weshalb auch + —a(a,,) fir alle i < b. Mit F2

8lygl. Rautenberg, 2008, S. 184
82ygl. ebd., . 187
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ergibt das 2 < bk 2=0V1V...VbF na(a,,z). Dies ist dquivalent mit
F Ve <b:-alay,z) = -3z < b afan, 2), womit R~ auch schon gezeigt
ist®3.

Nun beweist man fiir das Priadikat R. Man beginnt mit R, sei also R(ay, ¢).
Nun ist aber R(a,,c) <+ =3¢ < b: =P(a,,c)®. Es gibt also kein ¢ < b fiir das
—av(an, ¢) gilt. Es folgt also nach F3 - =a(a,, ¢) Ac £ b. Es existiert also kein
z £ b fiir das —a(ay, 2) gilt. Also - =32 < b: —a(a,, z) =Vz < b afan, 2),
womit R gezeigt ist.

Fiir R~ gelte = R(ay,b) also =P (ay,c) fiir ein ¢ < b. Deshalb - —a(a,, c) fiir
ein ¢ < b. Mit F2 ergibt sich daraus 2 <bkF 2z=0V1V...VblF —a(a,,2).
Daraus folgt klar - 32 < b : —a(a,, z) womit auch R~ gezeigt ist.

Der gegebene Beweis bleibt wortwortlich der gleiche wenn iiberall < durch
< ersetzt wird. [

Nun folgt eine Definition des Begriffs einer repriasentatierbaren Funktion
nach Godel .

Definition. Fine Funktion f € F, heifit eine reprisentierbare Funktion

in P, wenn es eine reprasentierende Formel o(x,,y) gibt und fir alle a,, € N

R = p(an, flan) 5 BT :olany) Fy = flan)

Im Folgenden bezeichne graph f immer die Abbildung, den ,Graphen* von

f. Nun folgt ein wichtiges Lemma8®

Lemma 2. (a) Sei P C N"" reprisentiert durch o(x,,y) und gelte
Va, : 3b : P(a,,b). Dann wird f : a, — €b[P(an,b)| reprisentiert durch
O(Tn,y) == a(Tn,y) ANV2 <y : —a(zy,2)

(b)f ist reprasentierbar, wenn graphf reprasentierbar ist.

83vgl. Rautenberg, 2008, S. 187
8ygl. ebd., S. 187
85vgl. ebd., S. 187
86ygl. ebd., S. 187
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Beweis Lemma 2. (a) Da nach Lemma 1 die Formel ¢(z,,y) das durch
sie definierte Pridikat reprisentiert (dieses ist offenbar graphf), bleibt der

der Beweis von

R™ oy, y) ANVz <y :—ofan, 2) Fy = flay)

Sei b := f(an). Dann ist b < y = 32 < y : a(an, 2), weil F a(a,,b). Da-
zu liefert eine Kontraposition =3z < y : a(an,2) = b £ y. Deshalb gilt
Vz <y:-ala,,z)Fb£y Nach F2gilt y <bkFy=1VvV2V...Vb—1.
Day < b= f(a,) und ¢ als Bedingung enthilt, dass Vz < y : —a(an, 2)
und y = f(a) ist, folgt nach R™, dass y < b F —a(a,,y). Deshalb gilt
alan,y) - ﬁl_). Also gilt a(a,, y)AVz <y : ~a(an, 2) Fy LN L yly =0
nach F4. Damit ist R~ und damit auch Lemma 2(a) bewiesen®”. [J

(b) Lemma 2(b) ist eine Anwendung von Lemma 2 (a) auf P = graphf. Dies

ist deshalb so, weil f(a) = eb[P(a,,b)]*. O

Lemma 3%. (a) Sei P € N* reprisentiert durch a(yy) und g; € F, fiir
i=1,2,...,k reprasentiert durch v;(zx,y;). Dann wird Q = P|g1, g2, - - -, Gi]
durch B(zy) = Jyr : a(ye) A yi(@e, y1) A vale, y2) Ao A (@n, yx) reprd-
sentiert. Sind die v; und P reprdsentierbar, dann auch das Pradikat Q.
(b)Mit h € F,, und ¢1,92,. . .,gm € F, ist auch f = h[g1,92,. . .gm] repri-

sentierbar.

Beweis Lemma 3.% (a) Sei b; := g;(ax), sodass nach R* gilt - ~;(ax, b;)
fir i = 1,. . .,k sowie by = (b1, ba,. . .,b) und by = (by,. . ., by). Fiir R
gelte Q(ay) also auch P(by), so ist sicher F «(by). Also auch nach dem oben
gezeigten = a(by) A y1(a1,b1),. . ., AMvi(ak, bi), was dquivalent ist zu = B(ay).
Falls aber ~Q(ay) also —P(by) gilt, so ist = —a(b;). Mit R~ von +; ergibt sich
dann daraus vi (g, ¥i) A - - A Ve(ar, ye) Eyr =0 AL Ay = b B oa(y).
Daher gilt auch = Yy, : [yi(ak, y1) Ao A wlar, yr) = —a(yw)] = —B(aw).
Damit ist auch R~ gezeigt.

87ygl. Rautenberg, 2008, S. 187f.
88vgl. ebd., S. 188
8ygl. ebd., S. 188
9ygl. ebd., S. 188
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Fiir die zusétzliche Behauptung seien o und ~; représentierbar, also auch f.
Wird P nun zugleich auch durch die Formel o/(z},) représentiert, so wird also
(vergleiche oben) @ durch die Formel Vyi : [v1(zg, y1) A v2 (@K, y2) A . o A
Ye(Tk, yp) — ' (yx)] reprisentiert.

(b) Es représentiere (xy, 2) die Funktion h. Dann kann man analog wie in (a)

zeigen, dass h[g1, g2, - - -, gm] durch Jyg = B(yr, 2) A1 (TR, Y1) Ao Ave(T, Yi)
repriasentiert wird. [

6.5.3 Der Reprasentierbarkeitssatz

Nun wird das grundlegende Ergebnis fiir den Beweis der Unvollstandigkeit
von P geliefert, und dies ist der Représentierbarkeitssatz, oder auch Repré-
sentationssatz.

Dafiir wird zunéchst aber noch eine Funktion gebraucht, die sogenannte (-
Funktion. Diese ist insofern sinnvoll, als dass ihre Werte mehr oder weniger
vorgegeben sind. Ist eine Zahlenreihe c¢q, ¢y, ¢, . . ., ¢, gegeben, so existiert ein
¢, fiir das die Funktion die Eigenschaft hat, dass 3(c,i) = ¢; fiir alle i < n'.
Es gibt zwar einige Funktionen, die im Stande sind dies zu leisten, etwa nGzx,
doch die Reprisentierbarkeit solcher Funktionen ist nur schwierig zu bewei-
sen®?. Nun wird die S-Funktion und ihre wichtigste Eigenschaft angegeben,
um mit deren Hilfe den Reprisentierbarkeitssatz zu beweisen.

Zunichst sei die Paarkodierung definiert als®

§(a,b) ==¢ck < (Ba+b+1)*[2k =2a+ (a+b)(a+b+1)]

Dies folgt daraus, dass §(a,b) =a+ (a+b)(a+b+1).
Die Paarkodierung bildet also N? auf N ab. ¢ ist dabei bijektiv, dass heift
es gilt §(ay) = 0(x2) — az = x9 und ¢ fiillt mit seinem Bild ganz N aus .

Die Paarkodierung ist durch 7(z,y,2) A Yu < z: —w(z,y, z) reprisentiert,

91vgl. Rautenberg, 2008, S. 189
92ygl. ebd., S. 189
9ygl. ebd., S. 172
9ygl. ebd., S. 172
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wobei 7 die Formel (x4 y) - N(z+y)+2 -2 =2 z ist.
Weil nun § bijektiv ist gibt es sicher Funktionen vy (z) und vy(x) fiir die gilt
§(v1(k),va(k)) = k fiir alle k9.

Weiters sei

ala,b,i) = rest(a, (1 + (1 +1)b))

dabeiist a(a,b,i) =k < Ic<a:a=c-(1+(14+)b)+k &k <14+ (1+14)b
Wobei rest(a,b) := amodb. Die Funktion « ist auferdem reprisentierbar,
denn sie definiert offenbar grapha und nach Lemma 2 (b) ist a somit repré-

sentierbar?®.

Nun definiert man die Funktion 8 wie folgt®”
B:(c,i) — alvi(c),ve(c), 1)
Man kann also fiir 8 eine reprisentierende Formel angeben, denn fiir 3 gilt:
Ble,i) =k <> Ja,b<c:0(a,b) =c& ala,b,i) =k

Man ben6tigt nun einen sehr alten Satz der Zahlentheorie, den Chine-
sischen Restsatz. Durch diesen wird man die Eigenschaft, die man von der

[-Funktion mochte, erkennen und diese ist dann auch nachweisbar.

Chinesischer Restsatz?. Sei ¢; < d; firi = 0,1,. . .,n und seien
do,dy, . . ., d, paarweise zueinander teilerfremd (das heifit sie besitzen keinen
gemeinsamen Primteiler). Dann existiert ein a € N mit rest(a,d;) = ¢; fir
1=0,1,.. . n.

Dieser Satz wird hier naiv verwendet, wer sich fiir einen Beweis durch Induk-
tion interessiert, sei auf Rautenberg, Seite 189 f. verwiesen.
Nun ist es aber auch hier moglich, die wichtigste Eigenschaft von £ zu for-

mulieren:

9vgl. Rautenberg, 2008, S. 189
%ygl. ebd., S. 189
9yvgl. ebd., S. 189
%ygl. ebd., S. 189
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Lemma 4%. Zu jedem k und jeder Folge co,ci,. . .,c, gibt es ein c fir
das gilt B(c,i) =¢; firi=0,1,.. . k.

Beweis Lemma 4'%. Man gibt die Werte a und b mit a(a, b, i) = ¢; an.
Dann ist die Behauptung erfiillt, weil wenn ¢ = é(a,b), dann 5(d(a,b),i) =
a(a,b,7). Nun sei m = maz(k, co, cy, . . ., cx). Weiters sei b = kgV (i+1]i < m)
also das kleinste gemeinsame Vielfache aller natiirlichen (natiirlich N ohne die
Null) Zahlen < i+1. Nun wird behauptet, dass alle Zahlen d; := 1+ (1+14)b >
c;(i < k) paarweise teilerfremd sind. Denn wére dies nicht der Fall, so gebe
es fiir d;, d; sicher einen Primteiler p fiir den p | d; — d; gilt, wobei ¢ < 57 < k.
Nun ist p|d; —d; = (j — )b, dass heifit es gilt p|j —¢ oder p|b. Da nun aber
wegen J —1 < k < m gilt 7 — i | b aufgrund der Definition von b. Also gilt
p | b auf jeden Fall. Nun gilt aber auch b |d; — 1 aufgrund der Definition von
d;, also auch p | d; — 1. Dies ist aber ein Wiederspruch zu p | d;, also ist die
Teilerfremdheit bestétigt. Nach dem Chinesischen Restsatz gibt es also ein a
mit rest(a,d;) = ¢; fiir i = 0,1,. . ., k, das heifst a(a,b,7) = ¢;. O

Nach diesen Vorbereitungen geht es nun an den Lohn all der miihseligen
Ausfiihrungen, an den Beweis des Reprisentierbarkeitssatzes. Der Satz wird
hier sowohl nach Rautenberg als auch nach Kurt Gdédel selbst gegeben wer-

den. Zunichst die moderne Variante nach Wolfgang Rautenberg!'®!:

Reprisentierbarkeitssatz. Jede rekursive Funktion f - und somit auch
jedes rekursive Prddikat P - ist im System P und damit in jeder Theorie
T D P reprisentierbar.

102 Um den Reprisentierbarkeits-

Beweis Reprisentierbarkeitssatz
satz zu beweisen reicht es schon aus, eine Formel anzugeben, die f repréi-

sentiert. Da alle rekursiven Funktionen aus den Anfangsfunktionen und den

9ygl. Rautenberg, 2008, S. 190
100yg]. ehd., S. 190
101yg]. ebd., S. 190
102y0]. ebd. S. 190
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Erzeugungsoperationen enstehen, reicht es fiir diese eine représentierende
Formel anzugeben.

Fiir die Anfangsfunktion 0 leistet dies vy = 0, fiir N leistet es die Formel
v1 = N(vp) und fiir I7* die Formel v, = v,.

Nun sei h = f(j1,72,. - -, Jx) fiir Oc und es seien a(yg, z) und v;(zx, y;) re-
préasentierende Formeln fiir f und j;. Nach Lemma 3 ist dann ¢(zy, 2) =
Fyk = Yk, 2) A1 (ko1 ) Ay2(Xk, y2) Ao AYk(ak, Y ) eine f repréisentierende
Formel.

Nun sei f = Op(g, k) und g un h seien beide reprisentierbar. Im Folgenden
sei mit [ stehts die oben definierte S-Funktion gemeint. Erklart man nun
das Pradikat P mit P(a,,b,c) <> 6(c,0) = g(a,) & Yv < b : (e, N(v)) =
h(an, v, 5(c,v)), dann ist P nach Lemma 1 und Lemma 3 représentierbar.

Nun ist P(a,,b,c) gleichwertig mit

(%) Ble i) = flan, i)

fiir alle 4 < b. Nun gibt es nach Lemma 4 ein ¢, dass zu gegebenen a,, b die
Gleichung (x) 16st, also gilt Va,,, b : 3¢ : P(ay, b, ¢). Deshalb ist fx : (a,,b) —
ec[P(a,b,c)] nach Lemma 2 repréisentierbar. Nun setzt man ¢ = b und erhélt
aus (%) dann S(f * (an,b),b) = f(an,b). Wie schon bei Oc gezeigt wurde ist
f nun als Komposition zweier repriasentierbarer Funktionen wieder reprisen-
tierbar.

Nun entstehe f durch Og, dass heifst f(a,) = €b[P(an,b)], mit P(a,,b) <
g(an,,b) = 0, wobei g repréasentierbar ist. Nach Lemma 2 ist f représentier-
bar. U
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Nun sei noch die Formulierung des Repréasentierbarkeitssatzes nach Kurt
Godel angefiihrt!%3, diese wird dann auch genutzt, um den Unvollstindig-

keitssatz zu beweisen.

»Zu jeder rekursiven Relation R (z;. . .z;,) gibt es es ein n-stelliges
Relationszeichen r (mit den freien Variablen uy, us, . . .uy,), so dak

fiir alle Zahlen-n-tupel (zy. . .z,) gilt:“

R(xy. . .x,) — Bwb(Subst(r, [uy,. . u,l, [z1,. . .2,]))  (6.1)
—R(xy,. .., x,) = Bwb(=Subst(r, [u1, . . .uy,),[x1,. . .x,])) (6.2)

(Gédel, 1931, S. 186)

Man beachte, dass die Notationen der Folgerungen nicht mit denen im
Original Godels iibereinstimmen, sondern in die hier gebrauchten Notationen

iibersetzt wurden.

6.6 Der erste Godel “sche Unvollstandigkeitssatz

Nach all diesen Vorbereitungen wird nun also der Unvollstdndigkeitssatz Kurt
Godels formuliert und bewiesen.

Doch ein letztes Mal muss allerdings eine Zwischenbetrachtung eingeschoben
werden und zwar die der w-Konsistenz beziehungsweise der w-Widerspruchsfreiheit.
Dabei sei im Folgenden mit Flg(P) die Folgerungsmenge von P bezeichnet,

das heifit die Menge der aus P ableitbaren Formeln'%*. Das System P heife

nun w-widerspruchsfrei, wenn gilt!%s:

—Ja: [Vn @ Subst(a,v,n) € Flg(P)] & [-Vv : a € Flg(P)]

103461 Godel, 1931, S. 186
104301, ebd., S. 187
10501, ebd. S. 187
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Dies sagt im Grunde nur aus, dass nicht abgeleitet werden kann, dass «
zwar fiir alle n gilt und gleichzeitig abgeleitet werden kann, dass a nicht fiir
alle v gilt. Denn dies wiirde einen Widerspruch im System erzeugen und die

Betrachtung eines widerspruchsvollen Systems wére hier schlieflich sinnlos.

Nun aber zum Ziel, dem Beweis von Kurt Gdédels erstem Unvollstin-
digkeitssatz. Hier wird der Beweis sehr nahe am Original gehalten!®®. Die
Formulierung ist auf das System P bezogen, denn dieses war Ziel der Be-
trachtungen. Von nun an stehe |« fiir a. Dies entspricht dem Gddelterm

von [a], also der Gédelzahl von «, allerdings in P.

Erster Gédel “scher Unvollstindigkeitssatz'’’. Zu jeder w-widerspruchsfreien
Theorie T O P gibt es eine Aussage «, so weder a noch —« aus P ableitbar

i1st. Das bedeutet v 1st unabhdngig, also unentscheitdbar in P und damait in T .

Beweis Erster Godel “scher Unvollstindigkeitssatz'%®. Zunichst ist
klar, dass gilt - v — Bwb(7). Nun definiert man die Relation
Q(z,y) = —xBew[Subst(y, 19, |y])] und erkennt, dass @ rekursiv ist, weil
xBewy und Subst(a, b, c) dies sind. Also liefert der Repréisentierbarkeitssatz
nach Godel, dass es ein ¢ gibt, sodass gilt:

-z Bew[Subst(y, 19, |y|)] = Bwb[Subst(q,17/19, |z]|/|y]] (6.3)

xBew[Subst(y, 19, |y])] — Bwb[-Subst(q,17/19, |x|/|y]] (6.4)

Hier steht Subst(q, 17/19,z/y) dafiir, dass in ¢ die zwei freien Variablen
17 und 19 durch z (fiir 17) und y (fiir 19) ersetzt werden. Also eine Substi-

tution von 2 Variablen.

106yl Godel, 1931, S. 187
107y¢]. Rautenberg, 2008, S. 195
10801, Godel, 1931, S. 187-189
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Nun setzt man p = V17 : ¢, wobei p eine Relation mit der freien Variable
19 ist. Weiters setzt man r = Subst(q, 19, |p|), und deshalb gilt:
Subst(p, 19, |p]) = Subst([V17 : ¢], 19, |p]) = V17 : Subst(q, 19, |p])
=VI17:r

Auferdem gilt:
Subst(q,17/19, |x|/|p|) = Subst(r, 17, |z])

Setzt man nun in (6.3) und (6.4) fiir y p ein, so entsteht:

—zBew[V17 : r] — Bwb|[Subst(r,17, |z])] (6.5)
xBew|V17 : r] — Bwb[~Subst(r,17, |z])] (6.6)

Nun ergibt sich hieraus, dass sowohl V17 : r als auch —V17 : r nicht in P
beweisbar ist.
Denn wire V17 : r beweisbar, so wiirde nach (6.6) gelten, dass die Negation
der Substitution von irgendeiner Variablen der Form 17 in r beweisbar wére.
Denn wenn V17 : r beweisbar ist, so gibt es ein n, sodass nBew|[V17 : r|. Das
wiirde allerdings gegen die w-Widerspruchsfreiheit von P verstoflen, somit ist
V17 : r nicht in P beweisbar. Es verstoft sogar gegen die Widerspruchsfreiheit
von P, denn mit V17 : r ist trivialerweise auch Subst(r, 17, |y]) beweisbar.
Auch —V17 : r ist nicht in P beweisbar. Denn wie eben gezeigt, ist V17 : r
nicht in P beweisbar, also gilt Vn : —-nBew|[V17 : r|. Daraus folgt nach (6.5)
dass Vn : Bwb[Subst(r,17, |n])] gilt. Dies stellt aber auch einen Wieder-

spruch zur w-Widerspruchsfreiheit von P.

Es gilt also, dass V17 : r in P nicht beweisbar ist, womit der Godel “sche

Unvollstdndigkeitssatz bewiesen ist. [
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6.6.1 Fixpunktlemma

In modernen Lehrbiichern iiber die mathematische Logik findet sich zumeist
auch das Fixpunktlemma, auch Fixpunktsatz genannt. Dies wird dann zu-
meist auch beim Beweis des Ersten Gddel “schen Unvollstindigkeitssatz an-
gewendet, weil dieser dadurch verkiirzt und vereinfacht wird. Hier soll nun
auch ein Beweis mit Hilfe des Fixpunktsatzes gegeben sein, auch wenn Kurt

Godel seinen Satz im Original nicht mit diesem Lemma bewiesen hat!%.

Eine Aussage 7y heift dabei ein Fixpunkt von a(x) in P, wenn F v <
a(|v]) gilt'?. Dabei ist die ,Bedeutung® beziehungsweise ,Aussage von ~y

in etwa , a trifft auf mich zu®, also v ist dann, und nur dann ableitbar, wenn
o)) git.

Fixpunktlemma'®'l.In P gibt es zu jedem o = a(z) ein v fiir das gilt:

v =a(ly])

Beweis Fixpunktlemma''?. Sei zunichst sb(a,c,z) eine Formel, die
Subst(a, b, ¢) représentiert. Dann gilt fiir alle Formeln ¢ = ¢(x) und alle n,
dass sb(|¢|,n,z) = x = |#(n)]. Setzt man noch n = [¢], also n = @], so
folgt
sb(16], 6], 2) = = = |6((6])).

Nun sei f(z) := Vy : sb(z, z,y) — Subst(a(z), x,y), so leistet v := B(|5])
das Verlangte.
Denn: v = Vy : sb(| 8], | 8], x) — Subst(a(x),x,y)
Weil nun y = |B(|£])] und wie aus der Definition von ~ ersichtlich folgt nun:

y=Vy:y=|y] = Subst(a(z),z,y) = a(|7]) O

109ye]. Godel, 1931, S. 187 - 189
10yel. Rautenberg, 2008, S. 194
Hlyel. ebd. S. 194
H2yel. ebd. S. 194
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Nun kann man den Goédel “schen Unvollstédndigkeitssatz auch mit Hilfe

des Fixpunktsatzes beweisen.

Beweis Erster Godel “scher Unvollstindigkeitssatz'!3. Es sei x Bewy
reprisentiert durch xbeweisty und folglich Bwb(x) reprasentiert durch bewbar(x) =
Jy : ybeweistx. Dann gilt (a) - ¢ — F bewbar(|(]). Nun sei v ein Fixpunkt
von —bewbar(z). Der Fixpunktsatz liefert nun (b) - v = —bewbar(|7y]).

Die Annahme v ergibt nach (a) F bewbar(|v]), allerdings = —bewbar(|v])
nach (b). Damit steht aber die Annahme F 7 im Widerspruch zur verausge-
setzten Konsistenz von P. Also }* 7.

Nun nehme man an, es gelte = —y. Nach (b) gilt also F bewbar(|v]), sodass
also gelten muss F Jy : ybeweist|vy|. Wie oben gezeigt gilt aber ¥ ~. Dies
impliziert = =3y : ybeweist|vy|. Dies widerspricht aber der ersten Folgerung
der Annahme - =, also muss ¥ — gelten.

Damit ist v aber unabhéngig und somit unentscheidbar in P. [J

Mit dem ersten Unvollstindigkeitssatz Godels ist also gezeigt, dass abso-
lut jede Theorie, die zumindest das oben besprochene System als Teil enthélt,
entweder widerspriichlich oder unvollstindig ist. Das heiftt man kann in jeder
mathematischen Theorie, die zumindest die Arithmetik, denn diese enthélt
das obige System beziehungsweise ist sogar weitgehend dquivalent, enthéalt
auch Satze beinhaltet, die unentscheidbar sind. Damit also auch und vor al-
lem die Mengenlehre, hier vor allem die axiomatische Mengenlehre, zu der
weiter unten sogar ein Beispiel eines unentscheidbaren Satzes angesprochen
wird. Auferdem ist der erste Unvollstéindigkeitssatz bereits eine negative
Antwort auf die Durchfiihrbarkeit des Hilbert “schen Programmes, zu dem
allerdings der zweite Unvollstdndigkeitssatz eine noch vernichtendere Ant-

wort gibt.

13ye]. Rautenberg, 2008, S. 195
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6.7 Zweiter Godel “scher Unvollstandigkeitssatz

Hier soll in aller Kiirze der zweite Unvollstindigkeitssatz Kurt Godels er-
lautert werden. Auch hier soll moglichst nahe an der originalen Version des
Satzes argumentiert werden. Fiir den Satz ben6tigt man nur noch minimale
Vorarbeit, es wird hier, wie bei Godel selbst, nicht streng bewiesen''*.
Zweiter G6delscher Unvollstindigkeitssatz''®. Das System P, das wi-
derspruchsfrei ist, kann seine eigene Widerspruchsfreiheit nicht beweisen.
Beweis. Um die Unbeweisbarkeit von V17 : r beim ersten Unvollstdndigkeits-
satz zu beweisen, wurde nur die Widerspruchsfreiheit von P, nicht die omega-
Widerspruchsfreiheit benutzt. Es gilt also, wenn man die Widerspruchsfrei-
heit von P mit Widfr(P) abkiirzt, dass

Widfr(P) — -Bwb(V17 : r)

und damit auch

Widfr(P) — Vx : mzBew[V1T7 : r].

Nach dem Beweis des ersten Unvollstiandigkeitssatzes ist aber nun
V17 :r = Subst(p, 19, |p|) folglich auch

Widfr(P) — Vx : mxBewSubst|(p, 19, |p])]

womit wiederum

Widfr(P) — Vx : Q(x, p) (6.7)

weil ja Q(z,p) = ~zBew[Subst(p, 19, |p])]-.

Da man Widfr(P) rekursiv definiert!, ist sie in P formulierbar, diese Formel
sei durch w fr(P) dargestellt. Nun wird nach (6.3) die Relation Q(z,y) durch
q ausgedriickt und dementsprechend die Relation Q(z,p) durch r, weil r nur

q mit eingesetzter Variable ist. In diese kénnte man noch etwas einsetzen,

L4yo] Godel, 1931, S. 196
115y0]. ehd., S. 196
116y0]. ehd., S. 196
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tut man dies, so ist die Ausdriickbarkeit von Q(z,p) durch r klar nach (6.3).

Wenn nun aber Q(z, p) durch r ausgedriickt wird, so auch Vz : Q(z, p) durch
V17 7.
Nach (2.7) folgt dann aber, dass

wfr(P) — V17 :r, (6.8)

also V17 : r beweisbar ware, was unmoglich ist. [
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Kapitel 7

Alan Turing und seine

Turingmaschine

7.1 Die Turingmaschine

Ein weiterer Meilenstein in der Geschichte der formalen Logik, der Berechen-
barkeitstheorie und vor allem der theoretischen Informatik darf die Arbeit
,On computable numbers, with an application to the Entscheidungsproblem*
vom britischen Mathematiker Alan Turing angesehen werden. In dieser Ar-
beit aus dem Jahr 1936 erklidrt Turing das Prinzip einer Maschine, heute
als ,,Turingmaschine® in der Informatik und formalen Logik bekannt, die als
die erste, zumeist als erste in weiten Kreisen der Mathematiker gelesene, Be-
schreibung jener Maschine angesehen werden kann, die heute als Computer
in nahezu jedem westlichen Haushalt zu finden ist.

Turing beginnt dabei mit der Beschreibung einer Maschine!'”, die mit einer
endlichen Menge an Zustdnden, den sogenannten ,m-configurations* &, und
einem Band, das man sich als Papier vorstellen kann und in ,sections” unter-
teilt ist, ausgestattet ist. Jede ,section”, die von an Késtchen genannt werden,
kann ein Symbol beherbergen. Das Band lauft durch die Maschine und somit
gibt es zu jedem Zeitpunkt genau ein Symbol, dass ,jin der Maschine® ist, das

als gescanntes Symbol oder ¢(z), wobei z fiir das ,,z—te Késtchen“ des Bandes

17yg]. Turing, 1936, S. 231
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steht. Man kann das Verhalten der Maschine nun durch das Paar (k,,<(x))
vorraussagen, da r, das Verhalten bestimmt, welches aber von ¢(z), dem
gescannten Symbol, abhéingt!!®. Das eben genannte Paar wird Konfiguration
der Maschine genannt. Die Maschine kann dabei nur folgende Befehle aus-
fiihren!'?:

,L¢, wobei das bedeutet, dass das Band nach rechts geriickt wird und die
Maschine damit das Késtchen links vom zuvor gescannten Késtchen scannt,
also ¢(z) > L — ¢(x — 1), wobei ¢(x) das gescannte Késtchen ist, >> L
bedeutet, dass der Befehl L ausgefiihrt wird, und — ¢(x — 1) bedeutet, dass
die Maschine iibergeht in eine Position, in der das Késtchen links vom ur-
spriinglichen Késtchen gescannt wird und zwar das direkt daneben liegende
Késtchen.

AR wobei R der entgegengesetzte Befehl von L ist.

LB, wobei dies der ,Losch-Befehl“ ist, also das gescannte Symbol geldscht
wird.

P, was fiir ,print” steht, ist der Befehl zum Schreiben, so steht P1 dafiir,
dass die 1 auf das gescannte Symbol geschrieben wird.

Es ist aulerdem noch wichtig zu unterscheiden zwischen endlichen und un-
endlichen Maschinen, wobei eine endliche Maschine nie mehr als eine endliche
Anzahl von Zeichen niederschreibt.

Es sei hier noch darauf hingewiesen, dass einige Definitionen nicht denen in
der Originalarbeit entsprechen'?’, da genaue Definitionen nicht nétig sind
und auch in Turings Arbeit kaum formal definiert wird, da alle Sétze intiutiv

(und trotzdem richtig) relativ einleuchtend zu beweisen sind.

H8vel. Turing, S.231
19ve]. ebd., S 233
120401 ebd. S. 231-233
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7.2 Unentscheidbarkeit der Erscheinung vorge-

gebener Symbole

Zunéchst sei hier noch gesagt, dass es moglich ist, und auch von Turing ge-
tan wird!?!, die berechenbaren Folgen zu nummerieren, indem die Maschine,
die eben genau eine dieser Folgen ausgibt, nummeriert wird. Hier soll dieser
Prozess nicht durchgefiihrt werden, zumal er nicht besonders interessant ist.
Aber es sei mit S.D. (standard description) die Beschreibung einer Maschine
durch eine Folge von Buchstaben und mit D.N. (description number) sei die
Zahl, die durch Kodierung der S.D. entsteht, bezeichnet. Die Maschine mit
D.N.=n sei mit M (n) bezeichnet.

Man kann nun zeigen, dass es nicht moglich ist, allein anhand der D.N. einer
Maschine zu entscheiden, ob diese endlich oder unendlich ist und dies in einer
endlichen Anzahl an Schritten'?2.

Wire dies namlich der Fall, so gidbe es diese Maschine, genannt D, und man
konnte eine Maschine H mit folgenden Eigenschaften konstruieren:

1.: H testet die D.N.s aus N bis zu einer bestimmten Zahl durch und markiert
sie mit ,e* bzw. mit ,u“ fiir endlich bzw. unendlich.

2.: Falls eine Zahl n als D.N. einer endlichen Maschine gefunden ist, so berech-
net H die ersten F(n) Zahlen der Folge von Zahlen, die von M (n) berechnet
wird und schreibt die F(n)-te Zahl nieder. Dabei soll F(n) fiir die Anzahl der
gefundenen endlichen Maschinen stehen. Das bedeutet also, falls eine Zahl k
D.N. einer endlichen Maschine ist, so F'(k) — F(k)+ 1 oder gleichbedeutend
F(k) = F(k — 1) + 1. Falls k nicht D.N. einer endlichen Maschine ist, bleibt
F(k)=F(k—-1).

Nun ist die Maschine H endlich: Denn sie testet nur endlich viele natiirliche
Zahlen und jede Testung von D hat nach Annahme in endlich vielen Schrit-
ten ein Ergebnis. Also ist H endlich.

Sei weiters die D.N. von H selbst irgendeine Zahl K. Dann muss H im Fall,
dass K getestet wird, K mit einem ,¢* markieren und die ersten F(K) Zahlen

von H berechnen und die letzte schreiben. Doch dies ist nicht méglich: Denn

121y6l. Turing, 1936, S. 239ff.
122y01. ebd., S. 246f.
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die F(K)-te Zahl von H ist ja gerade die Zahl, die H bei der Testung der
natiirlichen Zahl K sucht. Dass heifst H miisste die Zahl zuerst schreiben,
bevor sie berechnet wird, da H diese Zahl sonst nicht berechnen kann. Diese
Zahl kann aber gerade deshalb nicht gefunden werden, ein Widerspruch, also
kann es H und damit vor allem D nicht geben!?.

Daraus leitet sich ein wichtiges Resultat ab:

Es gibt keine Maschine E die allein anhand der S.D. einer beliebigen Ma-
schine M entscheiden kann, ob M je eine bestimmite Zahl schreibt.

Wieder zeigt man indirekt:

Sei E eine Maschine mit den oben genannten Eigenschaften. Wenn man nun
die Maschinen M;, mit der Figenschaft, dass M; die selbe Folge an Zahlen
wie M schreibt, aber die ersten i Vorkommen einer bestimmten Zahl (z. B.
0) ausldsst bzw. mit irgendeiner anderen Zahl versieht. Lisst man nun E
die S.D.’s von den M;’s testen, so kann man sehen, ob M eine bestimmte
Zahl unendlich oft schreibt. Wenn man nun dies fiir alle Zahlen die von M
geschrieben werden, durchfiihrt, so kann man entscheiden, ob M eine endli-
che oder unendliche Maschine ist. Dies ist aber unmoglich nach den obigem

Ergebnis.

7.2.1 Unentscheidbarkeit des Entscheidungsproblems

David Hilbert ist eng verbunden mit dem Entscheidungsproblem, der Frage,
ob es einen allgemeinen Prozess gibt, der entscheidet, ob eine gegebene For-
mel in einem Axiomensystem wahr oder falsch ist.

Dies ist aber nicht mdglich'?*. Denn man kann eine Formel konstruieren, die
eine sehr umstindliche Form hat, mit vielen Abkiirzungen und etwas verwir-
rend sein mag auf den ersten Blick, die nicht entscheidbar ist, da es sonst eine
Moglichkeit gidbe, zu entscheiden, ob eine Maschine eine vorgegebene Zahl je
schreibt, was aber nicht moglich ist.

Hier wird der Beweis nicht ausgefiihrt, da dies der Rahmen dieser Arbeit lei-

123yo]. Turing, 1936, S. 247
124301, ebd., S. 259fF.
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der nicht zuldsst, der Leser sei auf Turing, ,On computable Numbers with an
application to the Entscheidungsproblem®, Kapitel 11, Seite 261ff. verwiesen.
Man muss noch anmerken, dass die Resultate Turings nicht dquivalent zu
jenen von Godel sind, denn Godel hat die Existenz von Unentscheidbaren
Sétzen gezeigt, Turing hingegen die Nichtexistenz einer allgemeinen (mecha-
nischen) Methode zur Entscheidung dieser'?. Das heifit im Speziellen, dass
Computer nicht alle Probleme in mathematischen Systemen rein formal 16sen

konnen.

125v6l. Turing, 1936, S. 259
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Kapitel 8

Fazit

Es ist dem Leser nun also ein kurzer Einblick in die komplexe Welt der
mathematischen Logik gegeben worden. Jener Welt, in der die Mathematik
selbst zum Objekt der Untersuchungen werden - und in der auch seltsame
Resultate, wie etwa der Unvollstindigkeitssatz oder die Unabhéngigkeit der
Kontinuumshypothese mit héchster mathematischer Korrektheit und Genau-
igkeit hergeleitet werden konnen. Auch wurde gezeigt, wie Alan Turing schon
im Jahr 1936 ein theoretisches Modell des Computers konstruierte. Aufer-
dem ergeben diese Ergebnisse, dass man das mathematische Beweisen nicht
allein Computern iiberlassen kann - der Mathematiker also nicht durch den

Computer ersetzt werden kann.

Interessanterweise gibt es noch nicht besonders viele Sétze, deren Unab-
hédngigkeit von gewissen Axiomensystemen gezeigt ist - denn es gibt sehr
wohl einige zum Teil prominente Anwirter. Ein Beispiel dafiir ist die Gold-
bach “sche Vermutung, die besagt, dass jede gerade Zahl als Summe von zwei
Primzahlen geschrieben werden kann. Die Zukunft wird zeigen, welche Rolle

die mathematische Logik noch in der ,echten Mathematik® spielen wird.
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