
Inter nationaleMathematischeNachrichten

Inter national Mathematical News
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Das Titelblatt zeigt ein magisches Sechseck, eine sechseckigeAnordnungder
naẗurlichenZahlenvon 1 bis hn �

3n � n � 1��� 1, sodassalle in einerLinie ste-
hendenZahlendieselbeSummeergeben.Es wurdeunteranderemvon Ernstv.
Haselberg (Stralsund,1887),William Radcliffe (Isle of Man,1895),Martin Kühl
(Hannover, 1940)und Clifford W. Adams(1957)entdeckt.Dasses im wesent-
lichennur ein einzigesnichttrivialesmagischesSechseckgibt, wurdevon C. W.
Trigg 1964gezeigt.
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The Rosettastoneof L-functions
Enrico Bombieri
Institutefor AdvancedStudy, Princeton

The purposeof this talk is to describethreelanguagesfor L-functions(Motivic,
Galois,Automorphic)andto discusstherelationsbetweenthesenotions.

Zeta and L-Functions

Number �elds: TheDedekindzetafunctionof anumber�eld K is de�ned by

zK � s�

� å�

1
N �	�
�

s � Õ�

�

1 �

1
N �	
��

s ���

1 �

where� runsover all integral idealsof K, 
 over all primeidealsof K, andwhere
N �	��� is theabsolutenormfrom K to � .
TheDedekindzetafunctionis a generalizationof theRiemannzetafunctionz � s�

with similargoodproperties.

Theorem,Hecke (1920):
(i) TheDedekindzetafunctionis meromorphicof order 1 with a simplepole at
s

�

1 with residue2r1
� 2p �

r2Rh��� w � � D� K ��� � , where r1 is thenumberof real em-
beddingsof K, r2 is the numberof pairs of complex embeddingsof K, w is the
order of the group of rootsof unity in K, R is the regulator of K, h is the class
numberandD� K � thediscriminantof K.
(ii) Wehavea functionalequation:

� D� K ���

s� 2
� p

�

s� 2G� s� 2���

r1 �

� 2p �

�

sG� s�
�

r2 zK � s�

remainsinvariantby thechange of variables �� 1 � s.

TheRosettaStone(Fig. 1) carriesan identicaltext with parallelinscriptionsin hieroglyphs,De-
motic andGreek. It is associatedwith the famousegyptologistChampollion(1790–1832),who
usedit, afterhehaddecypheredDemotic,asthestartingpoint for readinghieroglyphs.

He recognizedon theRosettastonethenamePtolmysin GreekandDemotic,andfrom there
he identi�ed the samenamein hieroglyphs,written in a cartouche.Threeyearslater, in 1821,
while studyingcorrespondinghieroglyphicandGreektexts on anobelisktransportedto England
by GiovanniBelzoni (1778–1823),herecognizedthenameKliopadra, thusgettingthevaluesof
twelve hieroglyphs.Fromthere,hewasableto completethe monumentaltaskhehadstartedin
1808at theageof eighteen.
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Figure1: Left: The Rosettastone,British Museum. Right: Leonardoof Pisa,
calledFibonacci.

HeckeCharacters

Absolute values: For eachplacev, let  x  v be the associatedabsolutevalue:
N �	
��

�

ord
�"!

x# if v
�


 , � x � if v
�%$

, � x �

2 if v
�'&

.

Id �eles: J
�

ÕvK (v , with theproductrestrictedto elementsx with almostevery
factor  xv  v �

1, togetherwith a suitabletopology. Note that K (*) J via the
diagonalembedding.

A HeckeGr össencharacteris a continuoushomomorphismy : K (,+ J �.- .

The conductor: A placev is unrami�ed for y if y v � xv � :
�

y ��� 1
��/�/�/0�

1
�

xv
�

1
��/�/�/

���

�

1 whenever  xv  v �

1. Theconductor1 of y is theideal

1

� Õ
�

rami�ed



mv
�

2



wheremv is thesmallestexponentfor which y v � xv �

�

1 for xv 2

1 �*


mv.

Gr össencharacterof an ideal: It suf�ces to de�ne it onprimeideals,asy �	
"�

�

y � wv � with wv auniformizerof 
 if 
43 �51 , and0 otherwise.
For Kv �6$

or
&

, we have

y v � xv �

�

� xv

� xv �

�

mv
� xv �

it v

wheremv �

0 or 1 if Kv �7$

andmv 298

if Kv �:&

.

Theorem,Hecke (1920):
(i) TheL-function

L � s
�

y �

� å�

y �	�
�

N �	���

s � Õ
�

rami�ed

�

1 �

y �	
"�

N �	
"�

s
� �

1

attachedto a non-trivial Grössencharactery is entire of order 1.
(ii) LetDv �

� D� K ��� N �	1 y � andde�ne

L � s
�

y �

�

� Dy �

s� 2 Õ
Kv ;5<

p
�

s� 2G� s� 2 � cv � Õ
Kv ;>=

� 2p �

�

sG� s � cv � L � s
�

y �

where cv �

� it v �:� mv � ��� 2. Then

L � s
�

y �

�

w � y � L � 1 � s
�

y �

for somecomplex numberw � y � with � w � y ���

�

1.

Artin L-Functions

Let L � K be a Galois extensionof degreed of K with Galois group G and let
p : G � GLn �

&

� bea representationof G.

Thenthelift 
 OL to L of aprimeideal 
 of K factorsas


 OL �

r

Õ
i

;

1 ?

e
i

/

e is therami�cation index, � OL �

?

i �

�

� OK �@
A�

f andef r
�

d.

G actson B

?

1
��/�/�/C�

?

r D

by permutations;thesubgroupGE �xing
?

is thedecom-
positiongroupof

?

. Theelementss
2

GE with

sx F xN
!

�

#

� mod
?

�

3



form a right and left coset �

?

�

L � K � (the Frobeniussubstitution) of the inertia
group I E �xing K �

?

�

�

OL �

?

. Changing
?

into h
?

yields � h
?

�

L � K �

�

h �

?

�

L � K � h
�

1.
Let c

�

Tr � p � bethecharacterof p andde�ne for s
2

�

?

�

L � K � :

c �	


m
�

�

� I
�

�

�

1 å
t G I

�

c � smt �

/

Thenc �	


m
� is independentof thechoicesof

?

ands.

De�nition. Thelocal L-functionL
�

� s
�

c
�

L � K � is de�nedby

L
�

� s
�

c
�

L � K � :
�

exp
� ¥

å
m

;

1

1
m

c �	


m
� N �	
H�

�

ms
�

andtheArtin L-function by

L � s
�

c
�

L � K �

� Õ�

L
�

� s
�

c
�

L � K �

/

NotethatL � s
�

1
�

L � K �

�

z � s
�

K � . Furtherpropertiesarelistedbelow.

Dir ect sum:

L � s
�

c1 � c2
�

L � K �

�

L � s
�

c1
�

L � K � L � s
�

c2
�

L � K �

/

Restriction: Let L IKJ L J K beGaloisextensions.Then

L � s
�

c
�

L I

� K �

�

L � s
�

c
�

L � K �

/

Induction: Let L I5J L J K be Galoisextensionsandlet c L be the characterof
G

�

Gal� L � K � inducedby a characterc of H
�

Gal� L I
� L � . Then

L � s
�

c
�

L I

� L �

�

L � s
�

c L

�

L I

� K �

/

The characterc L is the uniquecharactersuchthat � c L

�

y � G �

� c
�

y � H � H where
�

�

� G is thescalarproductoncentralfunctionsonG normalizedwith � 1
�

1� G �

1.

Theorem,Artin (1923): Wehave

L � s
�

c
�

L � K �

� Õ�

det M I �

p �	
��

N �	
"�

s N
�

1 �

4



where
p �	
��

�

p � s ��� I
�

�

�

1 å
t G I

�

p � t �

/

For theproof, it is importantto notethat � I
�

�

�

1å t G I
� p � t � is idempotent.

An Example: Let G
�

BAO 1
D

, L � K
�

�4�CP D ���Q� , D square-free.D
�

D if D F

1 � mod4� , otherwiseD
�

4D.

Case1: p 3 � D, � p�

�


 
 . HereG
�

�

B 1
D

and �	


�

G�

�

� 


�

G�

�

1 by Fermat'sLittle
Theorem.

Case2: p 3 � D, � p� prime.HereG
�

�

BQO 1
D

, I
�

�

B 1
D

and ��� p�

�

G�

�

� 1, because
if � p� doesnotsplit thenD is notaquadraticresidue� mod p� .

Case3: p � D, � p�

�




2. HereG
�

�

BQO 1
D

, I
�

�

BAO 1
D

and �	


�

G�

�

BQO 1
D

.
Take p to betheregularrepresentation

p B 1
�

� 1
D

�SRUT

1 0
0 1 V

�

T

0 1
1 0 VXW

/

Thelocal factorsare:

det
T

1 � p
�

s 0
0 1 � p

�

s
V

�

� 1 � p
�

s
�

2 if p splits;

det
T

1 � p
�

s

� p
�

s 1 V

�

1 � p
�

2s if p remainsprime;

det Y

1 �

1
2 p

�

s
�

1
2 p

�

s

�

1
2 p

�

s 1 �

1
2 p

�

s Z

�

1 � p
�

s if p rami�es.

ThenL � s
�

p
�

L � K �

�

z � s� L � s
�

�

D[

��� .

IdentifyingL � s
�

p
�

L � K �

�

z � s� L � s
�

�

D[

��� (where�

D[

� is theKroneckersymbol)with
z � s

�

L � K �

�

z � s� L � s
�

cD� , wherenow cD is theDirichlet character, is thequadratic
reciprocitylaw.
In thegeneralcaseof abelianextensionsL � K, thecorrespondingresultis Artin' s
reciprocitylaw of class�eld theory. For example,it impliesasa specialcasethe
famousKronecker-Webertheoremthatevery abelianextensionof � is a sub�eld
of a cyclotomic�eld.

Artin' s Conjecture: The L-function L � s
�

cp
�

L � K � associatedto a non-trivial
irreduciblerepresentationp of Gal� L � K � is anentire functionof sof order1.

5



This conjectureis known only in specialcases.Theabeliancaseis dueto Artin.
The conjectureis alsoknown for charactersexpressibleas linear combinations
with positive coef�cients of charactersinducedby cyclic subroupsof G. For
dim � p �

�

2 and G
�

S3 and G
�

S4: Langlands& Tunnell. For G
�

A5 with
someconditions:Taylor, Buzzard

��/�/�/

(2002).

Brauer' sTheorem: L � s
�

pc
�

L � K � is meromorphicof order1 andsatis�esa func-
tional equation(L

�

L \]B G-factors
D

)

L � s
�

cp
�

L � K �

�

w � cp
�

L � K � L � 1 � s
�

c̃p
�

L � K �

where c̃p is thecharacterof thecontragredientof p.

Modular Forms and a ConverseTheorem

Let f � z� be a holomorphicmodularform of weight k for a subgroupG ^ G� 1�

generatedby z �� z � h andz ��_� 1� z:

f � gz�

�

f `

az � b
cz � d a

�

e� g�b� cz � d �

k f � z�

�

g
�cT

a b
c d V

2

G

with e� g� anappropriatesetof multipliers(Nebentypus).
Then f � z� is periodicandhasaFourierexpansion

f � z�

�

¥

å
n

;

0
ane2piz� h

/

By Mellin transforms,L � s
�

f �

�

å ¥
n

;

1ann
�

s is meromorphicof order1, with a
simplepoleat s

�

k if a0 3

�

0, and

� 2p � h�

�

sG� s� L � s
�

f �

�

w � 2p � h�

s

�

kG� k � s� L � k � s
�

f �

for w
�

iked z ��e� 1� zfg� .

Theorem,Hecke(1936): Conversely, givenL � s
�

f � with theabovepropertiesone
recovers a modularform f of weightk for G, by settinga0 �

i
�

kw in caseL � s
�

f �

hasa poleat s
�

k.

Example: Takeh
�

2,

q � z�

�

1
2

¥

å
n

;

�

¥
epin2z

/

Thenq � z� is a modularform of weight 1
2, multiplier 1 andL � s

�

q �

�

z � 2s� . The
spaceof suchforms for G hasdimension1, hencez � 2s� is the unique(up to a
scalar)Dirichlet seriessatisfyingthesamefunctionalequationasz � 2s� .

6



Hecke'sconverseresultusesonly thecuspat i¥ . Weil'snew ideais to controlthe
Fourierexpansionsat every cuspby `twisting' theDirichlet serieswith Dirichlet
characters.

Theorem,Weil (1967): LetL � s
�

f �

�

å ann
�

s andwrite, for aDirichletcharacter
c � modr � :

L � s
�

f h c �

�

� 2p �

�

sG� s�

¥

å
n

;

1
anc � n� n

�

s
/

Supposethere are N
�

k such that for everyprimitive c � modr � with � r
�

N �

�

1 we
havethat L � s

�

f h c � is entire of order 1 and

L � s
�

f h c �

�

wcr
�

1
� r2N �

k
2

�

sL � k � s
�

f h c �

with wc �

ikc � N � G � c �

2 andG � c �

�

å
n

!

modr #

c � n� e2pin � r .

ThenL � s�

�

L � s
�

f � with f a holomorphiccuspform for G0 � N � .

The Hasse-Weil Zeta Function

The Hasse-Weil zetafunction: Let V � K bea varietyover a number�eld. Then
for all except �nitely many prime ideals 
 the reductionV

�

is de�ned over the
�nite �eld OK �@
 andyieldsa ZetafunctionZ � T

�

V
�

� . Theglobalzetafunctionof
V is now

Õ�

Z � N �	
"�

�

s
�

V
�

�

wheretheproductrunsover all primeidealswherethereductionis de�ned.
If V Ii� K is anothermodelof V thezetafunctionsarethesameup to �nitely many
factors.
It is a dif�culty to de�ne `goodfactors'evenat placesof badreductionand`good
models'for which thezetafunctionbehavesnicely.

Example1: Let V betheprojective spacej

n
� OK . Then

z � s
�

V �

�

zK � s� zK � s � 1�lk�k�k zK � s � n�

/

Example 2 (Deuring, 1953-57): Let E beanelliptic curve over a number�eld
L, with complex multiplicationin theimaginaryquadratic�eld K

�

End � E �Kh*� .
AssumeK ) L. Thenthereis amodelof E � L andaHecke Grössencharactery of
L suchthat

z � s
�

E �

�

zL � s� zL � s � 1� L � s � 1� 2
�

y � L � s � 1� 2
�

y �

/

7



Example 3 (Taniyama, 1957): Example2 extendsto abelianvarietiesof CM
(complex multiplication)type.

The TaniyamaConjecture

Eichler(1953)provedthefunctionalequationfor zetafunctionsof modularcurves
X0 � N �

�

H � G0 � N � of genus1, by showing that in this caseL � s
�

X0 � N ��� wasthe
Mellin transformof a cuspform of weight 2. Shimuraextendedthis to certain
othercases.Onthebasisof thisevidence,Taniyamasuggestedthisheldin general.

Conjecture(Taniyama(1955),Shimura, Weil, . . . ). Everyelliptic curveover �

is uniformizedby a cuspform of weight2 for G0 � N � . Equivalently, everyelliptic
curveE �Q� admitsthemodularcurveX0 � N � asa rami�ed covering, for someN.
This conjecturewas proved by Wiles and Taylor (1995) in the semistablecase
(namelymultiplicativebadreductiononly)andnow in generalby Breuil& Conrad
& Diamond& Taylor (2001).

Congruent Numbers

Fibonacci sequence:

1
�

1
�

2
�

3
�

5
�

8
��/�/�/

; fnm 1
�

fn � fn
�

1
/

Fibonacci's formula (TheLiber Quadratorum):

� a2
� b2

�b� c2
� d2

�

�

� ad O bc�

2
�:� ac n bd�

2
/

A Congruent number m is a positive integer that is (four times)the areaof a
rationalright triangle.Equivalently therearerationalnumbersa

�

b
�

h with

h2
� m

�'o

�

h2
� m

�'o

h2
�

a2
� b2

�

m
�

2ab
�

4 \ area
/

Fibonacci:A congruentnumberm is notasquare.
For thecongruentnumberm

�

157thesmallestsolutionis (Zagier)

a
�

3401649243913217525608770
411340519227716149383203

�

b
�

411340519227716149383203
43333111387429522619220

/

The solution? (Tunnell, 1983):Let

g
�

qÕ � 1 � q8n
�b� 1 � q16n

�

�

q2 � å q2n2 �

q4 � å q4n2 �

8



q
�

epiz, andde�ne cuspformsof weight3� 2 for G0 � 32� :

gq2 � å a � n� qn
�

gq4 � å b � n� qn
/

Thena square-free m is not a congruentnumberif a � m�

�

0 (m odd), and if
b � m� 2�

�

0 (m even).Theconverseis true, if theBirch & Swinnerton-Dyercon-
jecture holdsfor y2

�

x3
� m2x (or my2

�

x3
� x).

Commentsonproof: m is congruentif andonly if thecurveEm de�ned by my2
�

x3
� x hasrationalsolutionswith y 3

�

0. The connectionwith cuspforms uses
a deepresult of Waldspurger for computingL � 1

�

Em � (for example, for odd m
it yieldsL � 1

�

Em �

�

ba � m�

2
�l� 4

P

m� , b
�qp

¥
1 � x3

� x�

�

1� 3dx
�

2
/

62205
/�/�/

), theta
lifts andtheB&S-D conjecture.

The NewRosettaStone

Moti vic writing: L-functionscanbede�ned from geometry(Hasse,Weil
��/�/�/

)

Galois writing: L-functionscanbede�ned from �nite dimensionalrepresenta-
tions of theabsoluteGaloisgroupGal� K � K � actingon a vectorspaceV (Artin,
Weil, Serre

��/�/�/

)

Automorphic writing: L-functionscanbe de�ned globally from automorphic
formsonalgebraicgroupsmodulodiscretesubgroups(Hecke,Langlands

��/�/�/

)

Automorphic L-Functions

Langlands ( r 1970)vastlyextendedtheconceptof automorphicform andauto-
morphicL-function.

Remark: A Hecke characteris nothingelsethana representationof GL1 �	st� in
thespaceof continuousfunctionsonGL1 � K ��+ GL1 �	st� .
An automorphicrepresentationis anirreduciblecomponentof a representationof
GLn �	su� onthespaceof continuousfunctionsonGLn � K �v+ GLn �	st� (with technical
conditions). One can then attachto p an L-function, with functional equation
L � s

�

p �

�

w � p � L � 1 � s
�

p̃ � with p̃ the contragredient.Also p decomposesas a
tensorproduct h pv of local components,yielding an Euler productfor L � s

�

p �

with standardfactorsof degreen.

Automorphic L-functions (Langlandsr 1970):A conceptwhichfusestogether
the Artin andHecke concepts.Given a connected,reductive groupG� K anda
�nite extensionL � K oneconsidersan extensionLG of G by Gal� L � K � , a �nite
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dimensionalcomplex representationr of LG andarepresentationp of G �	sw� . The
theoryof Heckeoperatorsgivesus,for eachlocal factorpv of p, aconjugacy class
gv �

g � pv �

2

LG which generalizesthenotionof Frobeniussubstitution.
The automorphicL-function associatedto r andp is a productof local factors
wherefor almostevery v onehas

Lv � s
�

pv
�

r �

�

det� I � r � gv � N �	
"�

�

s
�

�

1
/

The goal: The reciprocity law. Given r and p thereis p I of G �	sw� suchthat
Lv � s

�

pv
�

r �

�

Lv � s
�

p Iv � for almostevery v andL � s
�

p
�

r �

�

L � s
�

p I � .

The �rst tool: Theprincipleof functoriality. If H andG aretwo reductivegroups
andLG � Gal� L � K � factorsas

LG
j

�x�

LH � Gal� L � K �

�

thenoneexpectsfor eachp for G to attachP for H suchthatonehastheequality
of conjugacy classesB g � Pv �

D

�

B j � g � pv ���

D

for almostevery v. An important
specialcaseis basechange,known in somecases.

Other tools: Conversetheorems(Piatetski-Shapiroetal.,1979ff.), theta-liftings,
theSelberg-Arthur traceformula.

Readingthe RosettaStone

Automorphic = Galois: This is akey stepwith verydeepimplications.For GL1,
it is Artin' s abelianreciprocitylaw of class�eld theory, a vastgeneralizationof
thequadraticreciprocitylaw. For GL2 it is known for dihedral(reducesto GL1),
tetrahedralandoctahedralrepresentationsandmany (but not yet all) icosahedral
representations,i.e. G

�

S3, S4, A5 (Artin, Langlands,Langlands& Tunnell,
Taylor, Buzzard

��/�/�/

).

Galois = Moti vic: This is alsoa key step,understoodin very few cases,namely
GL1 (Artin, Hecke),elliptic curvesE �A� (theTaniyamaconjecture).

Moti vic = Automorphic: Known in very few cases.Possiblytherearemore
automorphicL-functionsthanmotivic L-functionscomingfrom geometry.

Applications: If

L � s
�

f �

� Õ
v

� 1 � w1 �	
�� N �	
"�

�

s
�

�

1
� 1 � w2 �	
�� N �	
"�

�

s
�

�

1
�
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thesymmetrick-th power is

L � s
�

Symk f �

� Õ
v

k

Õ
j

;

0

�

1 � w1 �	
��

jw2 �	
��

k

�

jN �	
��

�

s
�X�

1 /

A deepconjectureis thatthesesymmetricpowershave analyticcontinuationand
functionalequation.
A successof thesemethodshasbeento prove sucha conjecturefor k

�

2
�

3
�

4
(k

�

2 by RankinandSelberg for classicalcuspforms,GelbartandJacquet(1979)
in general,k

�

3 and4 by Kim andShahidi(2000)).

ClassicalProblems

Wehaveagoodformalunderstandingfor L-functionsfor Dirichlet charactersand
cuspformsfor congruencesubgroupsof G� 1� , but only limited informationonan-
alyticalbehavior. Thefunctionalequationhastheform L � s

�

f �

�

w � f � L � k � s
�

f � ,
k

�

1 or 2. An Eulerproductfor L � s
�

f � haslocal factorsgivenby polynomialsof
degreek. Theintegerk is thedegreeof L � s

�

f � .

The GeneralizedRiemann HypothesisGRH: Thezeros of the functionsL � s
�

f � with Euler productall lie on thevertical line at thecenterk � 2 of thecritical
strip (thecritical line).

The GeneralizedLindel öf Hypothesis (GLH): For every �xed e y 0, L � s
�

f �

hasorderNe
�H� s�z� 1�

e in thehalf-planeto theright of thecritical line (exceptat a
possiblepole).Here N is theconductor.
Let µ � s

�

f � bede�ned asthebestexponentfor which

� L � s � it
�

f ����{|� N �H� t �0� 1���

µ
!

s } f #~m e
/

Then the functionalequationandconvexity yields µ � s
�

f �€•S� k � s ��� 2 for 0 •

s • k. The Lindelöf hypothesisis µ � s
�

f �

�

0 for k� 2 • s • k; a subconvexity
boundis thestatementµ � s �t^•� k � s ��� 2 for k� 2 • s • k. Sucha statementhas
deeparithmeticconsequenceswhich areunattainableusingtheconvexity bound
alone.Theestimatein theconductoris particularlyhard(Duke & Friedlander&
Iwaniec,1989ff.).

The GeneralizedRamanujan Conjecture GRC: Ramanujanconjectured,on
thebasisof numericalevidence,that � t � p���b• 2p11� 2 for everyprimep. In general,
this is aboutthecoef�cients an in L � s

�

f �

�

å ann
�

s. ThenGRCis thestatement

� an �A• n
k ‚ 1

2 m e
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for every �x ede y 0.
GRCis adeepstatement.For K

�

� andk
�

2, it is known when f is aholomor-
phic cuspform of even integral weight for G� 1� , asa consequenceof Deligne's
GRH for varietiesover �nite �elds (1974). It is openalreadyfor f a non-holo-
morphiccuspform (Maaßwave form) for G� 1� .

Families

Let B l j
D

bea realsequence,l j r j . ConsiderthegapsDj �

l j m 1 � l j andset

µ1 � N �bd a
�

bf

�

1
N

# B j : Dj 2

d a
�

bf

D

�

0 • j ^ N
/

Quiteoftenone�nds aCauchy-Poissondistribution

µ1 � N �ƒ� e
�

xdx
/

Example: This is expectedfor the sequenceB p j � logp j
D

, althoughit remains
hopelessto prove.

Example: Again, expectedfor the (ordered)sequenceB p2
�

9� 4
� m2

�
P 2n2

�

D

and,again,completelyopen.

Problem: What is the expectedbehavior for B

1
2pglogg

D

, wherez �

1
2 � ig�

�

0
andg y 0? (Thereareapplications.)
For A

2

U � N � , considerthe eigenvaluesz1
��/�/�/
�

zN on the unit circle orderedby
increasingargument� mod2p � . Let

µk } N � A�bd a
�

bf

�

1
N

# B j :
N
2p

arg � zj m k � zj �

2

d a
�

bf

D

/

Gaudin (1961),Katz & Sarnak (1999):
„

U
!

N #

µk } N � A� dA � µk ��d a
�

bfg�

(heredA is thenormalizedHaar measure) with

dµk �

d2

ds2

� k

�

1

å
j

;

0

k � j
j !

� ¶
¶T �

j
det

�

I � T K � s�

�†…

…

…

T
;

1 �

ds

andK � s� theoperator de�nedby

K � s� f � x�

�

„
s
2

�

s
2

sin� x � y�

p � x � y�

f � y� dy
/
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Conjecture (Montgomery, Katz & Sarnak): The sequenceof zerosof z � s�

satis�estheaboveU � N � statistics.
Extensive calculationsby Odlyzko with zerosof z � s� around1020 show a total
agreementwith theprediction.Theonly problemis: Why is thisso?
Therearesimilar formulasfor the otherclassicalgroupsSU � N � , O � N � , SO � N � ,
U Sp � N � . Theamazingthing is thatcertainfamiliesof L-functionsseemto follow
thesamecorrelations.For example,thedistribution of the j-th zeroof L � s

�

c � , c
aprimitive quadraticcharacter, follows theU Sp prediction.Instead,the j-th zero
of L � s

�

E h c � , E an elliptic curve, follows the O prediction(two cases,accord-
ing to thesign O in the functionalequation,correspondingto the two connected
componentsO‡ of O).
KatzandSarnakhaveshown thatin thefunction�eld analoguethepredictionsare
veri�ed for familiesfor whichDeligne's theoryapplies,andtheassociatedgroups
arenothingelsethanthemonodromygroupsof thefamilies.

Question: For familiesof classicalL-functions,whatshouldreplacemonodromy
soasto explainhow theselawsarise?

Question: Is thisphenomenonpeculiarto L-functionsor is it insteadtheexpres-
sionof a `universalitylaw' whichholdsin amuchwidercontext?

Question: Is therea way of formulatinga programto prove GRH following
Deligne's blueprintin a new context?
Thepredictionson correlationshave changedour way of thinking aboutL-func-
tions.

Example: Until very recently, mostexpertsin analyticnumbertheorythought
that the maximumorderof magnitudeof logm

� z �

1
2 � it ��� was � log � t � loglog � t � ,

basedontheknown Gaussianbehavior of log � z �

1
2 � it ��� �

� ploglog � t � andaprob-
abilistic extrapolation.On RH, it wasknown thatthismaximumordercannotex-
ceedlog � t � � loglog � t � , but this is only an upperboundandthe gapbetweenthe
two wasascribedto anintrinsic `weakness'of analyticmethods.
Today, work of KeatingandSnaith(2000)leadsusto believe that thetruemaxi-
mumorderof logm

� z �

1
2 � it ��� is log � t � � loglog � t � . This cameasa total surpriseto

experts.
In the function �eld case,the discovery of elliptic curvesover ˆ p with rank as
big aslogN � loglogN (N is theconductor)con�rms, via a Birch & Swinnerton-
Dyer conjecture,thenew predictionthatthemaximumorderof log m

� z �

1
2 � it ��� is

O � log � t � � loglog � t � � .
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Conclusion: Theanalogywith thefunction�eld caseis oftena goodpredictor
for theclassicalcase,too.

Conclusion: Therecentproofby Lafforgue(2002)in thefunction�eld casethat
motivic= automorphicgivessupportto thehopeddecipheringof thenew Rosetta
stone,namelythatmotivic= automorphicalsoholdsin theclassicalcase.

Thislecture waspresentedasa keynoteaddressat the8thMeetingof theAustrianMath-
ematicalSociety(joint conferencein cooperation with SIMAI andUMI), which washeld
September22–26,2003in Bozen(SouthTyrol).

SCHOOL SCIENCE AND MATHEMATICS
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Mathematical Challengesfr om
Genomicsand Molecular Biology
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A fundamentalgoalof biologyis to understandhow living cellsfunction.Thisun-
derstandingis thefoundationfor all higherlevelsof explanation,includingphys-
iology, anatomy, behavior, ecology, and the studyof populations. The �eld of
molecularbiology analyzesthe functioningof cells andthe processesof inheri-
tanceprincipally in termsof interactionsamongthreecrucially importantclasses
of macromolecules:DNA, RNA, andproteins. Proteinsare the moleculesthat
enableand executemostof the processeswithin a cell. DNA is the carrierof
hereditaryinformationin theform of genesanddirectstheproductionof proteins.
RNA is akey intermediarybetweenDNA andproteins.
Molecular biology and geneticsare undergoing revolutionary changes. These
changesareguidedby a view of a cell asa collectionof interrelatedsubsystems,
eachinvolving the interactionamongmany genesand proteins. Emphasishas
shiftedfrom thestudyof individual genesandproteinsto the explorationof the
entiregenomeof an organismandthe studyof networks of genesandproteins.
As the level of aspirationrisesandtheamountof availabledatagrows by orders
of magnitude,the�eld becomesincreasinglydependenton mathematicalmodel-
ing, mathematicalanalysis,andcomputation.In thesectionsthat follow we give
an introductionto the mathematicaland computationalchallengesthat arisein
this �eld, with anemphasison discretealgorithmsandtherole of combinatorics,
optimization,probability, statistics,patternrecognition,andmachinelearning.
We begin by presentingtheminimal informationaboutgenes,genomes,andpro-
teinsrequiredto understandsomeof thekey problemsin genomics.Next we de-
scribesomeof thefundamentalgoalsof themolecularlife sciencesandtheroleof
genomicsin attainingthesegoals.Wethengiveaseriesof brief vignettesillustrat-
ing algorithmicandmathematicalquestionsarisingin a numberof speci�c areas:
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sequencecomparison,sequenceassembly, gene�nding, phylogeny construction,
genomerearrangement,associationsbetweenpolymorphismsanddisease,clas-
si�cation andclusteringof geneexpressiondata,andthe logic of transcriptional
control. An annotatedbibliographyprovidespointersto moredetailedinforma-
tion.

Genes,Genomes,and Proteins

The DoubleHelix The�eld of geneticsbeganwith GregorMendel(1865),who
postulatedtheexistenceof discreteunits of information(which later cameto be
calledgenes)thatgoverntheinheritanceof individual characteristicsin anorgan-
ism. In the�rst half of thetwentiethcenturyit wasdeterminedthatthegenesare
physicallyembodiedwithin complex DNA macromoleculesthat lie within struc-
turescalled chromosomeswhich occur in every living cell. This set the stage
for theepochaldiscovery of thestructureof DNA by WatsonandCrick in 1953.
They showed that a DNA moleculeis a doublehelix consistingof two strands.
Eachhelix is achainof bases, chemicalunitsof four types:A, C, T, andG. Each
baseon one strandis joined by a hydrogenbond to a complementarybaseon
theotherstrand,whereA is complementaryto T, andC is complementaryto G.
Thusthetwo strandscontainthesameinformation.Certainsegmentswithin these
chromosomalDNA moleculescontaingenes,whicharethecarriersof thegenetic
informationand,in a senseto beexplainedlater, spell thenamesof theproteins.
Thusthe geneticinformationis encodeddigitally, asstringsover the four-letter
alphabetB A, C, T, G

D

, muchasinformationis encodeddigitally in computersas
stringsof zerosandones.
In humansthereareforty-six chromosomes.All but two of these(thesex chromo-
somes)occurin pairsof “homologous”chromosomes.Two homologouschromo-
somescontainthesamegenes,but agenemayhave severalalternateformscalled
alleles,andtheallelesof ageneon thetwo chromosomesmaybedifferent.
The total contentof the DNA moleculeswithin the chromosomesis called the
genomeof anorganism.Within anorganism,eachcell containsa completecopy
of the genome.The humangenomecontainsaboutthreebillion basepairsand
about35,000genes.

Proteins Proteinsaretheworkhorsesof cells. They actasstructuralelements,
catalyzechemicalreactions,regulatecellular activities, and are responsiblefor
communicationbetweencells.A proteinis a linearchainof chemicalunitscalled
aminoacids,of which therearetwentycommontypes.Thefunctionof a protein
is determinedby the three-dimensionalstructureinto which it folds. Oneof the
premierproblemsin scienceis theproteinfoldingproblemof predictingthethree-
dimensionalstructureof a proteinfrom its linearsequenceof aminoacids. This
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problemis farfrom beingsolved,althoughprogresshasbeenmadeby avarietyof
methods.Theserangefrom numericalsimulationof thephysicalforcesexertedby
theaminoacidson oneanotherto patternrecognitiontechniqueswhich correlate
motifswithin thelinearaminoacidsequencewith structuralfeaturesof aprotein.

From Genesto Proteins Thefundamentaldogmaof molecularbiology is that
DNA codesfor RNA andRNA codesfor protein.Thustheproductionof aprotein
is a two-stageprocess,with RNA playing a key role in both stages.An RNA
moleculeis a single-strandedchainof chemicalbasesof four types:A, U, C, and
G. In the �rst stage,called transcription,a genewithin the chromosomalDNA
is copiedbase-by-baseinto RNA accordingto thecorrespondenceA � U, C �

G, T � A, G � C. TheresultingRNA transcriptof thegeneis thentransported
within thecell to amolecularmachinecalledaribosomewhichhasthefunctionof
translatingtheRNA into protein.Translationtakesplaceaccordingto thegenetic
code,which mapssuccessive tripletsof RNA basesto aminoacids. With minor
exceptions,this many-to-onefunction from thesixty-four tripletsof basesto the
twentyaminoacidsis thesamein all organismsonEarth.

Regulationof GeneExpression All thecellswithin a living organism(with the
exceptionof thespermandeggcells)containnearlyidenticalcopiesof theentire
genomeof theorganism.Thusevery cell hasthe informationneededto produce
any proteinthat theorganismcanproduce.Nevertheless,cellsdiffer radically in
the proteinsthat they actually produce. For example,therearemore than200
differenthumancell types,andmostproteinsareproducedin only a subsetof
thesecell types.Moreover, any givencell producesdifferentproteinsat different
stageswithin its cycleof operation,andits proteinproductionis in�uencedby its
internalenvironmentandby thesignalsimpinginguponit from othercells.
It is clear, then,that the expressionof a genewithin a cell (asmeasuredby the
abundanceand level of activity of the proteinsit produces)is regulatedby the
environmentof thecell. Transcriptionof ageneis typically regulatedby proteins
called transcriptionfactorsthat bind to the DNA nearthe geneandenhanceor
inhibit thecopying of thegeneinto RNA. Similarly, translationcanberegulated
by proteinsthatbindto theribosome.Certainpost-translationalprocesses,suchas
thechemicalmodi�cation of theproteinor thetransportof proteinto a particular
compartmentin the cell canalsobe regulatedso asto affect the activity of the
protein.Thusgeneexpressioncanbeviewedasacomplex network of interactions
involving genes,proteins,andRNA, aswell asotherfactorssuchastemperature
andthepresenceor absenceof nutrientsanddrugswithin thecell.
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The Goalsof Genomics

In thissectionweenumeratesomeof thegoalsof genomics.

1. Sequenceandcomparethe genomesof differentspecies.To sequencea ge-
nomemeansto determineits sequenceof bases.This sequencewill, of course,
vary from individual to individual, andthoseindividual differencesareof para-
mountimportancein determiningeachindividual's geneticmakeup,but thereis
enoughagreementto justify thecreationof a compositereferencegenomefor a
species.For example,any two humanswill have thesamecomplementof genes
(but differentalleles)andwill agreein about999basesout of 1,000.

The sequencingof the humangenomehasbeena centralgoal of the world ge-
nomicscommunity since1990. Draft sequenceswere completedin February
2001,andthequestcontinuesfor a muchmoreaccuratesequence.This achieve-
mentwasprecededby thesequencingof many bacterialgenomes,yeast,thenema-
tode,and,in June1999,thefruit �y Drosophilamelanogaster. Thesequencingof
a new organismis oftenof valuefor medical,agricultural,or environmentalstud-
ies. In addition,it maybeusefulfor comparative studieswith relatedorganisms.

2. Identify the genesand determinethe functionsof the proteinsthey encode.
This processis essential,sincewithout it a sequencedgenomeis merelya mean-
inglessjumbleof A's,C's,T's,andG's. Genescanbeidenti�ed by methodscon-
�ned to a singlegenomeor by comparative methodsthat useinformationabout
oneorganismto understandanotherrelatedone.

3. Understandgeneexpression. How do genesand proteinsact in concertto
control cellular processes?Why do differentcell typesexpressdifferentgenes
anddosoat differenttimes?

4. Tracethe evolutionary relationshipsamongexisting speciesand their evolu-
tionaryancestors.

5. Solve theproteinfolding problem:Fromthelinearsequenceof aminoacidsin
aprotein,determinethethree-dimensionalstructureinto which it folds.

6. Discover associationsbetweengenemutationsand disease.Somediseases,
suchascystic �brosis andHuntington's disease,arecausedby a singlemutation.
Others,suchasheartdisease,cancer, anddiabetes,arein�uencedby bothgenetic
andenvironmentalfactors,andthegeneticcomponentinvolvesa combinationof
in�uencesfrommany genes.By studyingtherelationbetweengeneticendowment
anddiseasestatesin apopulationof individuals,it maybepossibleto sortout the
geneticin�uencesonsuchcomplex diseases.

Having completedour brief survey of the generalgoalsof genomics,we now
turn to a numberof examplesof speci�c problemsin genomics.Thesetypically
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involve thecreationof a mathematicalmodel,thedevelopmentof an algorithm,
andamathematicalanalysisof thealgorithm's performance.

SequenceComparison

Thesimilarity of a newly discoveredgeneor proteinto known genesor proteins
is oftenanindicationof its importanceandaclueto its function.Thus,whenever
a biologist sequencesa geneor protein, the next stepis to searchthe sequence
databasesfor similar sequences.The BLAST (Basic Local Alignment Search
Tool) programandits successive re�nementsserve this purposeandarethemost
importantsinglesoftwaretool for biologists.
In preparationfor giving a measureof the similarity betweentwo sequencesof
residues(i.e.,basesor aminoacids),we needa de�nition: An alignmentof apair
of sequencesxI andyI is a new pair of sequencesx andy of equallengthsuch
that xI is obtainedfrom x andyI is obtainedfrom y by insertingoccurrencesof
the specialspacesymbol (–). Thus, if x

�

acbcdbandy
�

abbdcdc, thenone
alignmentof x andy is asfollows:

xI

�

a–cbc–db
�

yI

�

ab–bdcdc
/

Given an alignmentof two sequencesx andy, it is naturalto assessits quality
(i.e., theextent to which it displaysthesimilarity betweenthetwo sequences)as
a score,which is thesumof scoresassociatedwith theindividual columnsof the
alignment.Thescoreof acolumnis givenby asymmetricscoringfunctions that
mapspairsof symbolsfrom the alphabetS ‹ŒB –

D

to the real numbers,whereis
thesetof residues.Normallywewill chooses � a

�

a�Xy 0 for all symbolsa
2

S, so
thatmatchedsymbolsincreasethescoreof thealignment,ands � a

�

–�u^ 0 for all
a

2

S, sothatmisalignmentsarepenalized.In thecaseof thealphabetof amino
acids,s � a

�

b� re�ects thefrequency with whichaminoacida replacesaminoacid
b in evolutionarily relatedsequences.
Theglobalalignmentproblemis to �nd theoptimalalignmentof two stringsx and
y with respectto a givenscoringfunctions. A dynamicprogrammingalgorithm
calledtheNeedleman-Wunschalgorithmsolvesthisproblemin anumberof steps
proportionalto theproductof thelengthsof thetwo sequences.A straightforward
implementationof this algorithm requiresspaceproportionalto the productof
the lengthsof the two sequences,but thereis a re�nementwhich, at the costof
doublingtheexecutiontime,reducesthespacerequirementto m � logn, wherem
andn arethelengthsof theshorterandthelongerof thetwo sequences.
A relatedproblemis thatof local alignment,in which we seekthehighestscore
of analignmentbetweenconsecutive subsequencesof x andy, wherethesesub-
sequencesmay be chosenas desired. Suchan alignmentis intendedto reveal
theextentof local similarity betweensequencesthatmaynot beglobally similar.
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This problemcanbesolvedwithin thesametime andspaceboundsastheglobal
alignmentproblem,usinga dynamicprogrammingalgorithmdue to Smith and
Waterman.
A gapis asequenceof consecutivecolumnsin analignmentin whicheachsymbol
of oneof thesequences(xI or yI ) is thespacesymbol(–). Gapstypically corre-
spondto insertionsor deletionsof residuesequencesover thecourseof evolution.
Becausemutationscausingsuchinsertionsanddeletionsmaybeconsideredasin-
gle evolutionaryevent (andmay be nearlyas likely as the insertionor deletion
of a singleresidue),we maywish to assigna (negative) scoreto a gapwhich is
greaterthanthesumof the(negative) scoresof its columns.Theabove dynamic
programmingalgorithmscanbeadaptedfor thispurpose.
Oneof themostcommonlyoccurringtasksin computationalgenomicsis to search
adatabasefor sequencessimilar to agivensequence.BLAST is asetof programs
designedfor thispurpose.Ideally, it wouldbedesirableto scanthroughtheentire
databasefor high-scoringlocal alignments,but this would requirea prohibitive
amountof computation.Instead,a �ltering programis usedto �nd regionsof the
databaselikely to have a high-scoringlocal alignmentwith thegivensequences;
thefull localalignmentalgorithmis thenusedwithin theseregions.Oneprinciple
underlyingthe �ltering programis that two sequencesarelikely to have a high-
scoringlocal alignmentonly if thereis a reasonablylong exact matchbetween
them.

Multiple Alignment The conceptof an alignmentcan be extendedto align-
mentsof several sequences.A multiplealignmentof thesequencesx1

�

x2
��/�/�/��

xn
is ann-tuple � xI1

�

xI2

��/�/�/
�

xIn � of sequencesof equallengthwhere,for i
�

1
�

2
��/�/�/��

n,
thesequencexIi is obtainedfrom xi by insertingoccurrencesof thespacesymbol.
Justas in the caseof a pairwisealignment,the scoringof a multiple alignment
is basedon a symmetricscorefunction from � S ‹•B –

D

�

2 into the real numbers;
usually we take s � –

�

–� to be zero. The scoreof a multiple alignmentis then
computedcolumnby column. The sum-of-pairs scoringmethod, in which the
scoreof amultiplealignmentis thesumof s � a

�

b� overall alignedpairsof symbol
occurrences,is a naturalchoice,with theconvenientpropertythatthescoreof an
alignmentis thesumof thescoresof its inducedpairwisealignments.
For the commonlyusedscoringmethods,the problemof �nding a maximum-
scoremultiple alignmentof a setof sequencesis NP-hard,andvariousheuristics
areusedin practice.

Hidden Mark ov Models Multiple alignmentsareanimportanttool for exhibit-
ing thesimilaritiesamonga setof sequences.HiddenMarkov Models(HMMs)
provide a more�e xible probabilisticmethodof exhibiting suchsimilarities. An
HMM is aMarkov chainthatstochasticallyemitsanoutputsymbolin eachstate.
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It is speci�edby a�nite setof states,a �nite setof outputsymbols,aninitial state,
transitionprobabilitiesp � q

�

qI � , andemissionprobabilitiese� q
�

b� . Herep � q
�

qI � is
theprobabilitythatthenext stateis qI giventhatthepresentstateis q, ande� q

�

b�

is theprobabilityof emittingoutputsymbolb in stateq. In typical biologicalap-
plicationsthe outputsymbolsareresidues(nucleotidesor aminoacids),andan
HMM is usedto representthestatisticalfeaturesof a family of sequences,suchas
thefamily of globin proteins.A subsequentsectiondescribestheconstructionof
anHMM representingthestatisticalfeaturesof humangenes.
An HMM for a family of sequencesshouldhave the propertythat sequencesin
thefamily tendto begeneratedwith higherprobabilitythanothersequencesof the
samelength.In view of this property, onecanjudgewhetherany givensequence
lies in thefamily by computingtheprobability thattheHMM generatesit, a task
thatcanbeperformedef�ciently by asimpledynamicprogrammingalgorithm.
In orderto constructa hiddenMarkov modelof a family of sequences,oneneeds
a training setconsistingof representative sequencesfrom the family. The �rst
stepin constructingthe HMM is to choosethe setof statesandthe initial state
andto specifywhichtransitionprobabilitiesandwhichemissionprobabilitiescan
benonzero.Thesechoicesareguidedby themodeler's knowledgeof thefamily.
Given thesechoices,onecanusetheEM-algorithmto choosethenumericalval-
uesof the nonzerotransitionprobabilitiesandemissionprobabilitiesin orderto
maximizetheproductof theemissionprobabilitiesof thesequencesin thetraining
set.

SequenceAssembly

The genomesof differentorganismsvary greatlyin size. Thereareabout3 bil-
lion basepairsin the humangenome,120 million in the genomeof the fruit �y
Drosophilamelanogaster, and4.7million in thegenomeof thebacteriumE. coli.
Thereis nomagicmicroscopethancansimplyscanacrossagenomeandreadoff
thebases.Instead,genomesaresequencedby extractingmany fragmentscalled
readsfrom thegenome,sequencingeachof thesereads,andthencomputationally
assemblingthegenomefrom thesereads.Thetypical lengthof areadis about500
bases,andthetotal lengthof all thereadsis typically � ve to eighttimesthelength
of thegenome.Thereadscomefrom initially unknown locationsdistributedmore
or lessrandomlyacrossthegenome.Theprocessof sequencinga readis subject
to error, but theerrorrateis usuallylow.
Shotgunsequencingis conceptuallythesimplestway to assembleagenomefrom
a setof reads. In this methodthe readsarecomparedin pairs to identify those
pairs that appearto have a signi�cant overlap. Thenthe readsarealignedin a
mannerconsistentwith asmany of theseoverlapsaspossible.Finally, themost
likely genomicsequenceis derivedfrom thealignment.
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During the 1990sThe Institutefor GenomicResearch(TIGR) usedthe shotgun
methodto sequencethe genomesof many microorganisms,of sizeup to about
� ve megabases.However, the methodwasnot believed to be applicableto or-
ganisms,suchasHomosapiens, having muchlarger genomescontainingmany
repeatfamilies. Repeatfamiliesaresequencesthat arerepeatedwith very little
variationthroughouta genome.For example,theALU repeatfamily consistsof
nearlyexact repetitionsof a sequenceof about280basescoveringabout10 per-
centof thehumangenome.Repeatfamiliesin agenomecomplicatethesequence
assemblyprocess,sincematchingsequenceswithin two readsmay comefrom
distinctoccurrencesof a repeatsequenceandthereforeneednot indicatethat the
readsoverlap.
TheHumanGenomeProject,an internationaleffort coordinatedby theU.S.De-
partmentof Energy andtheNationalInstitutesof Health,favorsadivideandcon-
querapproachover theshotgunsequencingapproach.Thebasicideais to reduce
thesequencingof theentiregenometo thesequencingof many fragmentscalled
clonesof lengthabout130,000baseswhoseapproximatelocationsonthegenome
have beendeterminedby aprocesscalledphysicalmapping.
In 1998thebiologistCraigVenterestablishedCeleraGenomicsasa rival to the
HumanGenomeProjectand set out to sequencethe humangenomeusing the
shotgunsequencingapproach.Venterwasjoinedby thecomputerscientistGene
Myers,whohadconductedmathematicalanalysesandsimulationstudiesindicat-
ing that theshotgunsequencingapproachwould work provided thatmostof the
readswereobtainedin pairsextractedfrom theendsof shortclones.Theadvan-
tageof usingpairedreadsis that theapproximatedistancebetweenthetwo reads
is known. Thisaddedinformationreducesthedangerof falselyinferringoverlaps
betweenreadsthatareincidentwith differentmembersof thesamerepeatfamily.
Celerademonstratedthefeasibility of its approachby completingthesequencing
of Drosophilamelanogaster(thefruit �y) in March2000.
In February2001CeleraandtheHumanGenomeProjectindependentlyreported
on their efforts to sequencethehumangenome.Eachgrouphadobtaineda rough
draft sequencecovering upwards of 90 percentof the genomebut containing
numerousgapsandinaccuracies.Both groupsarecontinuingto re�ne their se-
quences.The relative merits of their contrastingapproachesremaina topic of
debate,but thereis nodoubtaboutthesigni�canceof their achievement.

GeneFinding

Although the sequencingof thehumangenomeis a landmarkachievement,it is
not an end in itself. A string of threebillion A's, C's, T's, andG's is of little
valueuntil themeaninghiddenwithin it hasbeenextracted.This requires�nding
the genes,determininghow their expressionis regulated,and determiningthe

22



functionsof the proteinsthey encode. Theseare amongthe goalsof the �eld
of functionalgenomics. In this sectionwe discussthe �rst of thesetasks,gene
�nding.
Living organismsdivide into two mainclasses:prokaryotes,suchasbacteriaand
blue-greenalgae,in which thecell doesnot have a distinctnucleus,andeukary-
otes,in which thecellscontainvisibly evidentnucleiandorganelles.Gene�nd-
ing within prokaryotesis relatively easybecauseeachgeneconsistsof a single
contiguoussequenceof bases.In highereukaryotes,however, a genetypically
consistsof two or moresegmentscalledexonsthat codefor partsof a protein,
separatedby noncodingintervening segmentscalled introns. In the processof
transcriptionthe entiresequenceof exonsand introns is transcribedinto a pre-
mRNA transcript. Thentheintronsareremovedandtheexonsaresplicedtogether
to form themRNA transcriptthatgoesto a ribosometo betranslatedinto protein.
Thusthetaskof geneidenti�cation involvesparsingthegenomicregionof agene
into exonsandintrons. Often this parsingis not unique,so that the samegene
can codefor several different proteins. This phenomenonis called alternative
splicing.
Theidenti�cation of ageneandits parsinginto exonsandintronsis basedonsig-
nalsin thegenomicsequencethathelpto identify thebeginningof the �rst exon
of a gene,the endof the last exon, andthe exon-intronboundariesin between.
Someof thesesignalsderive from thenatureof thegeneticcode.De�ne a codon
asa triplet of DNA bases.Sixty-oneof the sixty-four codonscodefor speci�c
aminoacids. Oneof these(ATG) is alsoa startcodondeterminingthe startof
translation.Theotherthreecodons(TAA, TAG, andTGA) arestopcodonswhich
terminatetranslation.It follows thattheconcatenationof all theexonsstartswith
ATG (with occasionalexceptions)and endswith oneof the threestop codons.
In addition,eachintron muststartwith GT andendwith AG. Therearealsoim-
portantstatisticaltendenciesconcerningthe distribution of codonswithin exons
andintronsandthedistribution of basesin certainpositionsneartheexon-intron
boundaries.Thesedeterministicsignalsandstatisticaltendenciescanbe incor-
poratedinto a hiddenMarkov model for generatinggenomicsequence.Given
a genomicsequence,onecanusea dynamicprogrammingalgorithmcalledthe
Viterbi algorithmto calculatethemostlikely sequenceof statesthatwould occur
during the emissionof the given sequenceby the model. Eachsymbol is then
identi�ed asbelongingto anexon,intron,regulatoryregion,etc.,accordingto the
statethattheHMM residedin whenthesymbolwasemitted.
Anotherapproachto gene�nding is basedon theprinciplethatfunctioninggenes
tendto be preserved in evolution. Two genesin differentspeciesaresaidto be
orthologousif they arederivedfrom thesamegenein acommonancestralspecies.
In a pair of speciesthatdivergedfrom oneanotherlatein evolution, suchasman
andmouse,onecanexpectto �nd many orthologouspairsof geneswhichexhibit
ahigh level of sequencesimilarity; hencethefactthatasequencefrom thehuman
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genomehasahighly similarcounterpartin themouseincreasesthelikelihoodthat
both sequencesaregenes.Thusonecanenhancegene�nding in both manand
mouseby aligningthetwo genomesto exhibit possibleorthologouspairsof genes.

PhylogenyConstruction

Theevolutionaryhistoryof ageneticallyrelatedgroupof organismscanberepre-
sentedby aphylogenetictree. Theleavesof thetreerepresentextantspecies.Each
internalnoderepresentsa postulatedspeciationeventin which a speciesdivides
into two populationsthat follow separateevolutionarypathsandbecomedistinct
species.
The constructionof a phylogenetictreefor a groupof speciesis typically based
onobservedpropertiesof thespecies.Beforetheeraof genomicstheseproperties
wereusuallymorphologicalcharacteristicssuchasthepresenceor absenceof hair,
fur, or scalesor thenumberandtype of teeth. With the advent of genomicsthe
treesareoftenconstructedby computerprogramsbasedoncomparisonof related
DNA sequencesor proteinsequencesin thedifferentspecies.
An instanceof the phylogeny constructionproblemtypically involvesn species
andm characters. For eachspeciesandeachcharactera characterstateis given.
If, for example,thedataconsistsof proteinsequencesof acommonlengthaligned
without gapsymbols,thentherewill bea characterfor eachcolumnof thealign-
ment,andthecharacterstatewill betheresiduein thatposition. Theoutputwill
bea rootedbinarytreewhoseleavesarein one-to-onecorrespondencewith then
species.
The informal principle underlyingphylogenetictreeconstructionis that species
with similar characterstatesshouldbe closetogetherin the tree. Different in-
terpretationsof this principleyield differentformulationsof thetreeconstruction
problemasanoptimizationproblem,leadingto several classesof treeconstruc-
tion methods. In all cases,the resultingoptimizationproblemis NP-hard. We
shall discussparsimonymethods, distance-basedmethods, andmaximum-likeli-
hoodmethods.

Parsimony Methods Theinternalnodesof a phylogenetictreeareintendedto
representancestralspecieswhosecharacterstatescannotbe observed. In parsi-
monymethodsof treeconstructionthetaskis to constructa treeT andanassign-
mentA of characterstatesto theinternalnodesto minimizethesum,overall edges
of thetree,of thenumberof changesin characterstatealongtheedge.

Distance-BasedMethods Distance-basedmethodsarebasedon theconceptof
anadditivemetric. De�ne a weightedphylogenetictreeT asa phylogenetictree
in which a nonnegative length l � e� is associatedwith eachedgee. De�ne the
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distancebetweentwo speciesasthesumof the lengthsof theedgeson thepath
betweenthe two speciesin the tree. Theresultingdistancefunction is calledthe
additivemetricrealizedby T.
Distance-basedmethodsfor phylogeny constructionarebasedon the following
assumptions:

1. Thereis awell-de�nedevolutionarydistancebetweeneachpairof species,and
thisdistancefunctionis anadditive metric.

2. The“correct” phylogenetictree,togetherwith appropriatelychosenedgedis-
tances,realizesthisadditive metric.

3. The evolutionarydistancesbetweentheextant speciescanbeestimatedfrom
thecharacterstatedatafor thosespecies.

This suggeststhefollowing additivemetricreconstructionproblem: Givena dis-
tancefunction D de�ned on pairsof species,constructa treeanda setof edge
distancessuchthattheresultingadditivemetricapproximatesD ascloselyaspos-
sible(for a suitablemeasureof closenessof approximation).
Thefollowing is anexampleof a simplestochasticmodelof molecularevolution
which implies that the distancesbetweenspeciesform an additive metric. The
modelsusedin practicearesimilar, but morecomplex.
Themodelis speci�edby aweightedphylogenetictreeT with edgelengthsl � e� .
Thefollowing assumptionsaremade:

1. All differencesbetweenthecharacterstatesof speciesaredueto randommu-
tations.

2. Eachedgeerepresentsthetransitionfromanancestralspeciesto anew species.
Independentlyfor eachcharacter, thenumberof mutationsduring this transition
hasaPoissondistribution with meanl � e� .

3. Whenever a mutationoccurs,thenew characterstateis drawn uniformly from
thesetof all characterstates(notexcludingthecharacterstatethatexistedbefore
themutation).

Theneighbor-joiningalgorithmis awidely usedlinear-timealgorithmfor thead-
ditive metric reconstructionproblem. Whenever the given distancefunction D
is an additive metric, the neighbor-joiningalgorithm producesa weightedtree
whosemetric is D. The neighbor-joiningalgorithmalsoenjoys the propertyof
asymptoticconsistency. This meansthat, if the datais generatedaccordingto
thestochasticmodeldescribedabove (or to certaingeneralizationsof thatmodel)
then,asthenumberof characterstendsto in�nity , thetreeandedgeweightspro-
ducedby theneighbor-joiningalgorithmwill convergeto thecorrecttreeandedge
weightswith probabilityone.
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Maximum Lik elihood Methods Maximumlikelihoodmethodsfor phylogeny
constructionarebasedonastochasticmodelsuchastheonedescribedabove. Let
Ax betheobservedassignmentof statesfor characterx to theextantspecies.For
any modelM

�

� T
�

l � specifyingthetreestructureandtheedgelengths,let Lx � M �

be the probability of observingthe assignmentAx, given the modelM. De�ne
L � M � , the likelihoodof modelM, asthe productof Lx � M � over all charactersx.
Thegoalis to maximizeL � M � overthesetof all models.Thisproblemis NP-hard,
but near-optimalsolutionscanbefoundusingacombinationof thefollowing three
algorithms:

1. anef�cient algorithmbasedondynamicprogrammingfor computingthelike-
lihoodof amodelM

�

� T
�

l � ;

2. an iterative numericalalgorithmfor optimizing the edgelengthsfor a given
tree;i.e.,computingF � T �

�

maxl L � T
�

l � ;

3. a heuristic algorithm for searchingin the space of trees to determine
maxTF � T � .

GenomeRearrangement In comparingcloselyrelatedspeciessuchascabbage
and turnip or man andmouse,oneoften �nds that individual genesarealmost
perfectlyconserved,but their locationswithin thegenomeareradicallydifferent.
Thesedifferencesseemto arisefrom global rearrangementsinvolving thedupli-
cation,reversal,or translocationof largeregionswithin a genome.This suggests
thatthedistancebetweengenomesshouldbemeasurednot only by countingmu-
tations,but alsoby determiningthenumberof large-scalerearrangementsneeded
to transformonegenometo another.
To studytheseproblemsmathematicallywe view a genomeasa sequenceof oc-
currencesof genes,de�ne asetof primitive rearrangementoperations,andde�ne
the distancebetweentwo genomesasthe numberof suchoperationsneededto
passfrom onegenometo theother. As anexample,considerthecaseof two ge-
nomesthatcontainthesamen genesbut in differentorders,andin whichtheonly
primitive operationis the reversalof a sequenceof consecutive genes.Eachge-
nomecanbemodeledasa permutationof B 1

�

2
��/�/�/��

n
D

(i.e.,a sequenceof length
n containingeachelementof B 1

�

2
��/�/�/��

n
D

exactly once),and we are interested
in the reversal distancebetweenthe two permutations,de�ned asthe minimum
numberof reversaloperationsrequiredto passfrom onepermutationto theother.
To make theproblemmorerealisticwe cantake into accountthatgenesareori-
entedobjectsandthatthereversalof a segmentnot only reversestheorderof the
geneswithin it, but alsoreversestheorientationof eachgenewithin thesegment.
In this caseeachgenomecanbemodeledasa signedpermutation, i.e., a permu-
tation with a sign ( � or � ) attachedto eachof the n elements,andthe reversal
operationreversesthe orderof a sequenceof consecutive elementsandthe sign

26



of eachof theseelements.It turnsout thattheproblemof computingthereversal
distancebetweentwo (unsigned)permutationsis NP-hard,but thereis anelegant
quadratic-timealgorithmfor computingthereversaldistancebetweentwo signed
permutations.

DNA Micr oarrays

In this sectionwe describea key technologyfor measuringthe abundancesof
speci�c DNA or RNA moleculeswithin a complex mixture,andwe describeap-
plicationsof this technologyto thestudyof associationsbetweenpolymorphisms
anddisease,to theclassi�cationandclusteringof genesandbiological samples,
andto theanalysisof geneticregulatorynetworks.
Two orientedDNA moleculesx andy arecalledcomplementaryif y canbe ob-
tainedby reversingx andreplacingeachbaseby its complementarybase,where
thepairs(A,T) and(C,G) arecomplementary. Thereis a similar notionof com-
plementaritybetweenRNA andDNA. Hybridizationis the tendency of comple-
mentary, or nearlycomplementary, moleculesto bind together.
Speci�c moleculeswithin acomplex sampleof DNA or RNA canbeidenti�ed by
detectingtheir hybridizationto complementaryDNA probes. A DNA microarray
is aregulararrayof DNA probesdepositedatdiscreteaddressablespotsonasolid
surface;eachprobeis designedto measurethe abundanceof a speci�c DNA or
RNA moleculesuchasthemRNA transcriptof a gene.It is possibleto manufac-
tureDNA microarrayswith tensof thousandsof spotson a surfacethesizeof a
postagestamp.
Herewe concentrateon theapplicationsof DNA microarrays,omitting all tech-
nologicaldetailsaboutthemanufactureof thearrays,theapplicationof DNA or
RNA samplesto thearrays,andthemeasurementof hybridization.It is important
to note,however, thatatthepresentstateof theart themeasurementsaresubjectto
largeexperimentalerror. Methodsof experimentaldesignandstatisticalanalysis
arebeingdevelopedto extractmeaningfulresultsfrom thenoisymeasurements,
but currentlyonecanobtainonly a roughestimateof theabundanceof particular
moleculesin thesample.

AssociationsbetweenPolymorphismsand Disease

Thegenomesof any two humansdiffer considerably. Eachof uscarriesdifferent
alleles(commonlyoccurringvariant forms) of genesandpolymorphisms(local
variationsin thesequence,typically dueto mutations).Of particularinterestare
Single-NucleotidePolymorphisms(SNPs)causedby mutationsat a singleposi-
tion. Severalmillion commonlyoccurringSNPswithin thehumangenomehave
beenidenti�ed. It is of greatinterestto �nd statisticalassociationsbetweena
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genotype(thevariationswithin an individual's genome)andphenotype(observ-
ablecharacteristicssuchaseye color or the presenceof disease).Somegenetic
diseasesresultfrom a singlepolymorphism,but morecommonlytherearemany
geneticvariationsthat in�uence susceptibilityto a disease;this is the casefor
atherosclerosis,diabetes,andthemany typesof cancer. Microarraysarea funda-
mentaltool for associationstudiesbecausethey enableanexperimenterto apply
DNA probesfor thousandsof different polymorphismsin a single experiment.
The statisticalproblemsof �nding subtleassociationsbetweenpolymorphisms
andcomplex diseasesarecurrentlybeinginvestigatedintensively.

Classi�cation and Clustering Basedon Micr oarray Data

Microarrayscanbeusedto identify thegeneticchangesassociatedwith diseases,
drug treatments,or stagesin cellular processessuchasapoptosis(programmed
cell death)or thecycleof cell growth anddivision. In suchapplicationsanumber
of arrayexperimentsareperformed,eachof which producesnoisymeasurements
of theabundancesof many genetranscripts(mRNAs) underagivenexperimental
condition. The processis repeatedfor many conditions,resultingin a geneex-
pressionmatrix in which the rows representexperiments,the columnsrepresent
genes,andtheentriesrepresentthemRNA levelsof thedifferentgeneproductsin
thedifferentexperiments.A fundamentalcomputationalproblemis to �nd signi�-
cantstructurewithin thisdata.Thesimplestkind of structurewould beapartition
of the experiments,or of the genes,into subclasseshaving distinct patternsof
expression.
In thecaseof supervisedlearningoneis givenindependentinformationassigning
aclasslabelto eachexperiment.For example,eachexperimentmightmeasurethe
mRNA levelsin a leukemiaspecimen,andaphysicianmight labeleachspecimen
aseitheran acutelymphoblasticleukemia(ALL) or an acutemyeloid leukemia
(AML). Thecomputationaltaskis to constructa decisionrule thatcorrectlypre-
dictstheclasslabelsandcanbeexpectedto generalizeto unknown specimens.In
thecaseof unsupervisedlearningtheclasslabelsarenot available,andthecom-
putationaltaskis to partition the experimentsinto homogeneousclusterson the
basisof their expressiondata.
Typically thenumberof genesmeasuredin microarrayexperimentsis in thethou-
sands,but the classesinto which the experimentsshouldbe partitionedcanbe
distinguishedby theexpressionlevelsof a few dozensof critical genes,with the
othergenesbeingirrelevant,redundant,or of lessersigni�cance.Thustherearises
thefeature selectionproblemof identifying thehandfulof genesthatbestdistin-
guishtheclassesinherentin thedata.Sometimesa geneexpressionmatrix con-
tainslocal patterns,in which a subsetof the genesexhibit consistentexpression
patternswithin a subsetof experiments.Theselocal patternscannotbediscerned
througha globalpartitioningof theexperimentsor of thegenesbut requireiden-
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ti�cation of the relevant subsetsof genesandof experiments.Researchon the
featureselectionproblemandon theproblemof identifying localpatternsis in its
infancy.

SupervisedLearning Machinelearningtheorycaststheproblemof supervised
learningin the following terms.Givena setof training examplesB x1

�

x2
��/�/�/C�

xn
D

drawn from a probability distribution over Rd, togetherwith an assignmentof
a classlabel to eachtraining example,�nd a rule for partitioningall of Rd into
classesthat is consistentwith the classlabelsfor the training examplesand is
likely to generalizecorrectly, i.e.,to givecorrectclasslabelsfor otherpointsin Rd.
Thereis a generalprincipleof machinelearningtheorywhich, informally stated,
saysthat,undersomesmoothnessconditionson theprobabilitydistribution from
which thetrainingexamplesaredrawn, a rule is likely to generalizecorrectlyif

1. eachtrainingexamplelieswithin theregionassignedto its classandis farfrom
theboundaryof thatregion;

2. therule is drawn from a“simple” parametrizedsetof candidaterules.Theno-
tion of simplicity involvesa conceptcalledtheVapnik-Chervonenkisdimension,
which we omit from thisdiscussion.

Onereasonablyeffectivedecisionrule is thenearestneighborrule, whichassigns
to eachpoint thesameclasslabelasthetrainingexampleat minimumEuclidean
distancefrom it.
In thecaseof two classes(positiveexamplesandnegativeexamples) thesupport
vectormachinemethodis oftenused.It consistsof thefollowing two stages:

Mapping into feature space: Map eachtraining examplex to a point f � x�

�

� f 1 � x�

�

f 2 � x�

��/�/�/

� , wherethe i arecalled features. The point f � x� is called the
image of trainingexamplex.
Maximum-margin separation: Find a hyperplanethat separatesthe imagesof
thepositive trainingexamplesfrom theimagesof thenegative trainingexamples
and,amongsuchseparatinghyperplanes,maximizesthe smallestdistancefrom
theimageof a trainingexampleto thehyperplane.

Theproblemof computingamaximum-margin separationis aquadraticprogram-
ming problem. It turnsout that the only informationneededaboutthe training
examplesis the setof inner productsf � x� Tf � y� betweenpairs � x

�

y� of training
examples. It is possiblefor the imagesof the training examplesto be points in
anin�nite-dimensionalHilbert space,aslongastheseinnerproductscanbecom-
puted.Mercer's TheoremcharacterizesthosefunctionsK � x

�

y� which canbeex-
pressedasinnerproductsin �nite- or in�nite-dimensionalfeaturespaces.These
functionsarecalledkernels, andthe freedomto usein�nite-dimensionalfeature
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spacesde�ned throughtheir kernelsis a major advantageof the supportvector
machineapproachto supervisedlearning.

Clustering Clusteringis theprocessof partitioningasetof objectsinto subsets
basedon somemeasureof similarity (or dissimilarity)betweenpairsof objects.
Ideally, objectsin thesameclustershouldbesimilar, andobjectsin differentclus-
tersshouldbedissimilar.
Givenamatrixof geneexpressiondata,it is of interestto clusterthegenesandto
clustertheexperiments.A clusterof genescouldsuggesteitherthatthegeneshave
a similar function in thecell or that they areregulatedby thesametranscription
factors. A clusterof experimentsmight arisefrom tissuesin the samedisease
stateor experimentalsamplesfrom the samestageof a cellular process.Such
hypothesesaboutthe biological origin of a clusterwould, of course,have to be
veri�ed by furtherbiochemicalexperiments.
Eachgeneor experimentcanbeviewedasann-dimensionalvector, with eachco-
ordinatederivedfrom ameasuredexpressionlevel. Thesimilarity betweenpoints
canbede�ned astheinnerproduct,afterscalingeachvectorto Euclideanlength
1. Whenexperimentsarebeingclusteredthevectorsareof very high dimension,
and a preliminary featureselectionstepis requiredto excludeall but the most
salientgenes.
In the K-meansalgorithm the numberof clustersis speci�ed in advance,and
the goal is to minimize the sum of the distancesof points from the centersof
gravity of their clusters.Locally optimalsolutionscanbeobtainedby aniterative
computationwhich repeatsthefollowing step:Givenasetof K clusters,compute
thecenterof gravity of eachcluster;thenreassigneachpoint to theclusterwhose
centerof gravity is closestto thepoint.
Maximumlikelihoodmethodsassumeagivennumberof clustersandalsoassume
thatthepointsin eachclusterhave amultidimensionalGaussiandistribution. The
objectis to choosetheparametersof theGaussiandistributionssoasto maximize
the likelihood of the observed data. In thesemethodsa point is not de�nitely
assignedto a cluster, but is assignedaprobabilityof lying in eachcluster.
Merging methodsstartwith eachobjectin a clusterby itself andrepeatedlycom-
bine the two clustersthat areclosesttogetherasmeasured,for example,by the
distancebetweentheir centersof gravity. Most merging and splitting methods
thathave beenproposedareheuristicin nature,sincethey donot aim to optimize
aclearlyde�ned objective function.

The Logic of Transcriptional Control

Cellular processessuchascell division, programmedcell death,andresponses
to drugs,nutrients,andhormonesareregulatedby complex interactionsamong
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largenumbersof genes,proteins,andothermolecules.A fundamentalproblem
of molecularlife scienceis to understandthenatureof this regulation. This is a
very formidableproblemwhosecompletesolutionseemsto entaildetailedmath-
ematicalmodelingof the abundancesand spatialdistributions within a cell of
thousandsof chemicalspeciesandof theinteractionsamongthem. It is unlikely
thatthisproblemwill besolvedwithin thiscentury.
Oneaspectof the problemthat seemsamenableto mathematicalmethodsis the
logic of transcriptionalcontrol. As Eric Davidsonhasstated,“A largepartof the
answerlies in the genecontrol circuitry encodedin the DNA, its structureand
its functionalorganization.Theregulatoryinteractionsmandatedin thecircuitry
determinewhethereachgeneis expressedin everycell, throughoutdevelopmental
spaceandtime,andif so,atwhatamplitude.In physicaltermsthecontrolcircuitry
encodedin theDNA is comprisedof cis-regulatoryelements,i.e., the regionsin
the vicinity of eachgenewhich contain the speci�c sequencemotifs at which
thoseregulatoryproteinswhich affect its expressionbind; plus the setof genes
which encodethesespeci�c regulatoryproteins(i.e., transcriptionfactors).”
It appearsthatthetranscriptionalcontrolof agenecanbedescribedby adiscrete-
valuedfunction of several discrete-valuedvariables. The value of the function
representsthe level of transcriptionof the gene,andeachinput variablerepre-
sentstheextentto which a transcriptionfactorhasattachedto bindingsitesin the
vicinity of thegene.Thegenesthatcodefor transcriptionfactorsarethemselves
subjectto transcriptionalcontrol andalsoneedto be characterizedby discrete-
valuedfunctions.A regulatorynetwork, consistingof many interactinggenesand
transcriptionfactors,canbedescribedasacollectionof interrelateddiscretefunc-
tionsanddepictedby a “wiring diagram”similar to thediagramof a digital logic
circuit.
Theanalysisof this controlcircuitry involvesbiochemicalanalysisandgenomic
sequenceanalysisto identify the transcriptionfactorsand the sequencemotifs
characteristicof the sitesat which they bind, togetherwith microarrayexperi-
mentswhich measurethetranscriptionalresponseof many genesto selectedper-
turbationsof thecell. Theseperturbationsmayinvolve changesin environmental
factorssuchastemperatureor thepresenceof a nutrientor drug,or interventions
thateitherdisableselectedgenesor enhancetheir transcriptionrates.Themajor
mathematicalchallengesin this areaarethe designof informative perturbations
and the inferenceof the transcriptionallogic from informationabouttranscrip-
tion factors,their bindingsites,andthe resultsof microarrayexperimentsunder
perturbedconditions.
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Der Spieler, der Ästhet und
St. Petersburg
Kann man sich Reichtum erspielen?Ž

Leon Taylor

Esist ein ruhigerWintertag.Die Theaterim ZentrumhabenNightmare on Penn-
sylvaniaAvenuewiederaufgenommen,und die Footballsaisonist vorüber. Aber
hier ist eineMöglichkeit, dieZeit totzuschlagen.Ich habebeimKauf derheutigen
Morgenausgabevon News-FreePresseine MünzeWechselgeldherausgekriegt.
Angenommen,ich werfedieMünzesolange,bisKopf obenist (EndedesSpiels).
WennKopf beimerstenMal erscheint,zahleich IhneneinenDollar; 2$ wenndas
erstmalsbeim zweitenWurf passiert,4$ beim dritten Wurf; et cetera,et cetera,
et cetera,wie derKönig von Siamsagenwürde.Allgemein,wennKopf erstmals
beimn-tenWurf kommt,zahleich Ihnen2n

�

1$ (Gähn!)Nun,wieviel würdenSie
eineTeilnahmeandiesemunterhaltsamenGlücksspieleinsetzen?
WennSiewie einComputerdenken,werdenSieIhreGeldb̈orsesamtKreditkarte,
Wohnungsschlüsselund Weihnachts�ugticket nachTahiti dafür geben.Der Er-
wartungswertdieserlangweiligenWettespaziertnämlichdavongegenunendlich.

1. Unerwarteter Erwartungswert

Schwerzuglauben?Rechnenwir' sunsaus!DerErwartungswertderWetteist die
bestemathematischeScḧatzungfür ihrenWert.Um ihn zuberechnen,müssenSie
alle Möglichkeitenbedenken,wie wahrscheinlichsiesind,undwassie Ihnenim
Falle ihresEintretensbrächten.Ein Beispiel:Angenommenwir hättenvereinbart,
dassich dieMünzenureinmalwerfe.DannhättenSieeineChancevon50%,dass
Kopf kommt,mit demstattlichenGewinn von1$.Undsiehätteneine50%-Chan-
ceaufAdler, die für Sienichtswertwäre.Kopf oderAdler: dasdecktoffenbaral-
lesab. Deshalbist derErwartungswertderWette � 1� 2��k 1$ �7� 1� 2�>k 0$

�

0
/

50$.
‰

VonR. Winkler insDeutschëubersetzterNachdruckdesArtikels:LeonTaylor, Thegambler,
theaesthete, andSt.Pete, Quantum,Jan/Feb1998,pp.20–25.Mit freundlicherGenehmigungdes
Springer-Verlagesc
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Springer-Verlag,New York.
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Aber ich habeversprochen,die Münzenicht nur einmalzu werfen,sondern,un-
geachtetgeschwollenerDaumen,solange,bisKopf erscheint.
WenndiesesgesegneteEreignisbeim zweitenWurf eintritt, bekommenSie 2$.
Um beimzweitenWurf erstmalsKopf zu werfen,müssenwir beimerstenWurf
Adler gehabthaben.Wasist dieWahrscheinlichkeit für Adler zuerstundKopf da-
nach?Ein Wurf beein�usstdenanderennicht,deshalbdürfenwir überdiebeiden
unabḧangigvoneinandernachdenken. Beim erstenWurf ist die Wahrscheinlich-
keit für Adler 50%.BeimzweitenWurf ist dieWahrscheinlichkeit für Kopf 50%.
Wir habendemnachdieChance1/2,biszumzweitenWurf zukommen,unddavon
die Hälfte, dassauchnochbeim zweitenWurf Kopf erscheint.Die Wahrschein-
lichkeit, erstmalsbeimzweitenWurf Kopf zu erhalten,ist daher

1
2

k

1
2 �

1
4

/

Die erwarteteAuszahlungdabeiist � 1� 4�>k 2$
�

0
/

50$.
Doch weiter. Was ist die Wahrscheinlichkeit, dassder ersteKopf beim dritten
Wurf erscheint?Wir müssenbeidenerstenzweiWürfenAdler erhaltenunddann
Kopf. Deshalbbetr̈agt die Wahrscheinlichkeit für den erstenKopf beim dritten
Wurf

1
2

k

1
2

k

1
2 �

1
8

/

Sie sehendasMuster:Die Wahrscheinlichkeit, dassder ersteKopf genaubeim
n-tenWurf auftritt, ist � 1� 2�

n.
Um schließlichdenErwartungswertderWettezu berechnen,sinddie erwarteten
Auszahlungenfür alle möglichenWurfergebnissezu addieren.Schließlichkönn-
ten Sie ja Glück haben;es könntesein,dassbis zum zehntenWurf kein Kopf
auftritt – oderbiszumhundertsten.Wir (undIhr Steuerberater)müssenallediese
Möglichkeiten in Betrachtziehen.Wir wollen etwasPapiersparen(in Wahrheit
allesPapierderWelt) undeineReiheverwenden:

¥

å
n

;

1
� 2n$�

1
2n �

0
�

50$ � 0
�

50$ � 0
�

50$ �

/�/�/

(1)

Dasist eineunendlicheZahl von 50-Cent-M̈unzen.Mehr als die Milchstraßeje
aufnehmenkann.
Warum erhaltenwir diesesseltsameResultat?Bei jeder möglichenWurffolge
gleichendie Aussicht,Kopf zu erhalten,und die Auszahlungeinanderaus.Sie
habendie Chance1/2, Kopf beimerstenWurf zu erhalten,aberdie Auszahlung
wird nur 1 sein.Sie habeneineChancevon nur 1/1024,denerstenKopf beim
zehntenWurf zu erhalten,aberdie Auszahlungwird 512$ sein.Die erwartete
Auszahlungist stets0,50$. Aber SiekönnendenerstenKopf bei jedembeliebi-
genvon unendlichvielenWürfenhaben.Die WetteumfasstdieseUnendlichkeit
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von Möglichkeiten,deshalbdivergiert das,waswir locker den”Erwartungswert“
genannthaben,– wir könnenihn nicht wirklich berechnen– gegenunendlich.
SchwerwiderstehtmanderVersuchung,zusagen:”Naẗurlich kannderWertnicht
endlichsein.Die Summebestehtja ausunendlichvielenTermen!“ Aber nehmen
Sie an, Sie könntennur 1$ gewinnen,egal wann Sie denerstenKopf erzielen.
DannwärederErwartungswertderWette

¥

å
n

;

1
� 1$�

1
2n �

0
�

50$ � 0
�

25$ � 0
�

125$ �

/�/�/

(2)

Dasist aucheineunendlicheReihe,aberdie Gliederwerdenkleinerundkleiner,
schrumpfengleichsamzu einemAtom, einemNeutromeinemQuark

/�/�/

Bemer-
kenswerterweisesummiertsichdieseReihezu 1 auf. ÜberzeugenSiesichselbst:
Stecken Sie dasProblemin Ihren Rechnerund lassenSie ihn ein paarStunden
rechnen.OderTage.OderversuchenSiedas:

Problem 1: NehmenSiedie Formelfür die Summeeinerunendlichengeometri-
schenReihezurHand.VerwendenSiedieseundbeweisenSie,dass(2) gegen1$
konvergiert.

NunbetrachtenSienochmals(1). DieseReihe,diegegenunendlichstrebt,fordert
eineNachdenkpause.EineWettemit unendlicherAuszahlung!
Aber Sie würdennicht wirklich Ihr gesamtesVermögenfür dieseWettemit un-
endlicherAuszahlungeinsetzen.Warumnicht?

2. Ein realistischeresSpiel

Vielleicht bezweifelnSie(meineFrautut das),dassich unendlichreichsei.Dann
kannich Ihnen,selbstfür einesehrlangeFolge,nur zahlen,wasich besitze.Und
daswird dieAuszahlungbeschr̈anken,dieSieerwartenkönnen.Der franz̈osische
Mathematiker Poissonzeigtedasan einemelegantenBeispiel.Nehmenwir aus
Bequemlichkeit an,dassin der Wette2n$ für denerstenKopf beim n-ten Wurf
vereinbartsind und dassich nur einengewissenBetragM besitze.Denken Sie
überdiesesSpielnach:Ich vereinbare,dassich dieMünzehöchstensN Mal werfe
oderbisKopf erscheint,je nachdemwelcherFall frühereintritt. Auszahlenwerde
ich nur, wasich kann.Naẗurlich könnenwir N sogroßmachenwie wir wollen.
Wie großmein riesigesVermögenist, hat einenEin�uss darauf,wieviel ich da-
von habe,wennerstsp̈at Kopf auftritt. Um diesgenauerzu verstehen,brauchen
wir eineBeziehungzwischenmeinemVermögenund der Zahl der Würfe. Aus
Gründen,die (hoffentlich) bald klar werden,würdePoissonmein Vermögenals
M

�

2v
� 1 � h� schreiben.Dabeiist v eineganzeZahl,diewir nachhermit derZahl

derWürfevergleichenkönnen,und0 • h ^ 1. Zuerstwerdenwir einv �nden, das
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die GrößeM meinesVermögensann̈ahert,dannwählenwir h so,um diesexakt
zu machen.Und jetzthervor mit demTaschenrechner

/�/�/

Problem2: Angenommen,meinVermögenM betrage67,5Mio. $ (scḧonwär's!).
Wassindv undh?

Wie immerv auchgewählt sei,sehenwir unsan,wasnachv Würfenpassiert.Ihr
Erwartungswertfür dieWettefür dieseWürfe ist

1
2

2 �

1
4

4 �

/�/�/

�

1
2v2v

�

1 � 1 �

/�/�/

� 1
�

v
/

ErinnernSie sich an M
�

2v
� 1 � h� , und das ist mindestens2v. Wenn ich die

Münzemindestensv Male werfen muss,bevor Kopf erscheint,dannmussich
Ihnenalleszahlen,wasich habe,also2v

� 1 � h� . Also ist derErwartungswertder
Wette(nicht nur für dieerstenv Würfe)

v � 2v
� 1 � h�

1
2v (3)

oder
v � 1 � h

/

(4)

Ihr Erwartungswertfür dieWettebleibtalsozwischenv � 1 undv � 2.Wennmein
VermögenzumBeispiel67,5Mio. $ betr̈agt,werdenSiefür dieWettenicht mehr
als27$ oder28$ einsetzen.

Problem3: Woherwissenwir, dass(3) stimmt?

Problem4: ZeigenSie,dassdasSpielbeieinemVermögenvon67,5Mio. $ nicht
mehrals27$ oder28$ wert ist.

DieseberechnetenWerte– 27$ oder28$ – wirken plausibel.Jedochwird über
Poissonüberliefert:

”
Wenn er zu wählenhatte,etwa zwischenzwei gegens̈atz-

lichen Ideendiejenige,auf die er seinetheoretischenÜberlegungenanwenden
sollte,erwiessichseineEntscheidung̈ublicherweisealsfalsch.“ Auch wennetwa
Caesar's Palacein Las Vegasein geringeresVermögenhat als die New Yorker
Notenbank,somussdie Möglichkeit einesBankrottsnicht derGrunddafür sein,
dassSienureinpaarDollar für dieWetteriskierenwürden.Der franz̈osischeMa-
thematiker JosephBertrandwandteein,dassdasHausdiemaximaleAuszahlung
im Spiel stetsdurch Änderungder Einheitenlimitieren kann.Nehmenwir an,
dasVermögensei600.000$ oder60.000.000Pennies.Dannwürdefür Kopf beim
erstenWurf nur einenPenny ausbezahlt,odereinenKupferspanoderein Sand-
korn oderein Wasserstoffmolekül.

”
Die Angst vor Insolvenzkannunbeschr̈ankt

reduziertwerden“ , sagteBertrand.Ob Sie nun die Bank sprengenodernicht, es
bleibt immer nochdie grundlegendeFrage:Warumwürdendie meistenvon uns
nurwenigeDollar für eineWettemit einemErwartungswertvonvielenTausenden
Dollar zahlen?
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3. Siewettenum Ihr Leben

Ein weitererZugangzudemProblembestehtdarin,ähnlicheWettenin derrealen
Welt zu betrachtenund zu fragen,warumMenschendafür nicht alleseinsetzen
würden.Denkenwir aneinenAkteur, der Insolvenznie zu fürchtenscheint– die
Regierung.Sie gebeLosein einerLotterie aus.Los 1 zahle1$ aus,wennKopf
beimerstenWurf kommt.Los2 zahle2$, wennKopf nichtvor demzweitenWurf
kommt,Los 3 zahlt4$, wennKopf nicht vor demdrittenWurf nicht kommt.Los
4 zahlt8$, wennKopf nicht vor demviertenWurf kommt.Und soweiter. Für 50
Centpro Stück würdenSievielleicht die Lose1 und2 kaufen.Aber würdenSie
Los 50.000.000kaufen?Nicht nachAntoine-AugustinCournot,demBegründer
dermathematischen̈Okonomie.Er verwiesaufdie franz̈osischeLotterie,wo man
fünf Zahlenaus90ausẅahlteundaufgewisseKombinationenwettete.Die Lotte-
rie hatmangelsNachfragejeneWettezurückgezogen,wo aufeinespezielleKom-
binationvon fünf Zahlengesetztwurde.

”
Man stellt sich vor“ , schriebCournot,

”
dasseseineUntergrenzefür dieGewinnchancegebenmuss.“

Mag sein,dassgewisseWahrscheinlichkeiten unterder Schwelleder Wahrneh-
mung liegen. Im achtzehntenJahrhundertwar die Wahrscheinlichkeit, dassein
56-jährigerMannüberNachtstirbt, etwa 1:10.000.Die meistenMännerin ihren
bestenJahrenverschwendenkeinendüsterenGedanken an die Möglichkeit, vor
demnächstenFrühsẗuck zu sterben.Entsprechendkönntemandie Wahrschein-
lichkeit von 1:10.000alsunterhalbderWahrnehmungsschwellebetrachten,sagte
der franz̈osischeNaturalistBuffon. WennSiedenErwartungswertmeinerWette
berechnen,werdenSiedieseundkleinereWahrscheinlichkeitenmit Null gleich-
setzen.(Sie werdensich vielleicht fragen,warumBuffon nicht die Wahrschein-
lichkeit wählte,dassein Mann in seinen20ernüberNachtstürbe.Vielleicht lag
dasdaran,dassBuffon mit diesemAlter ein Duell gefochtenhatte,alsStudentin
Angers.Mit denJahrenwurdeervorsichtiger, sosehr, dasserdasGlücksspielals
le mal épid́emiquebezeichnete.)
Als erfahrenerPraktiker, derdasUnendlichealsuneidéedeprivation betrachte-
te, schienBuffon dafür prädestiniert,die Thesezu entwickeln, dassgewisseEr-
eignissezu unwahrscheinlichseien,als dasswir unsdarumkümmerten.Als der
englischeHistoriker Edward Gibbondavon hörte, tat er esals lächerlichabund
schrieb:”AngenommeneswäreeineöffentlicheLotterieausgeschriebenzurAus-
wahl einessofortigenTodesopfers,undunserNamestündeaufeinemvon10.000
Losen.Solltenwir völlig unbeschwertsein?“
WürdeneineMillion Losedie moderneSeeleberuhigen?Die Bundesbeḧorden
lassengef̈ahrlicheSubstanzennur in solchenKonzentrationenzu, dassweniger
alsein TodesopferuntereinerMillion während70JahrentäglicherNahrungsauf-
nahmezu erwartensind.Nehmenwir alsoschonkleinereWahrscheinlichkeiten
wahr als unsereVorfahren?Vielleicht. Odervielleicht fürchtenwir dasSterben
mehr?Die FestlegungeinerSchwellenwahrscheinlichkeit beginnt willk ürlich zu
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erscheinen.Condorcetschlugvor, als SchwelledasRisiko einer Fahrt mit der
Fährevon Dover nachCalaiszu nehmen.Daswar vor der Franz̈osischenRevo-
lution. (AngesichtsseinesSchicksalshätteCondorcetalskleineresRisiko sicher
jenesfür die Segelfahrt von Calaisangesehen.Er kam in franz̈osischenGef̈ang-
nissenum.)Würdenwir heutzutagedieGefahr, im ÄrmelkanalaufdemWeg nach
Frankreichzu ertrinken alszu klein erachten,um in Erwägunggezogenzu wer-
den?

4. Familienfehde

Am einfachstenmachenSie abschließendein Gedankenexperiment.Angenom-
men,ein CasinokönnteunendlichhoheBetr̈ageauszahlen.WürdenSie Ihr ge-
samtesEinkommenfür dieseWetteriskieren?Ich nicht.
Aber warumweigernsichMenschen,Wettenmit unendlichenAuszahlungenan-
zunehmen– dasheißtmit einemunendlichenmathematischenErwartungswert?
Die ber̈uhmtesteLösungdiesesProblemsstammtvon DanielBernoulli, der über
dieFragenachdachte,wie sieseinCousinsNikolausgestellthatte.Die Bernoullis
wareneineangeseheneabergeradezuverhexte Familie von Mathematikern.Als
Protestantenin denspanischenNiederlandenwarensie zur Zeit der Spanischen
Furievor denMassakern1583durchKatholikenausAntwerpenge�ohen.Sielie-
ßensich schließlichin der SchweizerStadtBaselnieder, wo sie begannen,sich
gegenseitigaufsubtileWeisezu verfolgen.
Denndie Familie derBernoulliswar durchdie Eifersuchtgespalten.Danielsre-
bellischerOnkel JakobwurdeAstronomnachdemMotto Invito patre, sidera ver-
so: GegenmeinesVatersWillen greife ich nachdenSternen.Jakob war auchein
hervorragenderMathematiker. Er wardererste,dereinenVorschlagunterbreitete,
wie Wahrscheinlichkeitenvon Ereignissenwie dem,nachzehnWürfen erstmals
Kopf zu erhalten,zu berechnenseien.Geheimunterrichteteer seinenjüngeren
BruderJohannin Mathematik,dersichseinesVatersWunsch,er solleGescḧafts-
mannwerden,widersetzte.JohannerwiessichalsgelehrigerStudent– zugelehrig
für Jakob,derfürchtete,dassihn seinBruderalsMathematiker anderUniversiẗat
Baselverdr̈angenwürde.Vielleicht hatteer halbRecht:Als er 1705starb,folgte
ihm JohannaufseinerPositionnach.
Arrogant,hoheitsvoll, distanziertund selberder ber̈uhmtesteMathematiker sei-
nerZeit, betrachteteermit ArgusaugenseineneigenenbegabtenSohnDaniel,der
im Alter von elf Jahrenbegann,bei seinemetwas älterenBruder Mathematik-
unterrichtzu nehmen.SeinVaterJohannesversuchteihn ins Gescḧaftslebenzu
zwingen.DanielbevorzugteMedizinundMathematik.Glücklicherweiseeröffne-
tensichihm Aussichten.Im Alter von 25wurdeer von BaselnachSt.Petersburg
andie neuerussischeAkademiegelockt,um dort zu unterrichten.Jedochgabes
dort keineStudenten,außerjenenzwei, die jederProfessormit sich brachte.In
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einerZeit, als die meistenMathematiker denGroßteil ihrer Zeit mit Unterricht
verbringenmussten,war für einenanderForschunginteressiertenMathematiker
dieAkademiewie einParadies.AberSt.Petersburg – ZarPetersneueHauptstadt,
die ausden Sümpfender Newa herauswuchsauf Kostenvon tausendenLeben
wie auchdesArchitekten,derunterdie KnutedesZarengeriet– war jung, wild
undroh.Die ZusẗandebeiHof warenschwerzuertragen,undalsdieUntersẗutzer
derAkademieverschwanden,verdunkeltesichihre Zukunft.UnterdemVorwand
einer Krankheit quittierte Bernoulli 1733,nachacht Jahren,seinenDienst und
machtesichausdemStaube.Wohlwollend(eineSeltenheitunterBernoullis)ver-
mittelte er seinenPosteneinemtüchtigenjungenFreundausder Schweiz,der
zwischendemerstenundzweitenEssensaufrufeinewissenschaftlicheArbeit hin-
schleudernkonnte.DerNamedesFreundeswar LeonhardEuler.
Der ÄsthetDanielhattedieLebensartderSpielerim heiligenRusslandverachtet.
Dennochhatteervondortanscheinendgelernt,dassSpielerwenigfür Wettenvon
anscheinendunendlichemWert zu zahlenbereitsind:DerSpielerdenktnicht ans
Geld,sondernandenNutzendesGeldes;andasPotenzial,Glückzuverschaffen.
Nehmenwir an,jederzus̈atzlicheDollar tragewenigerundwenigerzu Ihrer Zu-
friedenheitbei. SiebeziehenausdemerstenDollar, denSieausgeben,mehrBe-
friedigungalsausdemhundertsten;mehrausdemhundertstenDollar alsausdem
millionsten.Dannkanndie Befriedigung,die Sieselbstbei unendlicherAuszah-
lung ausso einer Geldmengeziehen,bescheidensein.Sie würdennur wenige
Dollar dafür ausgeben.
Bernoulli argumentierte,dassdie BefriedigungdurcheinenZugewinn proportio-
nal zuseinerGrößesei,aberinverszumbestehendenVermögen.Ein Gewinn von
1.000$ bedeutetfür Sie mehr als ein Gewinn von 10$, aber1.000$ bedeuten
mehrfür Sie,wennSiearmsind,alswennSieeinMillion är sind.Seix dieMenge
Geld, die Sie besitzenund dx ein ZuwachsIhresGeldes.(Wohlgemerkt:dx ist
ein Symbolund nicht dasProduktvon d und x.) Sei y die Befriedigung,die Sie
ausIhremGeldbeziehenunddy derZuwachsanBefriedigung.Dann,behauptete
Bernoulli,gilt

dy
�

k k dx
x

(5)

für einegeeignetepositive Zahl k.
Andersformuliert heißt (5): Die ÄnderungIhrer Befriedigunghängtdirekt pro-
portionalvon der ÄnderungIhresVermögensab,aberindirekt proportionalvon
ihrem Vermögenselbst.WennSie beispielsweiseso reich sind wie Krösus(be-
vor er von KyrosdemGroßenbesiegt wurde)undIhreGroßmutterschenktIhnen
zum GeburtstageinenSchecküber5$, so wird Ihre Befriedigunglediglich un-
wesentlichwachsen;dy wird winzig sein.Viel hängtauchvon k ab. Dasist eine
Konstante,welcheIhreKonsumneigungbemisst,IhreFähigkeit, mit raschemZu-
wachsan Vermögenumzugehen.Für Gebildetenimmt k eherhöhereWertean:
Sie werdensich einesMillionengewinns mehr erfreuen,wenn Sie wissen,was
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man damit tun kann.Um dieseIdeenzu fassen,verwendeteBernoulli die In�-
nitesimalrechnungund ermittelteaus(5) eine logarithmischeFunktion,welche
BefriedigungundVermögenverbindet:

y � x�

�

klogx � c
�

mit einerKonstantenc. Spezi�zierenwir c alsProduktaus � 1, k unddemLoga-
rithmusvon IhremVermögena vor derAnnahmederWette:

y � x�

�

klogx � kloga
oder

y � x�

�

klog
x
a

/

(6)

Zweckm̈aßigerweisedrückthiery IhrenrelativenGewinn (oderVerlust)anGlück
aus,wennIhr Vermögenwächst(oderschwindet).NachderArt nüchternerÖko-
nomennennenwir dieseFunktionNutzendesGeldgewinnsx. WennIhr Vermögen
beia bleibt,dannwird Ihrey-MessungbeiNull bleiben,denny

�

klog1
�

0.
ZurückzurWette.Setzenwir derEinfachheithalberk

�

1. Siebeginnenmit dem
Vermögena. WennSie erstmalsbeim n-ten Wurf Kopf erhalten,dannwird zu
a derWert 2n

�

1 hinzukommen.Ihr prächtigesneuesVermögenx wird a � 2n

�

1

sein.DerNutzeny � x� diesesVermögensfür Siewird log di� a � 2n

�

1
��� a f sein.Die

Wahrscheinlichkeit dafür ist 1� 2n. Wir ber̈ucksichtigenjedenWurf, wo eineKopf
erstmalsauftretenkann,undkönnendenerwartetenNutzenU derWettefür Sie
de�nieren:

U
�

¥

å
n

;

1

� 1
2n �

log
� a � 2n

�

1

a �

/

(7)

WaswürdenSiefür dieseWettezahlen?SicherwerdenSienicht mehrzahlenals
Siemeinen,dassdie Wettefür Siewert sei.Wir habenbereitsgesehen,dassdie-
serWertgeringerist alsdermathematischeErwartungswertderurspr̈unglichenSt.
Petersburger Wette,der unendlichist. Die Frageist, ob wir mit diesemNutzen-
begriff zu einergenauerenScḧatzunggelangen,wasdie Wettefür Siewert wäre,
im SinneIhrerBefriedigung.Esmaghelfen,dieFragevon hintenheranzugehen.
Nehmenwir an,SiehättendasRecht,dieWettegratiszunehmen.Wieviel müsste
ich Ihnenzahlen,um Siezur AufgabediesesRechteszu bewegen?Esmüssteein
Wert sein– nennenwir ihn D –, von demSieannehmen,er würdeIhnenebenso-
viel Befriedigungverschaffen wie die Wette.AngenommenSieaddierenD zum
Vermögena hinzu,dasSiebereitsbesitzen.Dann– mandenke an(6) – wäreder
NutzenIhresneuenVermögenslog di� a � D ��� a f . Siewollen Ihre Wettenicht auf-
geben,essei denndieserNutzenist wenigstensso großwie jener, denSie sich
ausderWetteerwarten.Wir müssenD sowählen,dasslog di� a � D ��� a f demWert
von (7) gleich ist. Um dieszu tun, bringenwir (7) in eineangenehmereGestalt.
Wegenlog � x1 � x2 �

�

logx1 � logx2 könnenwir

U
�

¥

å
n

;

1

� 1
2n

�

log
�

a � 2n

�

1
�

�

¥

å
n

;

1

� 1
2n

�

loga
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schreiben.Weil loga eineKonstanteist, könnenwir esausder zweitenSumme
herausheben:

U
�

¥

å
n

;

1

� 1
2n �

log
�

a � 2n

�

1
�

� loga
¥

å
n

;

1

� 1
2n �

/

Aber die letzteSumme(Mannavom Himmel!) ergibt geradedenWert 1, also

U
�

¥

å
n

;

1

� 1
2n �

log
�

a � 2n

�

1
�

� loga
/

(8)

Dawir D alsArgumenteinerlogarithmischenFunktionbehandelnwollen,ziehen
wir möglichstviel von (8) in eineLogarithmusfunktion.Wegenlogx1 � logx2 �

logx1x2 undr logx
�

logxr , könnenwir (8) zu

U
�

log
� ¥

Õ
n

;

1
� a � 2n

�

1
�

1� 2n

�

� loga (9)

umformen.Endlichhabenwir unserenAusdruckfür D:

D
�

¥

Õ
n

;

1

�

� a � 2n

�

1
�

1� 2n

�

� a
/

Problem5: Überpr̈ufenSie,dass,wie versprochen,log di� a � D ��� a f mit demWert
von (9) übereinstimmt.

NachBernoullisRechnungwürdenSie,wennSiemit einemVermögenvon100$
beginnen(dasheißta

�

100$), nichtmehralsetwa4$ für dieWettezahlen.(Das
heißt,D wird etwa 4$ sein.Als ich BernoullisGleichungauf meinemkleinen
Computerausprobierte,erhielt ich als Resultat4,39$.) Mit anderenWorten:Sie
würdendieWetteaufgebenfür Angebote,die4$ merklichüberschreiten).

Problem6: Veri�zieren SieBernoullisScḧatzung,dassSienichtviel mehrals4$
für dieWettezahlenwürden,wennSiemit einemVermögenvon 100$ beginnen.

Problem7: Wie viel würdenSieungef̈ahrzahlen,wennSiemit einemVermögen
von 1.000$ beginnen?

Eigentlichhattesich Bernoulli desaltenBegriffs von Erwartungswertbem̈ach-
tigt, denRechtsgelehrtedessiebzehntenJahrhundertsentwickelt hatten,um den
kirchlichenGrundsatzanzugreifen,dassSpiel und Wucherungerechtseien.Sie
versuchten,einengerechtenZinssatzfür Banken undVersichererberechnen,die
Risiko übernehmen.Siemeinten,Gerechtigkeit bedeute,dassalledenselbenPreis
für ein Risiko übernehmenmüssten– denmathematischenErwartungswert.Bei
dieserAuslegungdesErwartungswertesblickt manin dieZukunftwie einRichter
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mit steinernerMiene.In BernoullisTheoriehingegenerwägtmandieZukunftwie
ein besorgterKaufmann.Der Wert einesRisikos schwankt von einerPersonzur
anderen;nicht alle werdendenselbenPreiszahlen.DiesesArgumentärgerteNi-
kolausBernoulli,Professorfür RömischesundKirchenrecht.Er entgegnete,sein
Cousinseidarangescheitert,”dieErwartungenjedesTeilnehmersim Einklangmit
Gleichheitund Gerechtigkeit zu bewerten.“ Daniel repliziertesehrsimpel,dass
seineTheorie”perfekt mit der Erfahrungübereinstimme“ . Bernoulli eichtedie
Mathematikso,dasssiemit derWelt zusammenpasst.

5. Wasist' swirklich wert?

GroßerSchritt um mehr als ein Jahrhundert.Unter den Ökonomentreten die
Jungẗurkenauf,die ihreKrumms̈abelderIn�nitesimalrechnungschwingen.Lust-
voll räumensie mit derLehrederAltt ürken auf, dassderWert einesGutesvom
AusmaßderArbeit abḧange,welchein seineProduktioninvestiertwerdenmusste.
Nein, behauptensie,derWerteeinesGuteshängein Wahrheitvon derBefriedi-
gungab,die der Konsumentdarauszieht, speziellausder letztenkonsumierten
Einheit.Die jungenTürken nennendie Einheit für dieseBefriedigungdenmar-
ginalenNutzenundmachenihn zu ihremPrüfstein.Seltsamerweiseschreibensie
diesesKonzeptnichtDanielBernoullizu,sonderneinemenglischenPhilosophen,
JeremyBentham.
Im zwanzigstenJahrhundertkamendie Ökonomenendlichzurechtmit demWei-
senvon St. Petersburg. Unter ihnenhissteder ÖsterreicherCarl Mengerdie rote
Fahne.Was,wenndie Auszahlungvon 2n

�

1 für denn-ten Wurf erḧoht würde?
Sie könntendasdurch Angabeeiner unbeschr̈anktenlogarithmischenFunktion
tun. Strebtdie Geldmengex gegenunendlich,soauchderNutzenU � x� ausdie-
semGeld.ZumBeispielist esgutmöglich,eineGeldsummexn zu �nden, sodass
U � xn �

�

2n

�

1 gilt. Aber in diesemFall wärederNutzenderWette

¥

å
n

;

1
2n

�

1 1
2n �

1
2

�

1
2

�%k�k�k0�

1
2

�%k�k�k

Willkommenzurück in derUnendlichkeit!
Die offensichtlicheLösungwar, eineobereSchrankeanzunehmenfürdasAusmaß
anBefriedigung,die manvon irgendeinerGeldmengebeziehenkann– dasheißt
die Nutzenfunktionzu beschr̈anken.Dasbedeutet,in (6) einenmaximalenWert
für y � x� anzugeben– sagenwir eineMillion Nutzenseinheitenfür jedesEinkom-
menab10 Mio. $. Ein Spielermit dieserNutzenfunktionwürdekein Vergnügen
darausgewinnen,mehr als 10 Mio. $ zu gewinnen.Deshalbwürde er für kei-
neWettemehrals10 Mio. $ zahlen.Tats̈achlichkannteBernoulli dieseLösung.
SeinArtikel wiederholteeineBemerkungeinesweiterenSchweizerMathemati-
kers,GabrielCramer, dassdie Wertfunktionbeschr̈anktseinsollte.(Cramerwar
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einbegnadeterProbleml̈oser. Die CramerscheRegel,umMatrizenfür dieLösung
simultanerGleichungenzu verwenden,hilft unsimmer noch,alleszu modellie-
ren – von Wirbelsẗurmenbis zur Weltwirtschaft.)Unglücklicherweisehattesich
CramereineFunktionausgedacht,wo derGesamtwertderGeldesbiszueinerge-
wissenGeldakkumulation,sagenwir 10 Mio. $, gleichderGeldmengewar, alles
Geld überdiesenWert hinausabernichtsmehrwert war. Der marginaleNutzen
stürzteplötzlich von1 auf0 ab. SichersolltedieAbnahmeaberglattererfolgen.
Hyperbel̈ahnlicheNutzenfunktionenwürdenbesserpassenalsCramersFunktion.
Seiw derReichtumundZ derGlückszustand.ManbetrachtedieFunktion

U � w�

�

Zw
Z � w

/

(10)

Dasist einefeineNutzenfunktion.SehenSieselbst!

Problem 8: ZeigenSie,dassU � w� in (10) für Reichtum0 auchNutzen0 liefert
undmarginalenNutzen1; undeineglatteasymptotischeAnnäherungdesNutzens
anZ, wennderReichtumzunimmt.

Washatdasallesmit derGegenwart zu tun?Nun,waruminvestierenGesellschaf-
tensowenigin dieAnsammlungvonWissen?ManführesichdieNotlagederrei-
nenMathematikvor Augen– desFundamentsfür WissenschaftundTechnologie.
ReineMathematikhilft der Wirtschaftbeim Wachstum,dennochgebenwir we-
nig dafür aus.Dasgleichewar derFall zu DanielsZeiten.Obwohl die Herrscher
erkannten,dassMathematikdie Navigationihrer Schiffe unddie Genauigkeit ih-
rer Kanonenverbessernwürde,wollten nur wenigedafür etwas ausgeben.Die
kurzeListebeginntmit FriedrichvonPreußenundendetmit KatharinavonRuss-
land.(Ihr Beitragwar gut investiertesGeld,in besesseneMathematiker. Während
er in der

”
Äneis“ blätterte,stießEuler zufällig auf dieseZeile:

”
Vorne ruht am

Anker derKiel, undhintenamStrandseil.“ Daraufließ er dasBuchsinken,griff
zur FederundmodelliertedasSchwankeneinesSchiffes.)WasdieEifersuchtder
Bernoullisscḧurte,war ihr besẗandigesGedr̈angeum eineHandvoll Stellenund
Preise:JohannBernoulli warf einenseinerSöhneausdemHaus,weil er einen
PreisderAkademiederWissenschaftenin Parisgewann,umdensichauchJohann
bem̈uhte.E. T. Bell, einbrillianterMathematikhistoriker, bemerkte:”Warumsoll-
tenmenschlicheWesen,wennsiesich überKartenspieleaufregenkönnen,nicht
auchwegenMathematikereifernkönnen,diedochunendlichaufregenderist?“
Für ein Volk sind Investitionenin Grundlagenforschungwie ein Spiel,eineSu-
chenachIdeenmit hohenAuszahlungenundkleinenWahrscheinlichkeiten,eine
Versuchsreihemit einemKopf beimhundertstenWurf. WärenerwarteteAuszah-
lungensobedeutend,dannwärenwir Narren,nicht mehrin Forschungzu inves-
tieren.Aber leihen wir unserOhr Bernoulli: Worauf es ankommt, ist nicht die
Geldmenge,diewir erwirtschaften– esist dieBefriedigung,diewir darausbezie-
hen.Angenommen,wir hättenkeineVerwendungfür eineweiterehalbeMillarde.
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Dannwürdenwir vorziehen,unserbestehendesEinkommenzu behalten,anstatt
Teiledavon im Spielzu riskieren.
Aus diesemGrundewerdenAppelle,mehrForschungzu �nanzieren,weil diese
sp̈atereinmalhoheAuszahlungenin Geld bewirken wird, dasVolk nicht bewe-
gen.Washingegendie Herzenund Geldtaschen̈offnen mag,ist ein Aufruf, für
Forschungetwaseinzusetzen,weil sieeinSpielist, einhistorischerNervenkitzel.
DenkenSieandasWettrennenum dieersteMondlandung!

Bemerkungen zur Zeitschrift ”Quantum“ Die Zeitschrift
”
Quantum“ wurde von 1990 bis

2001von der“National ScienceTeachersAssociation”in Zusammenarbeitmit derSpringer-Ver-
lag New York herausgegeben.Der Name

”
Quantum“ ist die ÜbersetzungdesNamensdesrus-

sischenSchwestermagazins
”
Kvant“ , das1970vom Mathematiker A. N. Kolmogorov und dem

Physiker I. K. Kikoyin gegründetwurde.DieseZeitschriftwendetsichvor allemaninteressierte
Scḧuler, wobeidieArtikel vonWissenschaftlernverfasstwerden.
Die ÖMG hatauf GrundeinerInitiative von PeterMichor die Möglichkeit, ausgewählte(undins
Deutschëubersetzte)Artikel von

”
Quantum“ nachzudrucken.Die RedaktionderIMN möchteda-

mit in vermehrtemMaßScḧulersowie AHS- undBHS-Lehreransprechen.In denIMN 189(April
2002,pp. 21–31)ist bereitsder Artikel

”
Funktionalgleichungund Gruppen“ von Y. S. Brodsky

undA. K. Slipenko, in denIMN 192(April 2003,pp. 22-29)derArtikel
”
Kettenbr̈uche“ von Yu.

Nesterenko undE. Nikishin undin denIMN 194(Dezember2003,pp. 1–12),
”
Ein Ritt auf Sier-

pinskisTeppichund eineKreuzfahrt entlangeinerunendlichenKüstenlinie“ von I. M. Sokolow
erschienen.

INDIAN A UNIVERSITY MATHEMA TICS JOURNAL
(FormerlytheJournalof MathematicsandMechanics)

Editedby
P. Sternberg, E. Bedford,H. Bercovici, R. Glassey, M. Larsen,

K. Zumbrun.

Thesubscriptionprice is $ 175.00for subscribers in theU.S.
andCanada,and$ 185.00for all others. Private individuals
personallyengagedin research of teachingareaccordeda re-
ducedrateof $ 80.00per volume. TheJOURNAL appears in
quarterly issuesmakingoneannualvolumeof approximately
1200pages.

Indiana University, Bloomington, Indiana U.S.A
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Buchbesprechungen

AllgemeinesundGeschichte

M. Aigner, G. M. Ziegler: Proofs fr om The Book. Third Edition. With 250
Figures.IncludingIllustrationsby K. H. Hofmann.Springer, Berlin, Heidelberg,
New York, 2004,VIII+239 S. ISBN 3-540-40460-0H/b 29,95.

Die ersteAusgabediesesWerkeswurdeanvielenStellensehrenthusiastischre-
zipiert, soauchin denIMN Nr. 181(1999)undNr. 191(2002).DasBuchwurde
inzwischenin viele Sprachen̈ubersetztundauchum einigeKapitel erweitert.In-
teressanterweisewurdeaucheinKapiteldererstenAusgabewiederentfernt,des-
senInhaltnachAngabederAutorennichtkurzundeinfachin vollständigerWeise
darstellbarwar.
Ohnedie bisherigenRezensionenwiederholenzu wollen, sei dochauf denUm-
standhingewiesen,daßin diesemWerkzumTeil sehrtie�ie gendemathematische
Resultateauf knappeundeleganteArt bewiesenwerden,oft durchAngabemeh-
rererBeweise.
Die Lektüre setztvon seinenLeserinnenund Leserneinigesan mathematischen
Vorkenntnissenvoraus,belohntaberdurchtiefgründigeEinblicke in dieWelt der
Mathematik.
DasBuchhatsichauchalsQuellefür Seminarvorträgebestensbewährt.

F. Rendl(Klagenfurt)

M. Aigner, G. M. Ziegler: DasBuch der Beweise.2. Au�age. Mit Zeichnungen
von K. H. Hofmann.Springer, Berlin, Heidelberg, New York, 2004,VIII+271 S.
ISBN 3-540-40185-7H/b 29,95.

Dasist die zweitedeutscheAu�age desurspr̈unglich auf englischerschienenen
mathematischenBestsellersProofs from TheBook. Neu aufgenommenwurden
ein Kapitel überEulerschePartitionsidentiẗatenmit einembijektiven Beweisdes
PentagonalzahlensatzesundeinesüberdasKartenmischen.Im Kapitel 16 kamen
der Stern-Brocot-Baumund die damit zusammenḧangendeAufzählungder po-
sitiven rationalenZahlenvon Calkin und Wilf dazu.In einemseparatenKapitel
�nden sichdrei verschiedeneBeweisefür die ReihederReziprokenderQuadrat-
zahlen.MeinerMeinungnachzeigtdieseReihe,dasssichdie urspr̈unglicheIdee
desBuches,esgäbezu jedemResultatden

”
perfekten“ Beweis,nicht durchhal-

ten lässt.Hier gibt es ja mehrereBeweise,die als
”
perfekt“ angesehenwerden
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können.DaswärenetwadieInterpretationderReihealsunendlich-dimensionales
AnalogondesPythagor̈aischenLehrsatzes,derVergleichder Produktdarstellung
desSinusmit seinerPotenzreihenentwicklungoderder in Kapitel 20 gegebene
BeweisausderPartialbruchzerlegungdesCotangens.Aberauchunterdenin die-
semKapitel behandeltenelementarenBeweisenist es schwer, den bestenoder
einfachstenauszuẅahlen.Nocheinfacheralsdie hier gegebenenBeweisescheint
übrigensdervonJosefHofbauerim AmericanMathematicalMonthly 109(2002),
196–200,angegebenezu sein.Es ist ja geradedasÜberraschendeanderMathe-
matik, dasssichein und dasselbe

”
Resultat“ oft auf denverschiedenstenWegen

beweisenlässt,wasja auchdurchdasvorliegendeBuch eindrucksvoll bewiesen
wird.

J.Cigler (Wien)

B. Cipra: Misteaks. . . . andhow to �nd thembeforetheteacherdoes. . . Third
Edition. A. K. Peters,Natick, Massachusetts,2000,XV+70 S. ISBN 0-56881-
122-5P/b$ 5,95.

Wenn bei der Multiplikation zweier5-stelligerZahleneine 7-stelligeZahl her-
auskommt, so kanndaseinfachnicht stimmen.Der Autor stellt – übersichtlich
geordnet– viele Situationenzusammen,in denenmanleicht und mit nur wenig
ÜbungFehlerin denLösungenvonAufgabenerkennenkann.WenneineFunktion
zwischen0 und10niedenWert3 übersteigt,sokanndasbestimmteIntegral über
diesenBereichnicht 50 sein;Symmetrienin Ausdr̈uckenbleibenbei derWeiter-
verarbeitungfastimmererhalten;in einerFormelfür denFlächeninhaltkannaus
Dimensionsgr̈undenkeine3. Potenzstehen,die nicht gek̈urzt werdenkann,etc.
Der Komödiantund NeurologeGuntherPhilipp hat einmalgeschrieben,dasser
beiderbekanntenAufgabe

”
MansiehteinenBerg unterdemWinkel 10Gradund

3 km weiterunterdemWinkel 8 Grad;wie hochist derBerg?“ dieHöhedesBer-
gesals0,2cmberechnete.HätteerdiesesBuchgelesen,sohätteerdiese

”
Lösung“

nicht abgegeben.
G. Pilz (Linz)

U. Daepp,P. Gorkin: Reading,Writing, and Proving. A CloserLook atMath-
ematics. (UndergraduateTexts in Mathematics.) Springer, New York, Berlin,
Heidelberg, 2003,XVI+395 S. ISBN 0-387-00834-9H/b 64,95.

Studentshave usually little training in rigourosmathematicalreasoning. They
have anintuitive senseof why thingsaretrue,but not theexposureto thedetailed
andcritical thinkingnecessaryto survivein themathematicalworld. Theintention
of theauthorshasbeento bridgethisgap.It is basedonPólya's four stepprocess:
learnto understandtheproblem,devisea planto solve theproblem,carryout the
plan,andlook backandcheckwhattheresultstold you.
This book was originally written for a courseof �rst and secondyear college
students(andtheir teachers).Many illustrations,a wide varietyof exampleswith
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and without proofs aid studentsin the transitionfrom calculusto higher level
mathematics.

G. Kirlinger (Wien)

A. Stubhaug: Es war die Kühnheit meiner Gedanken.Der Mathematiker So-
phusLie. AusdemNorwegischen̈ubersetztvonK. Hartmann-Butt.Springer, Ber-
lin, Heidelberg, New York,2003,XIII+572 S.ISBN 3-540-43657-XH/b 39,95.

DasvorliegendeWerk ist einesehrausf̈uhrlicheLebensbeschreibungdesnorwe-
gischenMathematikersSophusLie. DemAutor Arild Stubhaug,kompetentunter
anderemdurchein StudiumderMathematikundderLiteraturwissenschaften,ist
esgelungen,einbreitesBild derpolitischenundwissenschaftlichenSituationNor-
wegenszurZeit Lieszugeben.DasBuchbringtallengroßenGewinn, diesichfür
SophusLie und seineZeit interessieren.Insbesondereerfährtmanviel überden
wissenschaftlichenKontaktzwischenLie undanderemathematischenGrößender
damaligenZeit wie Klein, Darboux,Poincare

/�/�/

Wie schonin derBiographievon
Niels Henrik Abel kommt der Autor ohneeine einzigemathematischeFormel
oderpräzisemathematischeDe�nition aus.

G. Kirlinger (Wien)

Algebra undZahlentheorie

T. Br öcker: Lineare Algebra und Analytische Geometrie. Ein Lehrbuch für
Physiker und Mathematiker. (GrundstudiumMathematik.) Birkhäuser, Basel,
Boston,Berlin, 2003,X+366S. ISBN 3-7643-2178-4P/b 28,79.

NacheinemeinleitendenAbschnitt(
”
Schulweisheiten“ ) wird der Standardinhalt

einerLehrveranstaltungzur LinearenAlgebrapräsentiert,die Au�istung derfünf
Kapitel̈uberschriftenkannhiergen̈ugen:Vektorr̈aume,Matrizenrechnung,dieDe-
terminante,Bilinearformen,die JordanscheNormalform.Ein umfangreicherAb-
schnittist derLinearenGeometriein projektivenundaf�nen Räumenübereinem
Vektorraummit kommutativemGrundk̈orpergewidmet.NebenStrukturaussagen
überdie jeweiligen Unterr̈aume�nden sich die projektiven sowie af�nen Klas-
si�kationen der Quadriken. Die Kopplungzwischenprojektiven Quadriken und
quadratischenFormenwird diskutiert.EinemKapitel zur Tensorrrechnungfol-
gen zwei Abschnitteüber LineareGruppenund Liealgebren.Dasmit ”Quater-
nionenundorthogonaleGruppen”überschriebeneKapitel stellt die Beziehungen
zurPhysikher. Abschließendwird dieLineareGeometrieaufModuln übereinem
kommutativenRingerweitert.
DiesesLehrbuch stellt eine sehrumfassendeund breit angelegte Beschreibung
der LinearenGeometriedar, esist daherfür einschl̈agig Lehrendesehrzu emp-
fehlen.AufgrunddervielenÜbungsaufgabensowie derinstruktivenPräsentation
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der Inhalteund Zusammenḧangeist esauchhervorragendzum weiterf̈uhrenden
Selbststudiumgeeignet.

P. Paukowitsch(Wien)

G. Castellini: Categorical Closure Operators. (Mathematics:Theory& Ap-
plications.) Birkhäuser, Boston,Basel,Berlin, 2003,XII+300 S. ISBN 0-8176-
4250-1,3-7643-4250-1H/b 94,16.

The book is a substantialextensionof the author's survey Categorical Closure
Operators, publishedin: J. Koslowski and A. Melton (Eds.): Categorical Per-
spectives, Birkhäuser, Boston, 2001(p. 109–150).It presentsthecontemporary
theoryof categorical closureoperators,oneof the main branchesof categorical
topology. Thepurposeof thetheoryis to developacategoricalcharacterizationof
theclassicaltopologicalconcepts.It providesa tool thatallowsusto extendthese
conceptsto anarbitrarycategorysothattheresultsof thetheoryhavemany appli-
cationsin other�elds of mathematics,particularlytopology, algebra,anddiscrete
mathematics.
Theauthor, a leadingspecialistin the�eld, divided thebookinto two parts.The
�rst onedealswith thegeneraltheory, startingwith basicde�nitions andgradually
moving to moreadvancedproperties.The secondpart discussesapplicationsto
theclassicalconceptsof epimorphisms,separation,compactness,andconnected-
ness.Many examples,mostlyof topologicalandalgebraicnature,arepresented
illustratingthevariousconceptsintroduced.A comprehensive list of referencesis
alsoincluded.
There is only one other book on the theory of categorical closureoperators,
namely: D. Dikranjan andW. Tholen: Categorical Structure of Closure Oper-
ators, Kluwer Acad.Publ.,1995.Thebene�t of theCastellini's bookis that,after
introducingthereaderto thegeneraltheory, it presentsa numberof applications
basedon quiterecentresultsachievedin this �eld. Thusthebookprovidesbasic
literaturefor thoseinterestedin the theoryof closureoperatorsand its applica-
tions. It is anexcellentexpositionof apartof modernmathematics.

J. �Slapal(Brno)

G. Greaves: Sievesin Number Theory. (ErgebnissederMathematikund ihrer
Grenzgebiete,3. Folge, Vol. 43.) Springer, Berlin u.a. 2001,XII+304 S. ISBN
3-540-41647-1H/b DM 189,–(2004: 133,70).

SeitderFormulierungdesSiebesdesEratostheneswurdeeineVielzahlvonSieb-
methodenals Werkzeugein die der Zahlentheorieeingesetzt.Das1974erschie-
neneWerk SieveMethodsvon H. HalberstamundH.-E. Richertdienteunddient
dabeialsStandardreferenzfür diesesGebiet.
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Der Autor desvorliegendenBucheswidmet sich in 7 Kapitelndensogenannten
kleinenSieben, dadie immensenFortschritteaufdemGebietderSiebtheorieeine
Einschr̈ankungnötig machten.
In Kapitel 1 werdenGrundlagenund eineeinheitlicheNotationetabliert,Kapi-
tel 2 beschreibtdieSelbergscheL 2-Methodefür obereSchranken.Das3. Kapitel
beinhaltetdie kombinatorischenSiebevon Brun undRosser, Kapitel 4 gehtdann
aufdieanalytischenAspektedesRosserschenSiebesin beliebigerDimensionein.
Im zentralenKapitel5 wird mit gewichtetenSiebeneinGebietbehandelt,aufdem
derAutor zahlreicheBeiträgebeigesteuerthat.Die nicht trivialeAbscḧatzungdes
Resttermsim linearenSiebnachIvaniecbildet denInhalt von Kapitel 6, undKa-
pitel 7 beschließtdasBuch mit der BehandlungdesAnkeny-Onishi-Siebesund
derL 2L -Methodevon Selberg.
Die Sẗarken desBuchesliegenauf jedenFall in der klarenund gut aufgebauten
DarstellungderbeschriebenenThemen.Etwaszu wenigWert wurdeaufAnwen-
dungenderResultategelegt, die seit jehereinewichtigeRolle in derSiebtheorie
eingenommenhaben.Abschließendkannmansagen,dassdasvorliegendeBuch
einensehrumfassendenEinblick in die beschriebenenGebieteliefert. Aufgrund
derkomplexenThematiksolltederLeserjedocheinführendesGrundwissenmit-
bringen.

M. Lamberger(Graz)

R. S. Ir ving: Integers,Polynomials, and Rings. A Coursein Algebra. (Under-
graduateTexts in Mathematics.)Springer, New York, Berlin, Heidelberg, 2004,
XV+284 S. ISBN 0-387-20172-6P/b 39,95,ISBN 0-387-40397-3H/b.

This is a veryelementaryintroductionto elementarynumbertheoryandsomere-
latedtopicsin algebra(rings,�elds, polynomials),centeredaroundtheEuclidean
algorithm. It emphasizesmathematicalthinking: proof techniqueslike induction
areexplainedin detail, cautionarytalesof faulty proofsaretold, andde�nitions
arepreceededby pagesof motivationalchitchat.
Thetopicschosenarewell suitedfor astudent's �rst exposureto “serious”math-
ematics(muchmoreso,in thereviewer'sopinion,thanthecalculuscoursethatis
thenormin almostall curriculaalmosteverywhere).Onepurelysuper�cial gripe:
the extremelypaleandspindly text faceis unpleasantto read(andhelpsto give
TEX/LATEX anundeservedly badname).

S.Frisch(Graz)
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K. Jänich: Lineare Algebra. ZehnteAu�age. Mit zahlreichenAbbildungen.
(Springer-Lehrbuch.) Springer, Berlin, Heidelberg, New York, 2004,XII+270 S.
ISBN 3-540-40207-1P/b 19,95.

Falls ein Lehrbuch für die mathematischeGrundausbildungnaturwissenschaft-
lich undtechnischorientierterStudienrichtungenim universiẗarenBereichderart
akzeptiertwird, daßnach25 Jahrendie 10. Au�age begrüßt werdenkann,dann
liegt einmeisterlichkonzipiertesWerkvor! DerBandist charakterisiertdurchdie
sehrgeschickteVerzahnungvonpräzisemmathematischenProbleml̈osenundan-
wendungsorientiertemProblemstellen.Die Testfragenber̈ucksichtigenzwei Le-
sergruppen,die Mathematiker unddie Physiker. Die Kapitel̈uberschriftenmögen
zur inhaltlichenBeschreibungdiesesStandardwerkesgen̈ugen:MengenundAb-
bildungen,Vektorr̈aume,Dimensionen,LineareAbbildungen,Matrizenrechnung,
Determinante,LineareGleichungssysteme,EuklidischeVektorr̈aume,Eigenwer-
te, Hauptachsen-Transformation,Klassi�kation von Matrizen.Dieseminhaltlich
unddidaktischvorbildlichenLehrbuchfür StudentenundDozentensindnochvie-
le weitereAu�agen zu wünschen!

P. Paukowitsch(Wien)

H. Kurzweil, B. Stellmacher: The Theory of Finite Groups. An Introduction.
(Universitext.) Springer, New York, Berlin, Heidelberg, 2004,XII+387 S. ISBN
0-387-40510-0H/b 69,95.

Es liegt nun die englischeÜbersetzungdesin IMN 180, S. 48, ausf̈uhrlich be-
sprochenendeutschsprachigenLehrbuchsvor – ein wunderbaresLehrbuch, für
Neulingejedocheine“harte” Nuss!

GünterLettl (Graz)

T. Y. Lam: A First Coursein Noncommutative Rings. SecondEdition. (Grad-
uateTextsin Mathematics131.)Springer, New York u.a.2001,XIX+385 S.ISBN
0-387-95325-6P/b(2004: 53,45),ISBN 0-387-95183-0H/b DM 181,79.

Ten yearsago, the �rst edition (seethe review in Vol. 182, p. 38) of this book
appeared.It is quite rarethat a book canbecomea classicin its �eld in sucha
shorttime,but this did happenfor this excellentbook. Of course,minor changes
weremadefor the secondedition; new exercisesand an appendixon uniserial
moduleswereadded.Every partof the text waswritten with love andcare.The
explanationsarevery well done,usefulexampleshelpto understandthematerial,
andtheexercisesin the text (a solutionmanualis available)do helpa lot to turn
the readerinto anactive participant.The materialcoversthe structuretheoryof
(noncommutative) rings: theWedderburn-Artin theory, thetheoryof radicals,and
theclassesof primitive, prime,division, ordered,(semi-)localand(semi-)perfect
rings.Theresultsareappliedto therepresentationtheoryof groups.

G. Pilz (Linz)
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S. K. Lando: Lectureson Generating Functions. (StudentMathematicalLi-
brary, Vol. 10.) AmericanMathematicalSociety, Providence,RhodeIsland,2003,
XV+148 S. ISBN 0-8218-3481-9P/b$ 29,–.

In his prefacetheauthorstates:“I wantedto write a simpleandaccessibleintro-
ductionto generatingfunctions,payingattention�rst of all to strikingexamples”.
He beginswith thelucky ticketsproblemof A. A. Kirillo v andshows how it can
be solved with generatingfunctionsandhow asymptoticestimatesof the solu-
tion canbe derived. A simplermethodby inclusionandexclusionis given in a
laterchapter. Therearea lot of othervery interestingexamplesreachingfrom the
well-known Fibonaccior Catalannumbersto Euler andtangentnumberswhich
areconnectedvia the Bernoulli-Eulertriangle introducedby V. I. Arnol'd with
its combinatorialbackgroundconsistingof updown permutationsor equivalently
Morsepolynomials.Also Flajolet'sapproachto continuedfractionsof generating
functionsis shown, someasymptoticestimatesof coef�cients of generatingfunc-
tionsaregiven,and�nally somegemsof thetheoryof partitionsandof enumer-
ationproblemsfor embeddedgraphsaresketched.Thebook is very stimulating
and the text is accessibleto interestedundergraduateswith somemathematical
maturity. Theproblemsseemto bemoredif�cult. Heresomehints for thesolu-
tionswould beappropriate.

J.Cigler (Wien)

M. Ram Murty: Problems in Analytic Number Theory. (GraduateTexts in
Mathematics206.) Springer, New York, Berlin, Heidelberg, 2001,XVI+452 S.
ISBN 0-387-95143-1H/b DM 98,–(2004: 58,80).

Wie schonin seinemBuchProblemsin Algebraic NumberTheory(SpringerGTM
190, gemeinsammit J. Esmonde),beschreitetder Autor im vorliegendenBuch
einenZugangzumgewähltenThema,deraufdemeigensẗandigenLösenvonPro-
blemenundBeispielenbasiert.
Die ersteHälfte desBuchesbestehtzumeinenausResultatenundBeispielen,die
derLeserdazubenutzensoll, die weiterf̈uhrenden,oft zusammenḧangendenPro-
blemezu lösen.JedesKapitel ermöglicht esdemLeser, in kleinenEtappenein
TeilgebietderanalytischenZahlentheorieauf eigeneFaustzu erkunden,wobeije
nachSchwierigkeit Hilfestellungengegebenwerden.Die zweiteHälfte desBu-
chesentḧalt die Lösungenaller gestelltenAufgabenund rundetdasvorliegende
Werk so zu einemvollwertigenStandardlehrbuch für analytischeZahlentheorie
ab.
DasBuch ist in 10 Abschnitteunterteilt,derenÜberschriftenderVollständigkeit
halberaufgez̈ahlt seien:ArithmetischeFunktionen,Primzahlenin arithmetischen
Progressionen,der Primzahlsatz,Integralmethoden,Funktionalgleichungen,Ha-
damard-Produkte,Explizite Formeln,die Selberg-Klasse,Siebmethodenund p-
adischeMethoden.
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ZumzweitenMal ist esdemAutor gelungen,eineexzellenteAuswahl anProble-
menund Beispielenzu treffen, derenLösungdenLeserauf vortref�iche Weise
denArbeitsmethodendesjeweiligenKapitelsnäherbringenwird. DasBuchist als
Einführungin dieanalytischeZahlentheoriezumSelbststudiumsowie alsBegleit-
text für eineVorlesunguneingeschr̈anktzuempfehlen.

M. Lamberger(Graz)

E. B. Vinberg: A Course in Algebra. (GraduateStudiesin Mathematics,Vol.
56.) AmericanMathematicalSociety, Providence,RhodeIsland,2003,X+511S.
ISBN 0-8218-3318-9H/b $ 89,–.

This bookarosefrom coursesonalgebrawhich theauthortaughtat two Moscow
universities. On the onehandit covers the classicalstockof linear algebrain-
cludingtensorproductandtensoralgebra.On theotherhand,thestandardtopics
of algebraup to Galoistheoryaretreatedandsomemoreadvancedsubjectsare
touchedupon:moduletheory, algebraicvarieties,linearrepresentations,associa-
tive algebras,andLie groups. More than200 exercisesanda list of answersto
someof themareprovided.Concerningthealgebraicpart,thepresentationis un-
usual: the elementsof grouptheory(up to Sylow's theorem)aretreatedin two
separatechapters,but ring and�eld theoryarescatteredthroughthebookwhich
probablymakesit dif�cult for thereaderto follow. For instance,polynomialrings
andfactorizationin Euclideandomainsaredealtwith in chapter3, whereasthe
de�nition of anidealentersthesceneonly morethan200pageslater. To someex-
tentthestylechangeswhenprogressingfrom undergraduateto beginninggraduate
level: theelementarytopicsarepresentedin a broadandeasyilyunderstandable
way, whereastheargumentationgrowsmoreandmoreconcisein thechaptersde-
votedto moreadvancedtopics.Sothereaderis forcedto learnto standonhisown
feet,whichby theway is intendedby theauthor. Thebookis recommendablefor
thosewho look for anunconventionaltext onalgebra.

G. Kowol (Wien)

Geometrie, Topologie

S. Lang: Intr oduction to Differ entiable Manifolds. SecondEdition. With
12 Illustrations. (Universitext.) Springer, New York, Berlin, Heidelberg, 2002,
XI+250 S. ISBN 0-387-95477-5H/b 59,95.

Thisvolumeisanintroductionto differentialmanifoldswhichis intendedfor post-
graduateor advancedundergraduatestudents.Consequently, manifoldsareas-
sumed�nite-dimensional(thein�nite dimensionalcaseis treatedin anotherbook
of thesameauthor).
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Basicconceptsarepresented,which areusedin differential topology, differen-
tial geometry, anddifferentialequations.Chartsareusedsystematicallyin order
to avoid `hiding geometricthoughtsunderan irrelevant formalism'. However,
as local coordinatesareuseful for computationsandareusedfrequentlyin the
literature,often alsoa local coordinateformulation is given. In order to give a
self-containedandcompletetreatment,the�rst chaptersummarizesbasicfactson
differentialcalculus,with theintentionto make thereaderthink of thederivative
of a mapasa lineartransformation.
The book is well readable,andit is of interestnot only for mathematicians,but
alsofor theory-orientedresearchersin appliedsciences(e.g.in nonlinearcontrol
theory),whoneedanintroductionto this importanttopic.

I. Troch(Wien)

Analysis

M. J. Ablowitz, A. S. Fokas: Complex Variables. Introductionand Applica-
tions. SecondEdition. (CambridgeTexts in Applied Mathematics.)Cambridge
UniversityPress,2003,XII+647 S. ISBN 0-521-53429-1P/b£ 29,95.

Ein hervorragendesLehrbuchderFunktionentheorie,dassichgegen̈uberdenhier-
zulandevornehmlichverwendetenTexten durch den sehr umfangreichenAb-
schnitt 2,

”
Anwendungen“ , auszeichnet.Allein der Theorieder asymptotischen

Auswertungvon Integralensind56von512Seitengewidmet.Darüberhinausbe-
handelndieAnwendungenauchausf̈uhrlichRiemann-Hilbertprobleme.
Zu vergleichenist etwa der klassischeText von M. Lavrentiev und B. Chabat:
Méthodesdela théoriedesfonctionsd'unevariablecomplexe,Mir, Moscou,2�eme
éd.,1977.

N. Ortner(Innsbruck)

H. Amann, J. Escher: Analysis I. Zweite, korrigierte Au�age. (Grundstudium
Mathematik.)Birkhäuser, Basel,Boston,Berlin, 2002,XV+445 S.ISBN 3-7643-
6928-0P/b 28,79.

Originialität undWert desBuchesliegenin derBetonungdesWesentlichenund
im Blick für dasWesentliche.WelchessinddiezentralenThemeneiner

”
Analysis

I“ in einerReihe
”
GrundstudiumMathematik“ ? Konvergenz(II), Stetigkeit (III),

Differenzierbarkeit (IV), Funktionenfolgen(V): DassinddieKapitel̈uberschriften
desvorliegendenBuches.Ich kennekein anderesLehrbuchderDifferential-und
Integralrechnung,dasdiesevier Säulensoklar undpräziseherausarbeitet.
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VomLeserwird einebetr̈achtlicheBereitschaftzurAbstraktionerwartet,wasden
AutorendenVorwurf desBourbakismuseintrug– völlig zuUnrechtwie beispiels-
weiseanHanddes4. AbschnittsvonKap.V, ”Funktionenfolgen“ , leichtzusehen
ist: Er ist mit ”PolynomialeApproximation“ überschriebenund behandelt:Ba-
nachalgebren,Dichtheit und Separabiliẗat, den Satzvon Stoneund Weierstraß,
trigonometrischePolynome,periodischeFunktionenund dentrigonometrischen
Approximationssatz.Naẗurlich kanndar̈uberdiskutiertwerden,ob dieseThemen
in eineAnalysisI geḧoren– dasssieaberwichtigeTeile konkreterAnalysisaus-
machen,stehtaußerZweifel. Korrespondierendwird auchgroßerWert auf kon-
struktive numerischeVerfahrenundaufguteFehlerabscḧatzungengelegt.
DerAnspruchandieAbstraktionspiegelt sichauchin derAufgabederTrennung
derBehandlungvon FunktioneneinerundmehrererVariablenwider – aberauch
darin,dass,wie seitDieudonńe üblich,dieAnalysisin Hilbert- undBanachr̈aum-
enformuliertwird. Dementsprechendentḧalt dasBucheinengutenTeil dermen-
gentheoretischenTopologie(einAchteldesBuches),derelementarenFunktional-
analysisoderderApproximationstheorie.
Der Rezensentder 1. Au�age (die sich von der 2. nur durchFehlerkorrekturen
unterscheidet)im Zentralblattfür Mathematik[0909.26001]schreibt:”Originelle
Ideen,wie maneineEinführungin dieAnalysisvollziehenkönnte,suchtmanhier
leidervergebens.“ Diesesunre�ektierteUrteil ist falsch,wie ich hoffe,obennach-
gewiesenzu haben.Es entspringteinerbeliebten,allerdingswenig intelligenten
Attitüde,

”
FormalismusundStrukturalismus�a la Bourbaki“ alsModezu verteu-

feln unddabeidenungeheurenWertzuübersehen,dendasWerkvonN. Bourbaki
für dieEntwicklungderMathematikhatteundhat.
Die AnalysisI von AmannundEscherverbindetin vorbildlicherWeisedie Idee
derAnalysisnachDieudonńe, H. CartanundL. Schwartzmit konkreterAnalysis
undwird daheruneingeschr̈anktempfohlen.

N. Ortner(Innsbruck)

D. Estep: Practical Analysis in One Variable. With 211 Illustrations.(Under-
graduateTexts in Mathematics.)Springer, New York, Berlin, Heidelberg, 2002,
XX+621 S. ISBN 0-387-95484-8H/b 59,95.

DieseEinführungin die Analysisfür FunktioneneinerVer̈anderlichenstellt die
IdeenderAnalysisin Zusammenhangmit GrundfragenderangewandtenMathe-
matik alsApproximationderLösungen”physikalischer“ Modelledar. Darausre-
sultierensowohl eineungewohnteAnordnungdesStoffes,alsaucheinestarkeBe-
tonungjenerAspekte,die für dasnumerischeRechnenwichtig sind.Sowird im
erstenTeil – mit

”
ZahlenundFunktionen,FolgenundGrenzwerte“ überschrieben

– z.B. derFunktionsbegriff zun̈achstnur für AbbildungenzwischenTeilmengen
rationalerZahleneingef̈uhrt,undanschließendwerdensofortLipschitz-Stetigkeit
sowie Konvergenzund Divergenzvon Folgenund Reihenbis hin zum Bisekti-
onsverfahrendiskutiert.Esfolgendie IrrationalzahlenalsGrenzwertevonFolgen
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und Funktionenreeller Zahlenund die Existenzder Inversen.Eine Diskussion
desBisketionsverfahrenssowie desFixpunktsatzesvon Banachund desdarauf
beruhendennumerischenVerfahrensbeendendenerstenTeil.
Der zweiteTeil ist der Differential-und Integralrechnunggewidmet, wobei vor
allemderZugangüberdenBegriff

”
strengdifferenzierbar“ auffällt, bei dem(im

Gegensatzzu dem im dritten Teil behandelten̈ublichenDifferenzierbarkeitsbe-
griff) derFehlerderlinearenApproximationvonmindestenszweiterOrdnungge-
genNull geht.AnschließendwerdeneinigeDifferentialgleichungenalsMotivati-
ondesunbestimmtenIntegralsbzw. desbestimmtenIntegralsmit variableroberer
Grenzebehandelt.Es folgt ein Abschnitt übernumerischeIntegration(von An-
fangswertaufgaben)mit einerrelativ ausf̈uhrlichenDiskussionübergleichm̈aßige
KonvergenzvonCauchy-FolgenvonFunktionenauf(großen)Intervallen.Als An-
wendungenfolgen bestimmteIntegrale,Logarithmus-und Exponentialfunktion
sowie FixpunktiterationundNewton-Verfahren.
Im drittenTeil werdenschließlichStetigkeit undDifferenzierbarkeit (im Gegen-
satzzurstrengenDifferenzierbarkeit), HäufungspunktevonFolgen,uneigentliche
Grenzwerte,der Approximationssatzvon Weierstrassund Bernstein-Polynome,
Taylor-PolynomeundPolynom-Interpolation,Picard-IterationunddasVorwärts-
Euler-Verfahrenbehandelt.
Die Darstellungist durcheineVielzahlgutgewählterundausf̈uhrlichdiskutierter
undillustrierterBeispielegekennzeichnet.EbensowerdenzahlreicheÜbungsbei-
spieleamEndejedesKapitelsbereitgestellt,diehäu�g durcheinekurzeDiskussi-
on derSchwachstellendesebendiskutiertenmathematischenKonzepts(z.B. des
RiemannschenIntegralbegriffes) und durch Hinweiseauf weiterf̈uhrendeKon-
zepteabgerundetwerden.Der Autor legt – so wie auchviele Ingenieure– Wert
darauf,nicht die Anwendungvon Formelnzu zeigen,sondernwesentlichema-
thematischeBegriffe undIdeenversẗandlichdarzustellenunddabeiAnwenderzu
motivieren,sichauchtats̈achlichmit dernicht immereinfachenMaterieinhaltlich
auseinanderzusetzen.Insgesamtist so ein Bandentstanden,der einenwichtigen
Beitragzur LösungderFrageliefert, wie im Zeitaltereinessichstetsversẗarken-
denComputereinsatzesdie für AnwenderwesentlichenKonzepteder mathema-
tischenAnalysisanwendungsorientiert,aberohneVernachl̈assigungmathemati-
scherGenauigkeit unterrichtetwerdenkönnen.

I. Troch(Wien)

A. Guzman: Derivativesand Integrals of Multi variable Functions. Birkhäu-
ser, Boston,Basel,Berlin, 2003,X+319S. ISBN 0-8176-4274-9,3-7643-4274-9
P/b 68,–.

DasBuch behandeltin zwei Abschnittenzu je drei Kapiteln die Differentiation
und Integration von Funktionenin mehrerenVariablen.In den erstendrei Ka-
piteln werdenDifferenzierbarkeit unddie Ableitungskalarerundvektorwertiger
Funktionenausf̈uhrlichdiskutiert.Die nächstendreiKapitelumfassenin analoger

57



Weisedie Grundbegriffe der Integrationvon skalarenund vektorwertigenFunk-
tionenin mehrerenVariablen.Ausführlich werdenLinien- und Flächenintegrale
sowie diewichtigstenIntegrals̈atzederVektoranalysisdikutiert.
DasBuch ist mathematischrigorosund didaktischvorzüglich aufbereitet,stellt
aberhoheAnspr̈ucheandie VorkenntnissedesLesers.Der sichereUmgangmit
FunktionenundderTopologiedesEuklidischenRaumswird vorausgesetzt.Glei-
chesgilt für die erforderlichenGrundkenntnissëuberlineareAlgebra.Hier wird
vomLeservor allemdieVertrautheitmit Vektorr̈aumen,Unterr̈aumen,Dimensio-
nalität undlinearerUnabḧangigkeit erwartet.Ein großerFundusvon Übungsbei-
spielenmit LösungenamEndedesBucheserleichterndie Einarbeitungin dieses
scḧoneundwichtigeGebietderMathematik.

E. Werner(München)

K. Jänich: Analysis für Physiker und Ingenieure.Funktionentheorie,Differen-
tialgleichungen,SpezielleFunktionen.4. Au�. Mit 461Figuren.(Springer-Lehr-
buch.)Springer, Berlin u.a.2001,XI+419 S. ISBN 3-540-41985-3P/bDM 59,90
(2004: 29,95).

DieserBand ist die vierte Au�age eineserstmals1982erschienenLehrbuches.
AngesichtsderdochgroßenZeitspanneseierwie einerstmalserschienenesBuch
besprochen.Eshandeltsichin gewisserWeise(wennauchderTeil überDifferen-
tialgleichungeneineWiederholungist) umdendrittenBandeinerReihevonAna-
lysis-Lehrb̈uchernund behandelt— wie der Untertitel sagt— komplexe Funk-
tioneneinerkomplexen Ver̈anderlichen(Grundbegriffe, analytischeFunktionen,
komplexe Integration,Potenz-undLaurentreihen,Identiẗatssatz,analytischeFort-
setzung,Residuenkalk̈ul), Gewöhnliche Differentialgleichungen(einfacheBei-
spiele,dynamischeSysteme,lineareDifferentialgleichungenundSysteme,Rand-
und Eigenwert-Aufgaben,GreenscheFunktionenund d-Funktion)und Spezielle
Funktionender MathematischenPhysik (GleichungenausSeparationsansätzen,
Differentialgleichungenin der komplexen Ebene,Kugel- und Zylinderfunktio-
nen).
DemAutorgelingtesin hervorragenderWeise,denLeserzurAuseinandersetzung
mit nicht immereinfachenmathematischenBegriffen undAussagenzu motivie-
ren.Dazutragendie zahlreichenZeichnungenebensobei wie die ausf̈uhrlichen
Diskussionender Bedeutungvon Begriffen und Aussagen.Die Stoffauswahl ist
als sehrgeglückt zu bezeichnen.Klassischeund ”modernere“ Themenwerden
ihrer Bedeutungentsprechendbehandelt,wobei die Ideenhinter Begriffen (z.B.
reell-analytischundanalytischeFortsetzung)bzw. vonMethoden(etwaKonstruk-
tion GreenscherFunktionen)und Eigenschaftenvon Funktionenund Systemen
(z.B.GreenscheFunktion,Phasenporträt einesdynamischenSystems)im Vorder-
grundderBetrachtungenstehen.Die einzelnenKapitelbeginnenjeweilsmit einer
Einführungin dasThemaundwerdendurcheineZusammenfassungderwichtigs-
tenInhaltesowie einenTest(AuswahlderAntwort ausdreiMöglichkeiten)abge-
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schlossen.Am EndedesBandeswerdendiekorrektenAntwortenzudenTestsso-
wie Hinweisezu denÜbungsaufgabengegeben.Ein sehrempfehlenswerterBand
für LehrendeundStudierende(auchderMathematik),dersowohl alsGrundlage
oderErgänzungzuVorlesungen,alsauchfür dasSelbststudiumgeeignetist.

I. Troch(Wien)

W. J. Kaczor, M. T. Nowak: Problemsin Mathematical Analysis III. Integra-
tion. (StudentMathematicalLibrary, Vol. 21.) AmericanMathematicalSociety,
Providence,RhodeIsland,2003,IX+356 S. ISBN 0-8218-2050-8P/b$ 49,–.

Eine hervorragendeAufgabensammlungzur Riemannschenund Lebesgueschen
Integrationstheorieder Funktionenin einerVariablen,die klassischeAufgaben-
sammlungen(wie Polya-Szeg�o, Günter-Kusmin, Bass,Ostrowski, Fichtenholz)
anSystematikübertrifft, unddurchAufnahmeneuererProbleme(beispielsweise
ausdemAmer. Math.Monthly) aucherweitert.Ergänzendsolltedas“Handbook
of Integration” von D. Zwillinger (Boston,1992)betrachtetwerden.

N. Ortner(Innsbruck)

C. W. Henson,J. Iovino, A. S.Kechris,E. Odell: Analysis and Logic. Edited
by C. Finet andC. Michaux. (LondonMathematicalSocietyLectureNote Se-
ries262.) CambridgeUniversityPress,2002,XIV+267 S. ISBN 0-521-64861-0
P/b£ 29,95.

DieserBandausderReiheLectureNotesderLondonMathematicalSocietyerfüllt
die in höchstemMaßeverdienstvolle Aufgabe,dieoft unterscḧatzteRelevanzder
mathematischenLogik für KerngebietederAnalysisundauchandererklassischer
TeilederMathematikzuverdeutlichen.
Der Bandentḧalt drei voneinanderunabḧangige,durchschnittlichjeweils knapp
100SeitenumfassendeArtikel, aufdiehiersehrkurzeinzelneingegangenwerden
soll. Die Artikel entstandenalsschriftlicheFassungenvon drei Vortragsserienim
RahmeneinerTagung1997anderUniversiẗat von Mons-Hainaut,Belgien.
Der ersteArtikel (Ultraproductsin Analysis)stammtvon C. Ward Hensonund
Jośe Iovino undbescḧaftigt sichvor allemmit Anwendungender Modelltheorie
in derFunktionalanalysis.Im ZentrumstehennormierteRäume,für die einege-
eigneteSignatureingef̈uhrtwird, sowie dieBegriffe derpositiv beschr̈anktenFor-
melundderapproximativenErfülltheit.DarüberkönnendanneineModelltheorie
aufgebautund geeigneteUltraproduktekonstruiertwerden.Einesder typischen
Hauptergebnissebesagt,dasseinepositivebeschr̈ankteFormelgenaudannim Ul-
traproduktapproximativ erfüllt ist, wenndieMengederStrukturen,wo sieerfüllt
ist, im zugrundegelegtenUltra�lter liegt.
Der zweiteArtikel (Actions of PolishGroupsandClassi�cation Problems)von
AlexanderS. Kechris ist der Deskriptiven Mengenlehrezuzuordnenund sollte
vonbesondersbreitemInteressesein.Er gliedertsichin zweiTeileundbescḧaftigt
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sichvor allemmit denMöglichkeiten,dieSchwierigkeit vonverschiedenenKlas-
si�kationsproblemenzu beschreiben,indemmandieKompliziertheitderzugrun-
degelegtenÄquivalenzrelationenuntersucht.AuchwennnichtjederLeserspeziell
andenim vorliegendenArtikel behandeltenAktionenPolnischerGruppeninter-
essiertseinmag(einzelneKapitel sind spezielldenAktionenabz̈ahlbarerGrup-
pen,lokalkompakterGruppensowie dervollen symmetrischenGruppeauf einer
abz̈ahlbarenMengegewidmet), so bringt der äußerstklar geschriebeneArtikel
dochsotiefeEinsichten,dasskaumeinMathematiker ausderLektürenichtWert-
vollesmitnehmenwird. Der zweiteTeil vertieft denStoff anhandderTurbulenz-
theorievon Hjorth.
Der letzte der drei Artikel (On Subspaces,Asymptotic Structure,and Distor-
tion of BanachSpaces;Connectionswith Logic) von Edward Odell schließlich
bescḧaftigt sich mit der reizvollen und facettenreichenRamseytheorie in Ba-
nachr̈aumen.
JedemMathematiker kannwenigstensein Schm̈okern in diesemsehrattraktiven
Bandempfohlenwerden.

R. Winkler (Wien)

T. W. Körner: A Companion to Analysis. A SecondFirst and First Second
Coursein Analysis.(GraduateStudiesin Mathematics,Vol. 62.) AmericanMath-
ematicalSociety, Providence,RhodeIsland, 2004, XIV+590 S. ISBN 0-8218-
3447-9H/b $ 79,–.

The book is intendedfor studentswith a solid knowledgeof the fundamentals
of one-variableandmultivariablecalculus.The text presentsmostof thecentral
theoryandmethodsof calculusatahigherlevel includingmaterialfrom theareas
of calculusof variationsanddifferentialequationsandincludingmany stimulating
exercises.A specialfeatureof thebookis anappendixcontaining345problems.
Someof theseexercisesarestandard,someform commentarieson themaintext
andothershave beentakenor adaptedfrom theCambridgemathematicsexam.A
collectionof hints,(partial)answersandremarksonsomeof theexercisescanbe
foundon anAMS pageat http://www.ams.org/bookpages/gsm-62. Studentswho
work throughthis text or a partof it will improve their understandingof calculus
andtheir techniqueof solvingproblemsandwill bebetterpreparedfor advanced
lectures.Thetextbookis avaluablecontribution to theliteraturein analysis.

C. Nowak (Klagenfurt)
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Funktionalanalysis

I. Gohberg,S.Goldberg,M. A. Kaashoek:BasicClassesof Linear Operators.
Birkhäuser, Basel,Boston,Berlin, 2003,XVII+423 S. ISBN 3-7643-6930-2P/b

83,46.

DiesesBuch ist eine überarbeiteteund erweiterteNeuau�agedesgut zwanzig
JahrealtenKlassikers“Basic OperatorTheory” von I. Gohberg undS.Goldberg,
welchessich zu einemStandardwerkin der Operatortheorieentwickelt hat.Zu-
sammenmit “Classesof Linear Operators,Vol. I, Vol. II” derselbendrei Auto-
ren bietetdiesesBuch die Möglichkeit, ein sehrdetailiertesund weitreichendes
Wissenüber lineareOperatorenzu bekommen.Inhaltlich beginnendie Autoren
mit den grundlegendenEigenschaftenvon Hilberträumen,was es auchfür Le-
serohnebesondereVorkenntnisseattraktiv erscheinenlässt,einenBlick in “Basic
Classesof LinearOperators”zuwagen.NachderPräsentationderwichtigstenall-
gemeinenResultatëuberOperatorenauf Hilberträumenlegendie Autoreneinen
Schwerpunktauf kompakteOperatoren.Sp̈aterwerdenauchallgemeinerOpera-
torenauf Banachr̈aumen,Fredholmoperatoren,SpurundDeterminantevon Ope-
ratorensowie Töplitzoperatorenbehandelt.

M. Kaltenb̈ack(Wien)

C. S.Kubrusly: Hilbert SpaceOperators. A ProblemSolvingApproach.Birk-
häuser, Boston,Basel,Berlin, 2003,XIII+149 S. ISBN 0-8176-3242-5,3-7643-
3242-5P/b 68,–.

DiesesBuchstellteineEinführungin dieTheoriederOperatorenaufHilberträum-
endar. Der Autor verfasstedieses149Seitenstarke Werk abernicht alskonven-
tionellesLehrbuch,sonderner versuchte,demLeserdie Materiedurcheinander
abwechselndeTheorieabschnitteund Problemstellungennäherzu bringen.Da-
durchwird derLeserdazuangehalten,sichmit derMaterieintensiverauseinander
zu setzen.Die Aufgabensind gut ausgewählt und habenaucheinenangebrach-
ten Schwierigkeitsgrad.Außerdembe�nden sich am EndeeinesjedenKapitels
Lösungsvorschl̈agezu dengestelltenProblemen.Der Inhalt desBuches,dassich
vorrangiganhöhersemestrigeStudentenrichtet,spanntsichvondengrundlegen-
denBegriffsbildungenundEigenschaftenvonOperatorenaufHilberträumen̈uber
die Betrachtungvon invariantenTeilräumen,Shift-Operatoren,spektralenEigen-
schaftenvon Operatorensowie hypernormalenundparanormalenOperatorenbis
hin zu einemBeweisdesSatzesvon Lomonosov überinvarianteTeilräume.

M. Kaltenb̈ack(Wien)
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DynamischeSysteme

J. Banks, V. Dragan, A. Jones: Chaos. A MathematicalIntroduction. (Aus-
tralian MathematicalSocietyLectureSeries18.) CambridgeUniversity Press,
2003,XI+294 S. ISBN 0-521-53104-7P/b£ 27,95.

Thisbookletemergedfrom aone-semesterundergraduatecourseandpresentsba-
sic ideasandresultsof chaoticdiscretedynamicalsystemsin onedimensionin a
form that shouldbe accessibleto anyonewho hastaken a �rst coursein under-
graduatecalculus.The essentialfeatureof this introductionis thegeometrically
motivatedapproachleadingto someusefulnotions. In the �rst part geometric
analysisof theconnectionbetweenthegraphsof a functionandits higheriterates
is usedto studythethreeingredientsof Devaney'schaos,namelysensitivedepen-
dence,transitivity anddensenessof periodicpoints.With theexceptionof thelast
chapterthe functionsconsideredareself-mapsof the unit interval. A very nice
resultis asuf�cient testfor determiningwhetherafunctionhaschaoticbehaviour,
involving the useof Schwarzianderivative. In the last part a piecewise linear
methodis usedfor obtainingtopologicalconjugacy. Thebookcontainsmany ex-
amples,exercises,hints for additionalreadingandreferences.It canbewarmly
recommendedfor beginningstudentsin mathematics.

C. Nowak (Klagenfurt)

T. Kappeler, J. Pöschel:KdV & KAM. (Ergebnisseder Mathematikund ihrer
Grenzgebiete,3. Folge,Vol. 45.) Springer, Berlin, Heidelberg, New York, 2003,
XIII+279 S. ISBN 3-540-02234-1H/b 99,95.

The main topic of the presentbook is the periodicKorteweg de Vries equation,
which canbe viewed asan in�nite dimensionalintegrableHamiltoniansystem
admittingacompletesetof independentintegralsin involution. Theauthorsshow
thatit admitsa globalbi-analyticmapsuchthatthenew coordinatesareBirkhoff
coordinates(cartesianaction-anglevariables)for theKdV equation.This is then
usedasthestartingpoint for studyingsmallHamiltonianperturbationsby apply-
ing suitablegeneralizationsof theKAM theory.
It is well written andcomeswith an introductionto integrableHamiltoniansys-
temsandKAM theory, which makesit self-containedandaccessibleto graduate
studentsaswell. As anadditionalbonus,all chapterscanbereadindependently
of eachother. I canonly highly recommendit to anybody interestedin in�nite
dimensionalintegrablesystems.

G. Teschl(Wien)
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A. Katok: Combinatorial Constructions in Ergodic Theory and Dynamics.
(UniversityLectureSeries,Vol. 30.) AmericanMathematicalSociety, Providence,
RhodeIsland,2003,IV+121 S. ISBN 0-8218-3496-7P/b$ 29,–.

DiesesBuchgliedertsich in zwei Teile. Der erstebehandeltApproximationund
Generiziẗat in derErgodentheorie,derzweiteKozyklen,Kohomologieundkom-
binatorischeKonstruktionen.
Im erstenTeil gehtesvordringlich um die ApproximationmaßerhaltenderSys-
temeauf einemLebesgueraumdurchgewisseendlicheObjekte,sogenannteperi-
odischeProzesse.VerschiedeneTypensolcherApproximationensind von Inter-
esseund werdenbehandelt.Gemeinsamist ihnen,dasssie die Voraussetzungen
einesgrundlegendenSatzeserfüllen, welcherbesagt,dassdie Mengederappro-
ximierbarenSystemegroßim BaireschenSinneist. Dies unterstreichtdie Rele-
vanzdynamischerEigenschaften,welcheuntergewissenApproximierbarkeitsbe-
dingungenbewiesenwerdenkönnen.Tats̈achlichsinddiemeistenderzahlreichen
ErgebnissedeserstenTeils von dieserArt oderunter diesemGesichtspunktzu
sehen.
Der zweite Hauptteil schließlichbescḧaftigt sich mit den ergodentheoretischen
VariantenvonKozyklen,Kohomologie,Korändernetc.Dabeirückenunterschied-
licheAspektederDynamikin denVordergrund,dievielfältigeThemenber̈uhren.
Der Autor ist einerder weltweit führendenFachleuteauf dem sehrweitenund
mit denunterschiedlichstenDisziplinenüberlappendenGebietder dynamischen
Systeme.DerStil ist relativ verbalgehaltenundwenigformalisiert.Dadurchwer-
dendie grundlegendenStrategiengut sichtbar, insbesonderedie Rolle kombina-
torischerKonstruktionenin einemeheranalytischenGebiet.Dementsprechend
angenehmist dasBuch zu lesen.Sollte dasBuch weitereAu�agen erfahren,so
könntedieLesbarkeit wahrscheinlichnur durchdieBerichtigungderin gewissen
Abschnittenrelativ häu�gen Druckfehlernochweiter verbessertwerden,sowie
vielleichtdurchdieAufnahmeeinesIndex.

R. Winkler (Wien)

X.-Q. Zhao: Dynamical Systemsin Population Biology. (CMS Books in Ma-
thematics.)Springer, New York, Berlin, Heidelberg, 2003,XIII+276 S. ISBN 0-
387-00308-8H/b 79,95.

This volumeis an introductioninto the theoryof periodicsemi�ows andits ap-
plication to populationdynamics.The selectionof the materialis, accordingto
the author's own words,subjective, in�uenced by personalinterests,andbased
mainly on the author's andhis collaboratorswork (nevertheless294 references
arelisted).
After anintroductionto abstractdiscretedynamicalsystemsonmetricspacesand
a discussionof globaldynamicsin certaintypesof monotonediscretedynamical
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systemson orderedBanachspaces,the conceptof periodicsemi�ow is introdu-
cedandvariousresultsarepresented.After that,applicationsareshown: �rst to a
discrete-time,size-structuredchemostatmodelandthen– beingthemainconcern
of thisbook– to theglobaldynamicsof variousperiodicandalmostperiodicsys-
temssuchascontinuous-timeperiodicpopulationmodels,N-speciescompetition
in aperiodicchemostat,almostperiodiccompetitive systems,to competitor-com-
petitor-mutualistparabolicsystemsandto aperiodicallypulsedbioreactormodel.
For thesevarioustypesof systemsdifferentqualitative methodsareusedandde-
velopedrespectively.
The book terminateswith chapterson global dynamicsin an autonomous,non-
local anddelayedpredator-prey modelandonexistence,uniquenessandstability
respective attractivity propertiesof periodictravelling wavesin periodicreaction-
diffusionequations.Thisvolumeis writtenprimarily for mathematiciansandis of
interestfor researchersin thisarea.

I. Troch(Wien)

AngewandteundnumerischeMathematik

Z. Drma�c,V. Hari, L. Sopta,Z. Tutek, K. Veselíc (eds.):Applied Mathematics
and Scienti�c Computing. Kluwer Academic/PlenumPublishers,New York,
2003,X+350S. ISBN 0-306-47426-3H/b 131,–.

Der Bandentḧalt die schriftlichenFassungenvon Vorträgeneinergleichnamigen
Tagung,die im Juni2001in Dubrovnik stattfandunddiedasZiel hatte,Mathema-
tiker und AnwenderausdenIngenieur- und Naturwissenschaftenzusammenzu-
bringen.DerersteTeil umfasstdieManuskripteeinesMini-Kursesüber“Domain
DecompositionMethods”(Schwarz-Methodenfür partielleDifferentialgleichun-
gen)von M. Sarkis(WorcesterPolytechnic,USA) sowie jeneder eingeladenen
Vortägeüber“Modi�cation andMaintenanceof ULV Decompositions”von J.L.
Barlow (PennsylvaniaStateUniv), “Advancesin JacobiMethods”von Z.Drma�c,
V. Hari (Univ. Zagreb),I. Slapni�car (Univ. Split), “Modeling of Curved Rods”
von M. Jurak,J. Tamba�ca,Z. Tutek(Univ. Zagreb),“IncompressibleNewtonian
Flow ThroughThin Pipes”von E. Maru�sić-Paloka(Univ. Zagreb)und“First Or-
der Eigenvalue PerturbationTheoryand the Newton Diagram” von J. Moro, F.
M. Dopico (Univ. CarlosIII deMadrid). Im zweitenTeil folgen15 ausgewählte
Beiträgezu ThemenausAnalysis,numerischerMathematikund Anwendungen
in denIngenieurwissenschaften,derenAutorenbisaufdreiAusnahmenvonkroa-
tischenUniversiẗatenkommen.

I. Troch(Wien)
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K. Hashimoto,Y. Oishi, Y. Yamamoto(eds.):Control and Modeling of Com-
plex Systems.Cyberneticsin the21stCentury. Festschriftin Honorof Hidenori
Kimura on the Occasionof his 60th Birthday. (Trendsin Mathematics.)Birk-
häuser, Boston,Basel,Berlin, 2003,XXIX+337 S.ISBN 0-8176-4325-7,3-7643-
4325-7H/b 98,–.

Aus Anlaßdes60.Geburtstagesvon HidenoriKimura wurdeim November2001
ein Symposiuman der Universiẗat Tokio abgehalten,an demetwa 150 Wissen-
schafterteilnahmen.Der vorliegendeBand entḧalt eine Auswahl von 20 Bei-
trägen,die auf denwährenddiesesSymposiumsgehaltenenVorträgenberuhen.
Der Band beginnt mit einer kurzenWürdigung von Hidenori Kimura und ei-
nem VerzeichnisseinerwissenschaftlichenWerke (10 Bücher, 12 Buchkapitel,
108Zeitschriftenartikel). Die wissenschaftlichenBeiträgesindin dieKapitel

”
Si-

gnalverarbeitung“ mit vier BeiträgenvonByrnesundLindquist,Georgiou,Y. Ya-
mamotoundNagaharasowie vonKwonundHanintegriert,umHidenoriKimuras
InteresseandiesemGebietunddessenVerbindungmit zeit-diskretenKontrollpro-
blemenzu würdigen.Dieserhat auchauf demGebietder

”
Identi�kation“ gear-

beitetunddessenBedeutungfür praktischeAnwendungenbetont.Daherfolgt ein
Kapitel mit drei Arbeitenvon MilaneseundTaragna,VidyasagarundKarandikar
und von Oishi zu diesemThema.Im dritten Teil sind fünf Arbeitenvon Ander-
sonundBombois,ChenundHara,Tsumura,SugieundvonHaraundIwasakizum
Thema”RobusteRegelung“ zusammengefaßt.DiesesGebietkannalsdaszentrale
Arbeitsgebietvon Hidenori Kimura bezeichnetwerden.Der vierte Teil ist kom-
mendenHerausforderungenandie Regelungs-undSteuerungstheoriegewidmet,
undBeiträgevonGuo,Imura,S.YamamotoundUshio,Mita undNamsowie von
Sampei,Dateudn Nakaurabefassensich mit demThema”Hybride, chaotische
undnichtlineareSysteme“ . Der letzteTeil ist

”
AnwendungenderKontrolltheorie“

gewidmet – die Beiträgestammenvon denAutorenTomizuka,Adachi und Ha-
shimoto,Namiki undIshikawaundsollenInteresseundKompetenzvonHidenori
Kimura aufdemGebietderAnwendungenwürdigen.
Insgesamtist dieserBandgleichzeitigeineÜbersichtüberwichtigeThemen,un-
gel̈osteFragenundwichtigegegenẅartigeundzukünftigeForschungsgebieteauf
demGebietderRegelungs-undSteuerungstheorieundvon Interessefür alle auf
diesemGebietwissenschaftlichArbeitenden.

I. Troch(Wien)

R. Plato: ConciseNumerical Mathematics. Translatedby R. Le Borne,S. Le
Borne. (GraduateStudiesin Mathematics,Vol. 57.) AmericanMathematicalSo-
ciety, Providence,RI, 2003,XIV+453 S. ISBN 0-8218-2953-XH/b $ 85,–.

Thistextbookhasbeendevelopedfrom two-semestercoursesin numericalmathe-
maticstaughtrepeatedlyby theauthoratTU Berlin. It adressesstudentsandgrad-
uatesof mathematics,computersciences,andnaturalandengineeringsciences.
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Thefollowing basictopicsaretreatedin anelementaryandconciseform: 1. In-
terpolationby Polynomials,2. SplineFunctions,3. The DiscreteFourier Trans-
form andits Applications,4. Direct Solutionof LinearSystemsof Equations,5.
NonlinearSystemsof Equations,6. The NumericalIntegrationof Functions,7.
Explicit One-StepMethodsfor Initial Value Problemsof OrdinaryDifferential
Equations,8. MultistepMethodsfor Initial ValueProblemsof OrdinaryDifferen-
tial Equations,9. BoundaryValueProblemsfor OrdinaryDifferentialEquations,
10.Jacobi,Gauss-SeidelandRelaxationMethodsfor theSolutionof LinearSys-
temsof Equations,11. TheConjugateGradientandGMRES(“generalizedmini-
mal residualmethod”)Methods,12. EigenvalueProblems,13. NumericalMeth-
odsfor EigenvalueProblems,14. Peano's Error Representation,15. Approxima-
tion Theory, 16. ComputerArithmetic. Many well chosenexercisesareadded.
The authorconcludesevery chapterby further commentsandhints to the liter-
ature. Most of the referencesto Germanmonographsappearingin the German
edition arereplacedby referencesto textbooksin English,andsomenew publi-
cationsareadded.Thereexistsanonlineservicewhich is availableunderhttp://
www.math.tu-berlin.de/numerik/plato/amsbookwith hints for the exercisesand
Matlab routines.Thebookcanberecommendedbothto studentsandteachers.It
is avaluablecontribution to theliteraturein numericalmathematics.

C. Nowak (Klagenfurt)

E. Süli, D. F. Mayers: An Intr oduction to Numerical Analysis. Cambridge
University Press,2003,X+433 S. ISBN 0-521-00794-1P/b £ 24,95*, ISBN 0-
521-81026-4H/b £ 65,–.

This is anexcellentbookfor introducingundergraduatesto thefascinatingdisci-
pline of numericalanalysis.It is theresultof many yearsof lecturesheldby the
authorsat theUniversityof Oxford, a fact thatexplainstheevidentability of the
bookof addressingquestionsfrequentlyaskedby students.
Readingof “An Introductionto NumericalAnalysis” is alsomadeenjoyableand
motivatingby themany historicalnotesregardingmathematicianswho have con-
tributedconsiderablyto this discipline. Thoughthebookis broaderin character,
two topicsaretreatedwith particularemphasis:Polynomialapproximation(and
integration)andthenumericalsolutionof ordinarydifferentialequations(ODEs).
The book is organizedinto 14 chapters.The �rst four of themarededicatedto
thesolutionof linearandnonlinearalgebraicproblems.Chapter5 is devotedto
symmetriceigenproblems.Polynomialapproximationandnumericalintegration
arediscussedin detail in six chapters.Chapters12 and13 provide a nice intro-
ductionto numericalschemes,theirstability, andaccuracy in solvinginitial value
andboundaryvalueproblemsfor ODEs.A shortintroductionto the�nite element
methodis given in the last chapter. All chaptersare completedwith excellent
historicalandtechnicalnotesandmany exercises.(Thesolutionsto exercisesare
available;contactsolutions@cambridge.org) A. Borzi (Graz)
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Informatik

A. Heck: Intr oduction to Maple. Third Edition. With 221Illustrations.Sprin-
ger, New York u.a.2003,XVI+828 S. ISBN 0-387-00230-8H/b 49,95.

This is thethird editionof thebest-sellingIntroductionto Mapleby André Heck.
Apart from the correctionof typing errorsand the updatingof many examples
somechapterswererewrittencompletely. In particular, thechapterondifferential
equationsnow alsocontainspartialdifferentialequationsandnumericalmethods.
LinearAlgebrais now basedon thenew packagesLinearAlgebra andVectorCal-
culusinsteadof theolderpackagelinalg. Thechapteron simpli�cation hasbeen
updatedandexpandedandanew chapteronGröbnerbasistheoryhasbeenadded.
Thebookis basedonversion8 of Maple.
Theauthorgivesanintroductionto ComputerAlgebrain generalandto theCom-
puterAlgebraSystemMaplein particular. Amongothersthefollowing topicsare
beingdealtwith: functions,de�nition andmanipulationof polynomialsandratio-
nal functions,differentiationandintegration,simpli�cation, graphics,thesolving
of equationsanddifferentialequations.Thesolvingof a setof polynomialequa-
tionsis basedon theMaplepackageGroebner.
Thereis quitea hostof examplesfrom various�elds like physics,chemistryand
kinematics. For instanceLinear Algebra methodsare appliedin the computa-
tion of p-electronenergiesandelectroniccharge distributions in molecules,the
forward andinversekinematicsof serialrobot manipulatorsarediscussedanda
model for cadmiumtransferthroughthe humanbody is investigated.Moreover
eachchapteris roundedoff by numerousexercisesto besolvedby thereader. A
list of relevantreferencesis givenat theendof thebook.Thebookcanberecom-
mendedto readerswho intendto learnMaplefrom scratch.But at thesametime
it is alsoagoodreferencefor skilledMapleusers.Thereadershouldat leasthave
someknowledgeonmathematicsat anintermediatelevel.

A. Gfrerrer(Graz)
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MathematischePhysik

B. Cordani: The Kepler Problem. GroupTheoreticalAspects,Regularization
andQuantization,with Application to the Study of Perturbations.(Progressin
MathematicalPhysics,Vol. 29.) (Mit CD-ROM.) Birkhäuser, Basel, Boston,
Berlin, 2003,XVII+439 S. ISBN 3-7643-6902-7H/b 83,–.

Zum ThemadesTitels sind schonfrüherein paarMonogra�en erschienen;das
vorliegendeBuchist wohl diebisherumfassendsteDarstellungderverschiedenen
Gesichtspunkte,unddiesin beliebigerRaumdimension.
NacheinemeinführendenÜberblicküberdengesamtenInhaltwerdenaufklassi-
scherEbenedie SeparationderVer̈anderlichenin denverschiedenendazugeeig-
netenKoordinatensystemen,verschiedeneSätzevonWinkel- undWirkungsvaria-
blenundmehrereRegularisierungsverfahrenderBewegungsgleichungbehandelt.
Quantenmechanischwird die Schr̈odingergleichungin dendazugeeignetenKo-
ordinatensystemensepariertundeswerdenverschiedeneZugängezur Quantisie-
rungdesProblemsbehandelt.Die DarstellungdesSystemphasenraumsalskoad-
jungierteBahneiner(pseudoorthogonalen)LiegruppeermöglichtdieAnwendung
der geometrischenQuantisierung.Schließlichwird auchauf dasKeplerproblem
mit magnetischemMonopoleingegangen,undnacheinergutenEinführungin die
StörungstheoriewerdeninsbesondereverschiedeneachsialsymmetrischeStörun-
genbehandelt.MehrereAnhängefassendie differenzialgeometrischenGrundla-
genderklassischenTheoriesamtLiegruppenknappzusammen.
Die Sẗarke der Darstellungliegt vor allem im umfassenden̈Uberblick über die
verschiedenenZugängezum Problemkreisund denausf̈uhrlich gebrachtenana-
lytischenRechnungen.Währenddie Erklärungenauf klassischerEbeneziemlich
erscḧopfendsind,sindsiein denquantenmechanischenTeilen,in denenFunktio-
nalanalysisundHilbertraumdarstellungenben̈otigt werden,knappundmanchmal
unklar ausgefallen; diesbetrifft insbesonderedenallerdingskurzenAbschnitt9.
Die grundlegendenIdeendergeometrischenQuantisierungkannundmussmanin
denangegebenenSpezialwerkennachlesen,aberauchdieErläuterungendersons-
tigen hier ben̈otigtendarstellungstheoretischenZusammenḧangesind oft unklar,
unddasaufS.196in Rem.9.1angegebeneZitat ausBarut/Raczkabetreffenddie
Gleichwertigkeit von induziertenundMultiplikatordarstellungenist im hier vor-
gestelltenRahmenunzutreffend: A. a. O. werdenausdr̈ucklich operatorwertige
Multiplikatorenzugelassen,sonstbestehtdiebehauptetëAquivalenznicht.
DasBuchentḧalt nebeneinemSachverzeichniseineTabellederAbbildungenund
eineBibliogra�e, in der auchdie Titel der Zeitschriftenarbeitenangef̈uhrt sind,
wobei allerdingsalle deutschenTitel elementareRechtschreibfehleraufweisen.
Auf einerbeigef̈ugtenCD �ndet maneinProgrammfür Störungsrechnungenund
einesfür dieBehandlungdesZweizentrenproblems.

W. Bulla (Graz)
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S.J. Gustafson,I. M. Sigal: Mathematical Conceptsof Quantum Mechanics.
(Universitext.) Springer, Berlin, Heidelberg, New York, 2003,X+249 S. ISBN
3-540-44160-3P/b 39,95.

Thepresenttextbookis avery readableintroductionto modernmathematicaltop-
ics in quantummechanicsintendedfor studentsof mathematicsor physics.How-
ever, even thoughmuchbackgroundmaterial(both mathematicalandphysical)
hasbeenincludedto make thebook relatively self-contained,it still proceedsat
a fastpaceandrequiressomeamountof work, especiallyfor beginners.On the
otherhand,it quickly reachestopicsof currentinterest.Clearlythepriceonehas
to payfor this is lackingmathematicalrigor andmostproofsareonly sketched.
The topicscoveredincludespectraltheory, scatteringtheory, many-particlesys-
tems,pathintegrals,quasi-classicalasymptotics,resonances,quantum�eld the-
ory, andtheoryof radiation.I considerthebookavaluableadditionto thetextbook
literaturein this �eld.

G. Teschl(Wien)

D. F. Parker: Fields, Flows and Waves. An Introductionto ContinuumMod-
els. With 90 Figures. (SpringerUndergraduateMathematicsSeries.) Springer,
London,Berlin, Heidelberg, 2003,XII+270 S.ISBN 1-85233-708-7P/b 24,95.

DasBuchsoll alsersteEinführungin dieVerwendungvonmathematischenKon-
zeptenin Kontinuumstheoriendienen.Es ist mathematischnicht allzu schwierig
verfaßt,da esdie HauptintentiondesVerfassersist, denLeserin die physikali-
schenIdeenderImpuls-undErhaltungss̈atzeeinzuf̈uhrenunddabeiaufnaẗurliche
(undnahezuspielerische)Weisediesichergebendengewöhnlichenundpartiellen
Differentialgleichungenzu entwickeln.
Dem Titel desBuchesentsprechendwerdeneingangsdie wesentlichenBegriffe
derKontinuumstheorien(FelderundPotentiale)sowie die Laplace-undPoisson-
gleichungenbehandelt.In denverbleibendensechsKapitelnwerdendannim Rah-
menderKontinuumstheoriedie Elastiziẗat von Festk̈orpern,die Bewegungsglei-
chungeinerelastischenSaite,SchwingungenundWellenbeiFestk̈orpernunddie
Grundz̈ugederFluidmechanikbesprochen.Die beidenletztenKapitelderMono-
graphiesindelektromagnetischenWellenund ihrer BeschreibungnachderMax-
well-Theoriesowie Diffusionsvorgängenin derBiologieundPopulationslehrege-
widmet.DasBuch ist ausgezeichnetlesbarund kannals guteEinführungin die
wesentlichenIdeenderKontinuumstheorieempfohlenwerden.

E. Werner(München)
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Finanzmathematik

M. Capiński, T. Zastawniak: Mathematics for Finance. An Introductionto
FinancialEngineering.With 75 Figures. (SpringerUndergraduateMathematics
Series.)Springer, London,Berlin, Heidelberg, 2003,X+310 S. ISBN 1-85233-
330-8P/b 29,95.

DasvorliegendeBuch gibt eineumfassendeEinführungin die grundlegendsten
und wichtigstenAspekteder Finanzmathematik.DabeiwerdenfolgendeInhalte
behandelt:DiskreteMarktmodelle,Portfolio-Management(CAPM), Optionsbe-
wertung(Binomial- und Black-Scholes-Modell),FinancialEngineeringundsto-
chastischeZinsmodelle.DasBuchstellt die Inhaltein einfacherForm dar, wobei
größtenteilsauf exaktemathematischeBeweisführungenzugunstenallgemeiner
Versẗandlichkeit verzichtetwird (beispielsweisewird die gesamtestochastische
Analysisvernachl̈assigt).Zusammenfassendgibt diesesBuch einenguten,inte-
griertenÜberblicküberdie wesentlichenInhaltederFinanzmathematik,stellt je-
dochbeinahekeinemathematischenAnforderungenandie Leser. Esist auchauf
GrunddervielenBeispieleselbstfür AnfängereinesMathematik-Studiums,oder
aberauchfür Wirtschaftsstudierendeleicht versẗandlich.

M. Predota(Graz)

WahrscheinlichkeitstheorieundStatistik

K. L. Chung, F. AitSahlia: Elementary Probability Theory. With Stochastic
Processesandan Introductionto MathematicalFinance. Fourth Edition. With
57 Figures.(UndergraduateTexts in Mathematics.)Springer, New York, Berlin,
Heidelberg, 2003,XIII+402 S. ISBN 0-387-95578-XH/b 79,95.

Es ist eineheikle Aufgabe,ein Buch überWahrscheinlichkeitstheoriezu schrei-
ben,dasexakt ist, keineMaßtheorievoraussetztund für Anfängerlesbarbleibt.
Chung hat das Problemgel̈ost, indem er die grundlegendenBegriffe im Text
einführt, mit Beispielenerläutert,unddanndie Abfolge Voraussetzung–Behaup-
tung–Beweisdurchsteht.Die Beweise�nden sichentwederexplizit im Text, oder
sind in Anhängezusammengefasst,die sich bei Bedarfan einzelneKapitel an-
schließen.In einigentieferliegendenFällenwird derBeweisdurchein Literatur-
zitat ersetzt.GanzohneVorkenntnissegehtestrotzdemnicht ab:Der Lesermuß
mit Analysisvertrautsein.Auf dieseWeisewird der üblicheStoff bis hin zum
ZentralenGrenzwertsatzunddenGesetzendergroßenZahlenabgehandelt.
Der ins AugegefassteLeserkreisvon Anfängernscḧatztdiesoffensichtlich,wie
die jetztnotwendiggewordenevierteAu�age zeigt.
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Gegen̈uberder 25 JahrezurückliegendendrittenAu�age wurdedasBuch durch
AitSahliaumzweiKapitel überPortfoliotheorieausdemBereichderWirtschafts-
wissenschaftenunddurchChungumeinenAnhangüberMartingaleerweitert.Für
denFachmathematiker ist es interessant,die Begriffsbildungender Wirtschafts-
wissenschaftlerzu lesen,mit denener seltenin Berührungkommt,undeineneue
AnwendungderStochastischenProzessekennenzulernen.

W. Knödel(Stuttgart)

E. J. Dudewicz,B. L. Golden,Z. Govindarajulu (eds.): Modern Mathemati-
cal, Management,and Statistical Sciences,II. (AmericanSeriesin Mathemat-
ical andManagementSciences,Vol. 49.1) AmericanSciencesPress,Columbus,
2003,203S. ISBN 0-935950-53-2P/b$ 235,–.

Die neunArbeitendiesesSammelbandesenthaltentheoretischeGrundlagenarbei-
ten,dieEntwicklungvonMethodenundAlgorithmensowie Anwendungsbeispie-
le. Der Bogenspanntsichvon derScḧatz-undTesttheorie,derZuverlässigkeits-
theorie,der statistischenQualiẗatskontrolle bis zur Versuchsplanung.D. Plach-
ky benutzt einen Zusammenhangzwischender negativen Binomialverteilung
und dernegativen hypergeometrischenVerteilung,um denkritischenWert eines
gleichm̈aßigbestenHypothesentestsfür die Erfolgswahrscheinlichkeit im einsei-
tigen Fall zu ermitteln.M. R. Yilmaz widmet sein Interessesubjektiven Wahr-
scheinlichkeiten, die er als Konstrukt auffasst,das vorhandeneInformationen
nutzt. Es werdenverschiedeneKonstruktionsans̈atze erörtert, wovon ein spezi-
ellesModell herausgegriffenunddurchinstruktive Beispieleillustriert wird.
KonsistenteParameterscḧatzerin Regressionsmodellenmit Fehlernin den Re-
gressorvariablen,die auf einerkorrigiertenScorefunktionbasieren,werdenvon
W.-K. Fung, X.-P. Zhongund B.-Ch.Wei vorgeschlagen.Danebenwerdennoch
einigediagnostischeKenngr̈oßenkonstruiertund ein Datensatz,der die Model-
lierungvon Hauspreisenin Bostonbetrifft, analysiert.K. GürsoyundM. N. Ka-
tehakisdiskutierendasProblemeinerdynamischenoptimalenZuordnungeines
MechanikerszudefektenKomponenteneinesseriellenSystems.UnterderAnnah-
me,dassdieLebensdauernunddieReparaturzeitenderKomponentenunabḧangig
geometrischverteilt sind, kann für ein Systemmit zwei Komponentengezeigt
werden,dassdie Systemverfügbarkeit durchdie ZuordnungdesMechanikerszur
zuverlässigstenKomponentemaximiertwird, unabḧangigvondenParameterwer-
tenderReparaturverteilung.
Verteilungseigenschaftenund ImplikationendesgescḧatztenIndexesfür die so-
genannteProzessunf̈ahigkeit, derfür Prozessemit symmetrischenundunsymme-
trischenToleranzende�niert ist, werdenvonP. C. Lin, W. L. PearnundK. S.Chen
angegeben,dieaucheinenTestfür Prozessunf̈ahigkeit vorschlagen.A. Nanthaku-
mar undK. Selvalveldiskutierendie EigenschafteneinessequentiellenScḧatzers

1DiesesWerk ist gleichzeitigerschienenals:AmericanJournalof MathematicalandManage-
mentSciences,Volume23 (2003),issues1 and2.
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und einerStoppregel für denProzessf̈ahigkeitsindex Cpm bei fest vorgegebener
BreitedesScḧatzintervalls.
M. A. Lejeuneentwickelt einenAustauschalgorithmusfür dieKonstruktionsuper-
saturierter, saturierterundnicht saturierterVersuchspl̈aneundtestetdie Ef�zienz
seinerMethodean HandverschiedenerStandard-Kriterien.Die Anwendbarkeit
seinesVerfahrenswird mittels einesrealenBeispielsillustriert. Ein Programm-
listing in Delphi beschließtdieseArbeit. Die Analysevon Mittelwertenist eine
Technik,in der eineGruppevon Behandlungsmittelwertenverglichenwird, um
festzustellen,ob sich irgendwelchedieserGruppenmittelwerte signi�kant vom
Gesamtmittelwert unterscheiden.Dies kannals Alternative zur klassischenVa-
rianzanalysemit festenEffektenangesehenwerden.In der Arbeit von E. J. Du-
dewicz und P. R. Nelsonwird der dif�zile Fall ungleicher(heteroszedastischer)
Gruppenvarianzenbehandeltundeineausf̈uhrlicheStudiederGütefunktionenin
Abhängigkeit vom Signi�kanzniveau und der Gruppenanzahlpräsentiert.Mo-
mentevon Ordnungsstatistiken und bestelineareParameterscḧatzerfür die ver-
allgemeinerteLambdaverteilungwerdenschließlichvon M. Z. Raqabvorgestellt
undmit anderenScḧatzernverglichen.
Die vorliegendenArbeitensind auchfür Nichtspezialistenlesbar. Sie sind ver-
sẗandlichgeschriebenmit ausf̈uhrlichenBeweisen,detailliertenAlgorithmenund
vollständigenDatenanalysen.JederanstatistischenMethodenundderenAnwen-
dungeninteressierterstatistischvorgebildeterLeserwird daherden einenoder
anderenArtikel dieserSammlungzu scḧatzenwissen.

E. Stadlober(Graz)

S. N. Mishra, B. K. Sinha, S. V. Sabnis(eds.): Forum for Interdisciplinary
Mathematics, Proceedingson Statistics,Combinatorics, and RelatedAr eas.
(AmericanSeriesin MathematicalandManagementSciences,Vol. 482) American
SciencesPress,Columbus,2002,217S. ISBN 0-935950-52-4P/b$ 235,–.

DieserTagungsbandist zwei großenindischenStatistikern gewidmet,die durch
kurzeBiographienund denAbdruck ihrer Publikationslistengewürdigt werden.
ShantiS. Gupta(1925–2002)hat langean der PurdueUniversity in den USA
gewirkt und mehr als 200 Arbeiten auf dem Gebietdesranking and selection
vonVerteilungenverfasst.V. K. Srivastava (1944–2001)waranderUniversiẗat in
Lucknow (Indien)tätigundhatin seinenmehrals150BeiträgenFragestellungen
ausderÖkonometrieundstatistischenScḧatztheoriebehandelt.
M. Deza,M. Dutour undE. Panteleeva bescḧaftigensichmit polyedrischenkon-
vexen Kegeln und gerichtetenMehrfachschnittenauf n Punkten.Für n

�
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5
werdendie Anzahlender Facettenund extremenStrahlenmit ihren Adjazenzen

2DiesesWerk ist gleichzeitigerschienenals:AmericanJournalof MathematicalandManage-
mentSciences,Volume22 (2002),issues3 and4.
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und Inzidenzenexplizit berechnet.EinigeneueResultatefür allgemeinesn wer-
denebenfalls angegeben.N. M. Singhi,G. R. Vijayakumarund N. U. Devi dis-
kutiereneinigeErgebnisseim Zusammenhangmit derpartiellenOrdnungaufder
Mengevon �niten Untermengeneinerpartiell geordnetenMenge.Dasklassische
Behrens-Fisher-ProblemgreifenP. Sing, K. K. SaxenaundO.P. Srivastavaauf.Es
wird ein neuerTestkonstruiert,dereineAlternative zu denbekanntenTestsvon
Welch-Satterthwaite und Cochran-Coxdarstellt.Für die praktischeAnwendbar-
keit dieserneuenProzedurfehlennochentsprechendeTabellenmit denkritischen
WertenderTeststatistik.T. AhmadundA. Raischlageneinenstrati�ziertenStich-
probenplanfür Umweltstudienvor, der sowohl die räumlicheStrukturder Um-
weltvariablen,als auchdenEffekt von Clusterungseigenschaftenkontaminierter
Nachbarschaftsgebieteber̈ucksichtigt.R. Dasguptastudiertdie Gleichm̈aßigkeit
der Ober�ächevon Industrieprodukten,die durchdie maximaleAbweichungin
derDicke beschriebenwird. An Handvon Beispielenwird gezeigt,dassdie Ver-
teilungderGleichm̈aßigkeit durchExtremwertverteilungenausreichendgenauap-
proximiertwerdenkann.
H. Toutenburg undV. K. SrivastavabetrachtengewichteteParameterscḧatzerbei
gemischtenRegressionsproblemenmit fehlendenWertenin denRegressorvaria-
blenundvergleichenderenEigenschaftenmit denEigenschaftenkonventioneller
LeastSquareScḧatzerundgemischterRegressionsscḧatzer. M. Pal, G.Chattopad-
hyayundB. K. SinhafasseneinSystemSalsMischungvonk SubsystemenSi mit
denWahrscheinlichkeitsgewichtenpi aufundsetzenvoraus,dassjedesSubsystem
auseinemseriellenSystemmit 2 Komponentenbesteht.Für solcheSystemewer-
denjeweils Charakterisierungenbzgl. unterschiedlicherVerteilungenangegeben.
A. Dharmadhikaribetrachtetdie Performancevon m Typenvon Komponentenin
n Umgebungenundsetztfür jededermnBeobachtungskombinationenExponen-
tialverteilungmit verschiedenenSkalierungsparameternvoraus,die nochzus̈atz-
lich multiplikativ vom Typ, derUmgebung undder InteraktionTyp \ Umgebung
abḧangen.Für dasModell einerdoppeltenVarianzanalysemit Interaktionwerden
dieEigenschaftenvon ScḧatzernundHypothesentestsuntersucht.
Im Mittelpunkt der Arbeit von U. J. Dixit und V. U. Dixit stehtdasTestenvon
Parameterneiner rechtsabgeschnittenenExponentialverteilung.P. Singh,A. N.
Gill undS.N.Mishra stelleneineKlassevonSelektionsprozedurenvor, beidenen
eine Teilmengezufälliger Größeausk Populationenmit unterschiedlichenEx-
ponentialverteilungenso ausgewählt wird, dassdieseTeilmengedie Population
mit demkleinstenSkalierungsparametermit einervorgegebenenWahrscheinlich-
keit p y 1� k entḧalt. EinederHauptquellenvon systematischenFehlernundfeh-
lendenAntwortenbei pers̈onlichenInterviews ist die sozialeVertr̈aglichkeit der
AntwortenaufsensibleFragen.S.GuptaundB.ThorntonvergleichendieTechnik
derpartiellenRandomisierungmit zweianderenMethodenunddemonstrierendie
Brauchbarkeit diesesAnsatzesanHandeinesDatenbeispiels.
Die Artikel deckeneinbreitesSpektrumanFragestellungenab,die für Fachleute
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ausdem Bereichder Statistik durchausvon Interessesein könnten.Allerdings
ist der PreisdiesesSammelbandesvon $235,–unangemessenhoch,was seine
VerbreitungaufeinigewenigeFachbibliothekenbeschr̈ankenwird.

E. Stadlober(Graz)

E. Pap (ed.): Handbook of Measure Theory, Vols. I+II. North-Holland/Else-
vier, Amsterdam,2002,1636S. ISBN 0-444-50263-7H/b 260,–.

Dasauszwei scḧon ausgestattetenBändenbestehendeWerk ist einebemerkens-
werte Publikation,die in gewisserWeisedie meistenwichtigen Resultatezeit-
gen̈ossischerMaßtheoriezusammenfasst.Die beidenBändeenthalteninsgesamt
37 Kapitel überverschiedeneAspektederMaß-undIntegrationstheorievon ver-
schiedenenAutoren,die in 9 Teile gegliedertsind. Dabeiwerdennebenklassi-
schenGebietender MaßtheorieauchaktuellereThemenwie Fuzzy-Modellein
angemessenerWeisebehandelt.Damit werdendie beidenBändezu einerenzy-
klopädieartigenZusammenfassungderMaß-undIntegrationstheorie,wennauch,
bedingtdurchdie verschiedenenAutoren,Redundanzenauftreten.Dies ist aber
nicht nur von Nachteil,da die einzelnenKapitel unabḧangig voneinandergele-
senwerdenkönnen.Im Einzelnenist dasHandbuch in folgendeTeile gegliedert:
Part 1, ClassicalMeasure Theory, umfasstsiebenKapitel, darunterhistorische
Aspekte,Paradoxien,Konvergenzs̈atze,Radon-Nikodym-S̈atzeundKonvergenz-
fragen.Part2, VectorMeasures, bestehtausdreiKapiteln,dieVektor-Integration,
denRieszschenDarstellungssatzundstochastischeProzessesowie stochastische
Integrationin Banachr̈aumenumfassen.Part3, IntegrationTheory, umfasst4 Ka-
pitel mit den InhaltenDaniell-Integral, Pettis-Integral, Henstock-Kurzweil-Inte-
gral sowie eine Übersichtüber mengenwertigeIntegration und mengenwertige
Wahrscheinlichkeitstheorie.Part 4, Topological Aspectsof Measure Theory, um-
fasst4 Kapitel zu denThemenkreiseǹDensitytopologies',`FN-topologiesand
group-valuedmeasures',̀productsof topologicalmeasurespaces',sowie `perfect
measuresandrelatedtopics'. Damit ist derersteBandabgeschlossen.
Der zweiteBandbeginnt wie der erstemit einerListe von Autorenund besteht
aus5 Teilen,einemAutoren-undSachindex, die beidesehrumfassendsind.Part
5, Order and Measure Theory, entḧalt 5 Kapitel mit folgendenThemen:̀ Riesz
spacesand idealsof measurablefunctions', `Measureson quantumstructures',
`Probabilityon MV-algebras',`Measureson clansandon MV-algebras',sowie
`Triangularnorm-basedmeasures'.Part6, GeometricMeasureTheory, behandelt
in 2 Kapiteln`Geometricmeasuretheory'und`Fractalmeasures'.Part7,Relation
to TransformationandDuality, umfasst5 Kapitel mit denThemeǹ Positive and
complex Radonmeasuresin locally compactHausdorff spaces',`Measureson
algebraic-topologicalstructures',`Liftings', `Ergodic theory' und `Generalized
derivatives'. Part8, Relationto theFoundationsof Mathematics, beschreibt̀Real
valuedmeasurabilityandsomeset-theoreticaspects'und `Nonstandardanalysis
andmeasuretheory'. Der letzteTeil, Part 9, Non-AdditiveMeasures, bestehtaus
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5 Kapitelnmit folgendenThemen:̀ Monotoneset-functions-basedintegrals', `Set
functionsover �nite sets:Transformationsandintegrals', `Pseudo-additive mea-
suresandtheir applications',̀ Qualitative possibility functionsandintegrals' und
dem Abschlusskapitel̀Measuresof information'. Die beidenBändeenthalten
zahlreicheLiteraturhinweiseundbildeninsgesamteinenahezuvollständigeÜber-
sicht überdenaktuellenStandderMaßtheorie.Ein Autorenindex mit über1500
Namensowie dieDruckqualiẗatundscḧoneAusstattungmachendiebeidenBände
zueinemNachschlagwerkmit hohemStandard,dasjedemmit Maßtheoriebefass-
tenbestensempfohlenwerdenkann.

R. Viertl (Wien)

PACIFIC JOURNAL OF MATHEMATICS

Editors: V. S. V a r a d a r a j a n (Managing Editor), Robert F i n n,
Robert G u r a l n i c k, Kefeng L i u, Darren L o n g, Jiang-Hua L u,
Sarin P o p a, Jie Q i n g, Jonathan R o g a w s k i, L.-S. Y o u n g.

The Journal is published 10 times a year with approximately 200
pages in each issue. The subscription price is $ 340,00 per year.
Members of a list of supporting institutions may obtain the Journal for
personal use at the reduced price of $ 170,00 per year. Back issues
of all volumes are available. Price of back issues will be furnished on
request.

PACIFIC JOURNAL OF MATHEMATICS
P. O. BOX 4163

BERKELEY, CA 94704-0163

75





Inter nationale
MathematischeNachrichten

Abelpreis2004

Den mit umgerechnet728.000 dotierten
”
Abel-Preisfür Mathematik“ teilen

sichin diesemJahrderBrite Sir MichaelFrancisAtiyahvonderUniversiẗatEdin-
burgh undderUS-AmerikanerIsadore M. Singer vom MIT. Die beidenWissen-
schaftlerwurdenfür denBrückenschlagzwischenMathematikundtheoretischer
Physikgeehrt.
Der zum zweitenMal verlieheneAbel-Preiswurdeim Jahr2002zum 200.Ge-
burtstagdesnorwegischenMathematik-GeniesNiels Henrik Abel (1802–1829)
gestiftetund soll sich nachWunschder NorwegischenAkademieder Wissen-
schaftenin derDisziplin MathematikalsÄquivalentzumNobelpreisetablieren.
Die Auszeichnungwird jährlichvergeben.DererstePreistr̈agerwar im vergange-
nenJahrderFranzoseJean-Pierre Serre.

(ORF)

Inter national Congressof Mathematicians2006in Madrid

Der “InternationalCongressof Mathematicians2006” wird von 22.–30.August
2006in Madridstatt�nden.VorregistrierungenkönnenbereitsaufderInternetseite
http://www.icm2006.org vorgenommenwerden.

(ManueldeLeón,President,ICM 2006)

5th MATHMOD Vienna

The“5th IMACSSymposiumonMathematicalModelling” (5thMATHMOD Vi-
enna)will take placeat ViennaUniversity of Technologyfrom February8–10,
2006.
The scopeof the conferencecovers theoreticand appliedaspectsof the vari-
oustypesof mathematicalmodelling(equationsof varioustypes,automata,Petri
nets,bondgraphs,qualitative and fuzzy models,etc.) for systemsof dynamic
nature(deterministic,stochastic,continuous,discreteor hybrid with respectto
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time, etc.). Comparisonof modelling approaches,model simpli�cation, mod-
elling uncertainties,port-basedmodelling,andthe impactof itemssuchasthese
on problemsolution,numericaltechniques,validation,automationof modelling
andsoftwaresupportfor modelling,co-simulation,etc. will bediscussedin spe-
cial sessionsaswell asapplicationsof modellingin control,designor analysisof
systemsin engineeringandother�elds of application.
For further information seehttp://simtech.tuwien.ac.at/MATHMOD/ or contact
Univ.Prof. Dr. Inge Troch, Vienna University of Technology, WiednerHaupt-
strasse8–10, 1040 Wien, Austria, Phone: (+43)1-58801-10116,Fax: (+43)1-
58801-10199,e-mailinge.troch@tuwien.ac.at.

(IngeTroch)

Ehrenpromotion von Rolf Schneiderin Salzburg

Am 29.April 2004fandanderUniversiẗat Salzburg ausAnlassderEhrenpromo-
tion von Prof. Rolf Schneider(Univ. Freiburg) ein FestkolloquiumüberKonvex-
geometriestatt.
EswurdenfolgendeVorträgegehalten:
Jörg Wills (Univ. Siegen):On convex bodiesand lattice pointsandon my �rst

questionto Rolf Schneider.
PeterMcMullen (UniversityCollegeLondon):Mixed�bre polytopes.
Richard Vitale (University of Connecticut,Storrs):Convex bodies:volume and

dimension.
StefanoCampi (Universit�a degli Studi di Modenae Reggio Emilia): Variational

problemsin Convex Geometry:resultsandprospects.
PeterGruber (TU Wien):Asymptoticapproximationof convex bodies.
WegendesgroßenInteressesanderEhrenpromotiondrucken wir auchdie Lau-
datiovon Prof. ChristianBuchta und die Dankesworte von Prof. Rolf Schneider
ab.3

HoheFestversammlung!

Es ist mir die ehrenvolle Aufgabezuteil geworden,denWerdegangunddaswis-
senschaftlicheWerkRolf Schneiderszuskizzieren.
Rolf Schneiderwurdeam 17. März 1940 in Hagen(Westfalen)geboren.Seine
MutterwarwegenderBombenangriffe aufMagdeburg evakuiertwordenundhielt
sichbei ihrer Mutter in derGegendvon Hagenauf.SeinVaterwar zu dieserZeit
dienstverp�ichtet.

3Die RedaktionderIMN bedanktsichbeiProf.ChristianBuchtaundProf.Rolf Schneiderfür
dasÜberlassenihrer Manuskripte.
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DerGroßvatermütterlicherseitswar Seeof�zier undkamim Frühjahr1916in der
Seeschlachtim SkagerrakumsLeben.Die MutterhättegernChemiestudiert,was
jedochdieUmsẗandenicht zuließen.
Der Großvater väterlicherseitswar Schneidermeisterund wandertein die USA
aus— urspr̈unglich in der Absicht, seineFamilie nachkommenzu lassen;doch
dazukamesletztendlichnicht.Der Vaterwar ArchitektundOberbaurat.
Die GrundschulebegannRolf Schneiderin Soest(Westfalen).1949übersiedelte
die Familie nachFrankfurt,wo seinVaterfortanberu�ich tätig war. In Frankfurt
absolvierteRolf SchneiderauchdasRealgymnasiumbiszumAbitur im Jahr1959.
Anschließenddienteer in derBundeswehrin derPanzerartilleriein Niederlahn-
steinbei KoblenzamRhein.Er war derFeuerleitstellezugeteilt,weil er mit ma-
thematischenTafelnumgehenkonnte.
Schonin seinerSchulzeitwar ihm klar, dasserMathematikstudierenwollte. Sein
Vaterriet ihm abundschlugvor, er solleStatiker werden.Der Beginn einesPhy-
sikstudiumsin Frankfurtwar dannein gewisserKompromiss.In derQuantenme-
chanikhatteer Aufgabenzu lösen,die er als unbefriedigendempfand,weil ihm
derHintergrundäußerstunklarerschien.Dasveranlassteihn nochvor demVordi-
plom,zurMathematikzu wechseln.
DasMathematikstudiumin Frankfurtschlosser 1964 im neuntenSemestermit
einerDiplomarbeitbei RuthMoufangab. Aus derDiplomarbeitgingenzwei Pu-
blikationenhervor, dieim ”Archiv derMathematik“ erschienensind.Dieerstegibt
eineKennzeichnungderKugel,diezweitebescḧaftigt sichmit Ähnlichkeits-und
Translationss̈atzenfür Ei� ächen.DasThemaseinerDiplomarbeitsuchteer sich
selbstundberichteteRuthMoufangdar̈ubererst,alsschonErgebnissevorlagen.
Über die Diplomarbeittrug er 1966auf demInternationalenMathematikerkon-
gressin Moskauvor. UnterdenZuhörernwar A. D. Aleksandrov.
1967promovierteer in Frankfurt,wiederbei RuthMoufang.Die Ergebnisseder
Dissertationsindin der

”
MathematischenZeitschrift“ unterdemTitel

”
Zur af�nen

Differentialgeometrieim Großen“ veröffentlicht.
Als Studentwar Rolf SchneiderwissenschaftlicheHilfskraft und hatteÜbungen
zur Analysiszu betreuen.Eine Übungsteilnehmerin�el ihm durchihre besonde-
re Begabung auf. Umso überraschterwar er, als ihm die jungeDameam Ende
desSemestersmitteilte,die Mathematikwärenicht dasRichtigefür sie,unddes-
halbwürdesiezur Biologie wechseln.Sp̈aterschriebdieseDamein ihrer Auto-
biographie:“I alsodid coursesin mathematicsandtheoreticalmechanicswhich
fascinatedme for a year, until I found thesetopicstoo dif�cult. Via theclassin
chemistryI got remindedof my true interestsin biology.” Es handeltsich um
ChristianeNüsslein-Volhard,die1995für ihreForschungenin derEntwicklungs-
biologiedenNobelpreisfür Medizinerhielt.
EineanderejungeDame�el Rolf Schneiderin Südtirol beimSchifahrenauf.Da-
malshießsie Anjetta Müller. Seit 1967ist sie seineFrau.1970wurdeder erste
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Sohn,Jan,1975derzweiteSohn,Thomas,geboren.
NachdemStudienabschlussist Rolf Schneiderzun̈achstVerwaltereinerStelleei-
neswissenschaftlichenAssistentenin Frankfurt.1967trif ft er im Mathematischen
ForschungsinstitutOberwolfachGünterEwald, der ihm eineAssistentenstellein
Bochumanbietet.1969habilitiert sichRolf Schneiderin Bochum.1970wird er
WissenschaftlicherRatundProfessorin Frankfurtundnochim selbenJahrOrdi-
nariusanderTU Berlin, alsNachfolgervon Kurt Leichtweiß,dernachStuttgart
geht.Die Zeit in Berlin ist rau,die politischeSituationbelastend.Bald ist Rolf
SchneiderVorsitzenderdesFachbereichsrats,was einemDekanentspricht,und
leidetunterdenMühen,die diesesAmt mit sichbringt,wie etwa Sitzungsdauern
von bis zu14Stunden.
1974folgt er einemRuf andie Universiẗat Freiburg im Breisgau.Der Abschied
ausBerlin fällt ihm nichtschwer. Um dieEntẗauschung̈uberdieunbefriedigenden
Umsẗandean der TU Berlin der Universiẗatsspitzegegen̈uberzum Ausdruckzu
bringen,verzichteter aufBleibeverhandlungen.
In Freiburg �ndet er eineguteAtmospḧarevor, die ihm die idealeVoraussetzung
für eineerfolgreichewissenschaftlicheArbeit bietet.Zwar nimmterauchin Frei-
burg akademischëAmter auf sich — gegenẅartig ist er Dekander Fakulẗat für
MathematikundPhysik—, dochdie Belastunghält sich in Grenzen,zumindest
bezogenaufdenGesamtzeitraumvon 30Jahren.
Heuteliegenca.140Artikel in denangesehenstenmathematischenFachzeitschrif-
tenvor, mehrals100davon sind in Freiburg entstanden.Auch die vier von Rolf
SchneiderverfasstenBücherentfallenaufdieFreiburgerZeit.
Sowohl dieBücheralsauchdieZeitschriftenartikel bescḧaftigensichmit derKon-
vexgeometrie,der Integralgeometrieund der StochastischenGeometrie.Einige
derfrüherenArbeitenhabenBez̈ugezurDifferentialgeometrie.Eswerdendieun-
terschiedlichstenFragenbehandelt,sodassesvollkommenunmöglich erscheint,
wenigstenssummarischdie wichtigstenAspekteanzuf̈uhren.Ich kannhier nur
einigeBeispieleherausgreifen,wobeidie Auswahl unterdemGesichtspunktder
erhofften Versẗandlichkeit für einallgemeinesPublikumgetroffen wurde.
Eine in der

”
MathematischenZeitschrift“ erschieneneArbeit trägtdenTitel

”
Zu

einemProblemvonShephard̈uberdieProjektionenkonvexerKörper“ . Ein konve-
xerKörperist einObjektmit derEigenschaft,dassdieVerbindungslinievonzwei
beliebigenPunktenvollständigim Objektenthaltenist. Demnachsind im dreidi-
mensionalenRaumeineKugel,ein Würfel odereinePyramidekonvexe Körper,
eine gekr̈ummteBananedagegen nicht, wenn die Verbindungslinieder beiden
Endpunktenicht im InnerenderBananeverläuft. In Rolf SchneidersArbeit geht
esnun um folgendeFrage:Wennvon zwei konvexen Körpernder erstein jede
RichtungeinengrößerenSchatten(demInhaltnach)wirft alsderzweite,hatdann
der ersteauchgrößeresVolumenals der zweite?Im Allgemeinenist dasnicht
derFall. Die Arbeit beschreibteinerseitsKörperklassen,für die derSchlussrich-
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tig ist, undandererseitssolche,für die er nicht richtig ist. Der Schl̈usselzur Be-
handlungdesProblemsist die IdeeRolf Schneiders,densogenanntenProjektio-
nenk̈orperheranzuziehen.Die erfolgreicheVerwendungdesProjektionenk̈orpers
hatdieAnregunggegeben,beieinemverwandtenProblem,demBusemann-Petty-
Problem,analogzum Projektionenk̈orper den Schnittk̈orper zu de�nieren, mit
dessenHilfe schließlichderDurchbruchzumErfolg geglückt ist. Als Busemann-
Petty-ProblembezeichnetmanfolgendeFrage:Wennvon zwei zentralsymmetri-
schenkonvexen Körpernder erstein jederRichtungeinegrößereSchnitt�äche
(demInhalt nach)hat als der zweite,wobei sich Schnitt�ächeauf einenSchnitt
mit einerHyperebenedurchdenUrsprungbezieht,hatdannderersteauchgröße-
resVolumenals der zweite?In denDimensionen3 und 4 lautetdie Antwort ja,
wasnicht sehrüberrascht.Ab der Dimension5 jedochlautetdie Antwort nein,
wasintuitiv schwernachvollziehbarist. Um dasInteressezu dokumentieren,das
dasBusemann-Petty-Problembis zu seinerLösungin denletztenJahrenauf sich
gezogenhat,möchteich die Namenvon Mathematikern nennen,die zur Lösung
beigetragenhaben:Ball, Bourgain,Gardner, Giannopoulos,Koldobsky, Larman,
Lutwak, Papadimitrakis,Rogers,Schlumprechtund Zhang.Ein der Mathematik
fernerStehenderfragt sichvielleicht, inwiefernesinteressiert,von denSchatten,
die ein Körperwirft, odervon denInhaltenseinerSchnitteauf denKörperselbst
zu schließen.Denken Sie in diesemZusammenhangetwa andasInteresseIhres
Arztes,auszweidimensionalenRöntgenbildernSchl̈usseauf Ihrendreidimensio-
nalenKörperzu ziehen.
IchkommezueinemzweitenBeispiel,zueinerim

”
Journalfür diereineundange-

wandteMathematik“ erschienenenArbeit mit demTitel
”
Gleitkörperin konvexen

Polytopen“ . Ein konvexes Polytop ist ein konvexer Körper mit ebenenSeiten-
� ächen.Ein Würfel odereinePyramidesindPolytope,eineKugeldagegennicht.
Ein Körper, der in jederRichtunggleichdick ist, heißtKörperkonstanterBreite.
Ein solcherKörperhatdie Eigenschaft,dassmanihn in einempassendenWürfel
vollständig frei drehenkann,wobei er stetsan allen Seiten�ächendesWürfels
entlanggleitet.Analogist einRotorin einemkonvexenPolytoperklärt.Die Arbeit
entḧalt einevollständigeKlassi�kation (in allenDimensionen)derPaarevonkon-
vexen Polytopenund zugeḧorigenRotoren.Der Beweis ben̈utzt Hilfsmittel aus
der harmonischenAnalyse,nämlich Kugelfunktionenund ihrenZusammenhang
mit denDarstellungenderDrehgruppe.Der Beweis ist in HelmutGroemersMo-
nographie“GeometricApplicationsof FourierSeriesandSphericalHarmonics”,
CambridgeUniversityPress,1996,vollständigaufgenommenworden.
Dasdritte Beispielist einein den

”
CommentariiMathematiciHelvetici“ erschie-

neneArbeit. Aus derklassischenDifferentialgeometrieweißman,dassdie einzi-
genhinreichendglattenEi� ächenmit konstantermittlererKrümmungdieRänder
vonKugelnsind.Dasselbegilt für dieGaußscheKrümmungsowie in höherenDi-
mensionenfür jededer elementarsymmetrischenKrümmungsfunktionen.In der
Arbeit wird diesesErgebnisauf allgemeinekonvexe Körperausgedehnt,ohneje-
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de Differenzierbarkeitsvoraussetzung.Die Krümmungsfunktionenwerdendabei
durchentsprechendeKrümmungsmaßeersetzt.Es liegt alsoim naẗurlichenRah-
menderkonvexenKörperein differentialgeometrischerSatzvor, derankeinerlei
analytischeVoraussetzungengebundenist.DerSatzerklärtbeispielsweise,warum
esnur kugelf̈ormigeSeifenblasengebenkann.
Dasvierte und letzteBeispiel,eine in den

”
MathematischenAnnalen“ erschie-

neneArbeit, betrifft die Approximationkonvexer FlächendurchPolytope.Unter
ApproximationverstehtmandieErsetzungeineskompliziertenObjektsdurchein
einfacheres.Bei derApproximationeinerkonvexenFlächedurcheinkonvexesPo-
lytop wird diegegebeneFlächedurcheineFlächeersetzt,dieausebenenStücken
besteht.DenkenSiehiervielleichtaneinenFußball,derbekanntlichaus12Fünf-
ecken und 20 Sechsecken zusammengen̈aht ist. Wie sollte manauchauseinem
StückLederdieOber�ächeeinerKugelherstellen?Dasausden12Fünfeckenund
den20 Sechsecken zusammengebauteObjekt ist ein konvexesPolytop,daseine
Kugel approximiert.Bei einersolchenApproximationnimmt manzwangsl̈au�g
eineAbweichungin Kauf. JemehrSeiten�ächenoderEckpunktemanfür dasap-
proximierendePolytopzulässt,destokleinerwird die Abweichung.Rolf Schnei-
dersResultatgibt nunfür allgemeineglattekonvexeKörperbeliebigerDimension
bei vorgegebenerzugelassenerEckenzahljeneAbweichungan, die man jeden-
falls in Kauf nehmenmuss,undzwar asymptotisch,dasheißtfür einesehrgroß
zu denkendeZahl zugelassenerEckpunkte.
Um esnochmalszusagen:Daswar jetzteineSkizzevonvier Forschungsarbeiten,
die ich ausden140vorhandenenherausgegriffenhabe.
Die ArbeitenRolf SchneiderszeichnensichdurchnaẗurlicheFragestellungenaus.
Ein Nichtmathematiker fragt sichvielleicht,wasmansichuntereinernaẗurlichen
Fragevorstellensoll. Nun, einem wissenschaftlichtätigen Mathematiker wird
eskeineSchwierigkeit bereiten,beliebigviele mathematischeProblemeanzuge-
ben,die ungel̈ostsind.Die Fortschrittebei derLösungmancherdieserProbleme
werdenin Fachkreisenmit größtemInteresseverfolgt, undein Kollege,demdie
Lösungletztendlichglückt,erwirbtsichweltweitesAnsehen.Die Lösunganderer
Probleme,magsieauchnochsoschwierigsein,ist völlig bedeutungslos.Wasei-
nenaẗurlicheFragestellungist,dar̈uberherrschtunterdenKundigenweitgehender
Konsens,auchwenneskaummöglich ist, die Kriterien klar zu de�nieren. Hal-
ten Sie sich vielleicht vergleichsweisevor Augen,dasssich unterMusikliebha-
bernein Konsensdar̈uberherstellenlässt,dassdie Musik, die wir gesternAbend
geḧort haben,höherzu bewertenist, als die Musik, die mein fünfjährigerSohn
und meinedreijährigeTochtermit denTrommelnproduzieren,die ihnenmeine
Schẅageringeschenkthat.Dennochwürdemansichschwertun, jemandem,der
nochnieMusik geḧort hat,denUnterschiedzuerklären.
Die Zeit schreitetvoran,undich mussein EndemeinerAusführungenansteuern.
So möchteich einige bedeutendeLeistungenRolf Schneidersaußerhalbseiner
überragendenForschungsergebnissenuraufz̈ahlen.
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Rolf Schneiderhat vier Bücherverfasst.Dasbedeutendstedavon, “Convex Bo-
dies— the Brunn-Minkowski Theory”, ist gut zehnJahrenachseinemErschei-
nen der Klassiker der Konvexgeometrie.Allein diesesBuch zu schreibenhätte
ausgereicht,weltber̈uhmtzu werden.AuchdieanderendreiBüchersindzuStan-
dardwerkenderGebiete,diesiebehandeln,nämlichderIntegralgeometrieundder
StochastischenGeometrie,geworden.
Als Gutachterfür mathematischeFachzeitschriften,in Herausgebergremienund
redaktionellenBeirätensowie als Mitglied wissenschaftlicherProgrammkomi-
teeszahlreicherinternationalerTagungenhat Rolf Schneiderrichtungsweisend
gewirkt.
An mehrerenOrten hat Rolf Schneiderdie Konvexgeometriegefördert, einer
davon ist Salzburg. Jahrzehntelanghat er hier meinen verehrtenVorgänger,
Herrn ProfessorAugustFlorian, und meinenKollegen HansLinhart beim Auf-
bau des Forschungsschwerpunkts”Diskrete Geometrieund Konvexgeometrie“
untersẗutzt. Auf den von 1975 bis 2003 in Salzburg veranstaltetenGeometrie-
TagungenhatRolf SchneiderwesentlicheBeiträgegeleistet.
Er hält phantastischeVorlesungen,undim Lauf derJahrehatdieListederFächer,
überdieerVorlesungengehaltenhat,einebeachtlicheLängeerreicht.
Die Nachrichtvon dieserEhrenpromotionhat sich um denganzenGlobus ver-
breitet,undwir habenApplausdazuausPekinggenausobekommenwie ausNew
York.
Dasgewaltige wissenschaftlicheSchaffen habenSie,sehrverehrteFrauSchnei-
der, überJahrzehnteuntersẗutzt undsichaufdieseWeiseum dieMathematikund
dieWissenschaftverdientgemacht.
So wünscheich im Namenaller Anwesendensowie im Namenaller, die die-
se Ehrungmit Interesseverfolgenund ausden verschiedenstenGründennicht
pers̈onlich kommenkonnten,Ihnen, sehr geehrter, lieber Herr Schneider, und
ebensoIhnen,sehrverehrteFrauSchneider, für denweiterenLebensweg Glück,
GesundheitundGottesSegen.

ChristianBuchta

Magni�zenz,Spektabiles,verehrteFestg̈aste,liebeFreunde,liebeFamilie!

An einemsolchenTagstürmtaufdenBetroffeneneineVielfalt vonGefühlenein.
Vorherrschendist dasGefühl derDankbarkeit. Die hoheEhre,diemir zuteilwird,
hatja zun̈achsteineInitiativeerfordert,dannAbwägung,Begutachtung,̈Uberzeu-
gungsarbeitvielleicht, Gremienarbeit,und letztlich viel organisatorischenAuf-
wand.Den Initiatorensei als Erstenvon Herzengedankt,nicht minderherzlich
demFachbereich,derFakulẗat undderUniversiẗat sowie allen,die anderVorbe-
reitungdiesesfestlichenTagesmitgewirkt haben.Bei einersolchenEhrungwird
manzum Glück nicht vorhergefragt;wie hätte ich sonstzulassenkönnen,dass
meinePersonsoviel Aufmerksamkeit erregt undsoviel Aufwandverursacht!
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Ebensogroßwie dasGefühl derDankbarkeit ist die Freude:Freudeüberdie Eh-
rung, aberauchgroßeFreudeüber die neueund besondereVerbundenheitmit
Salzburg.DassmanSalzburg liebenmuss,ist trivial; ich mussalsomehranführen,
um meinebesondereNeigungzu Salzburg zu belegen.Die AnfängedieserZu-
neigungwarennicht-mathematisch.Bald nachunsererEheschließungbegannen
meineFrau und ich, uns für Volkskunstund Bauernm̈obel zu interessieren.Da
war Salzburg oft Reisezielund Ausgangspunktfür sammlerischeStreifz̈uge.Im
SalzburgerMuseumCarolinoAugusteumgabes1971eineAusstellung̈uberHin-
terglasbilder, die unszu einemTeilgebietunseresSammelnsangeregt hat. In je-
nenJahrengabesin derGetreidegasseein Antiquitätengescḧaft Oberholzner. An
mehrerenVolkskunst-Sammlerstückenvondort,aberauchausderUmgebungvon
Salzburg, habenwir nochheuteunsereFreude.
Nun aberzurMathematikin Salzburg! Im Jahre1975beganndieReihederSalz-
burger Tagungenüber DiskreteGeometrie,die noch heuteim Ged̈achtnisvie-
ler Geometersind. UnseremhochverehrtenKollegen AugustFlorian verdanken
wir dieseZusammenk̈unfte von GeometernverschiedenerRichtungen,die sehr
fruchtbarwarenundunsallenunvergesslichsind.WeitereKolloquienundTagun-
genin Salzburg habenmir dieseStadtzurliebstenfür mathematischeTreffenwer-
denlassen.Mit großerFreudekonntenviele von unsGeometernhier im vorigen
Jahran demFestkolloquium zum 75. Geburtstagvon Herrn Florian teilnehmen.
Für Ihre langj̈ahrigeFörderungderGeometrie,HerrFlorian,bleibenwir Ihnenzu
größtemDankverp�ichtet.
Wir sindalle froh, dasssichHerrnFloriansNachfolge,nacheinigenVerz̈ogerun-
gen,in soglücklicherWeisegestaltethat,durchdie Berufungvon HerrnBuchta,
der in der Mathematiksowohl dasgeometrischScḧoneals auchdasvolkswirt-
schaftlichNützlichep�egt undfördert.
NebendenGefühlenderDankbarkeit undderFreudewecktdiemir zuteil gewor-
deneEhrungnaẗurlich auchweitereGefühle,die sichabernicht so leicht benen-
nenundbeschreibenlassen.Am deutlichstenist mir ein Gefühl derZustimmung
zumeinemmathematischenWeg, dieBesẗatigungalso,vielleichtdochnichtalles
falschgemachtzu haben.Die Anfängewarenja etwasunklar. Wie Siegeḧort ha-
ben,hatteich schonin derSchuleeineNeigungzurMathematik,abermeinVater
wollte mich Statiker werdenlassen,mit demHinweis,dakönnteich dochgenug
rechnen.Nun, rechnenwollte ich eigentlichgarnicht, und ich will esauchheu-
te nochnicht, wennessich vermeidenlässt.Ich habedannein Physik-Studium
begonnen,mit fortdauernderVorliebefür die Mathematik,wennauchnicht ohne
Selbstzweifel.DieseZweifel führtendazu,dassich nochvor demVordiplomum-
sattelnwollte auf Medizin. Ich habedafür sogarein P�egepraktikumabsolviert,
abernachsechsWochenwar ich geheilt,undvon daanwar derWeg frei für die
Mathematik.
Auf diesemweiterenWeg habeich mich durchdie Jahrehinweg immermit den
mathematischenFragenbescḧaftigt, die mir geradeinteressanterschienen,und
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mit denoffenenProblemen,die ich gerngel̈ost hätte.Unmittelbarerwirtschaft-
licher Nutzenoderder Entwurf von Projektenfür die Einwerbung von Drittmit-
telnwarenmir alsokeineLeitideen.DiesesGesẗandnismagheutzutageprovokant
wirken,aberich stehedazu.DassmeineArbeit nichtunbemerktgebliebenist und
sogardieserhohenEhrungfür würdig befundenwordenist, besẗarkt mich in der
Hoffnung,dassunserakademischesLebenauchin Zukunftnichtganzvom Utili-
taristischenundQuanti�zierbarenbeherrschtwerdenwird.
Die Mathematikist ja ein Zwitterwesen:einerseitsreineGeisteswissenschaftund
hoheKulturleistung,andererseitsimmensanwendbarundnützlich undexistenzi-
ell wichtig für unsereindustrialisierteGesellschaft.Nutzenfür die Gesellschaft
hatsichabersẗandigergeben,ohnedasser gefordertwurde.Nehmenwir einein-
zigesBeispiel,ausÖsterreich.Als JohannRadonseineheutenachihm benann-
te Transformationentwickelte, konnteer nicht ahnen,dasssie Jahrzehntesp̈ater
in die mathematischenGrundlagenderComputer-Tomographieeingehenwürde.
Hätteer zu seinerZeit einenAntragauf FörderungeinesProjektesstellensollen,
dasman sp̈aterComputer-Tomographienennenwürde?Ich sehees auchheute
nicht als sinnvoll an,wennsich Mathematikin jederPhasedurchihrenAnwen-
dungsbezugrechtfertigensoll. GewisseZwängeundTrendsdazugibt esja, aber
Trendskönnensichändern.Am BeginnmeinerProfessorenzeitwarenetwa ”Leis-
tung“ und”Elite“ Tabuworte,dashatsichgëandert.Ich habedie Hoffnung,dass
man nacheinervergleichbarenZeit auchwieder von der Mathematikals einer
Kulturleistungsprechenkann,ohnerot zu werdenoderNachteilebefürchtenzu
müssen.
Wie sichim HochschulbereichTrendsinnerhalbeinerGenerationumkehrenkön-
nen,wird mir deutlich,wenn ich die AnfangszeitmeinesProfessorenlebensin
Berlin vergleichemit derEndzeitheute;von Endzeitdarf ich reden,weil ich im
nächstenJahremeritiertwerde.Anfangs-und Endphasedieser35 Jahrehaben
gemeinsam,dassessich jeweils hochschulpolitischum eineUmbruchszeithan-
delt. Nun lebenwir nachTucholsky zwar sẗandig in einer Übergangszeit,aber
die genanntenPhasenhebensichdochbeidehervor durcheinebesondereHektik
in derHochschulreform,wennauchmit grunds̈atzlichanderenVorzeichen.Typi-
scheSchlagworteim Gefolgeder68er-Jahrewaren”AbschaffungderOrdinarien-
herrschaft“ und ”Demokratisierungder Hochschulen“ . Gewiss warenReformen
notwendigundberechtigt,abereswurdendochviele Kinder mit demBadeaus-
gescḧuttet.Die demokratisierteGruppenuniversiẗatwurderaschzumSpielballder
ideologischgepr̈agtenStudentengruppen,die wenigerForschungundLehrever-
bessern,sondernvielmehrdie Gesellschaftin ihrem Sinneumgestaltenwollten.
Zeit und Energie wurdenin Grabenk̈ampfenzwischendenGruppenvergeudet,
undeswurdemehrundmehrverp̈ont,etwaLeistungzufordernodergarvonElite
zu reden.ÄnderungenderHochschulgesetzegabesin rascherFolge.Ich erinnere
michnoch,dassich in unseremFachbereichsratanderTU Berlin zueinemThema
X, andessenInhalt ich michabernichterinnere,einmaldenfolgendenBeschluss
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eingebrachthabe:”Der Fachbereichsratwird sichmit demThemaX erstwieder
befassen,wenneineBeruhigungder Gesetzeslageeingetretenist.“ So wurdees
beschlossen,undniemandhatdenBeschlussbeanstandet.
Ich bin versucht,dieseArt der Beschlussfassungzu reaktivieren.Die Gesetzge-
bungim Hochschulbereichist nämlichwiedereinmalhektisch.Sohabenwir uns
etwa in Baden-Ẅurttemberg geradean ein Hochschulgesetzvom Jahr2000mit
insgesamt472 Paragraphengewöhnt, bekommenaberAnfang 2005 ein neues,
nun mit 97 Paragraphenund zahlreichenNeuerungen.Dazwischenlag nicht et-
wa ein Regierungswechsel,sondernnur ein Ministerwechsel.Hinzu kommendie
Änderungder Personal-und Besoldungsstruktursowie die Einführunggestufter
Studieng̈ange.Die Hektik ist alsoähnlichwie vor dreißigJahren.Die Richtung
allerdingshatsichum180Gradgedreht.WasdamalsdesTeufelswar, bringt nun
dasHeil. Um die Richtunganzudeuten,verrateich Ihnennur ein Detail ausdem
EntwurfunseresneuenHochschulgesetzes:derRektorsoll in Zukunftnichtmehr
Rektorheißen,sondernVorstandsvorsitzender, undgewähltwird ernicht,wie bis-
her, vom SenatderUniversiẗat, sondern— vielleicht erratenSieesschon— von
einemAufsichtsrat,dermehrheitlichausexternenMitgliedernbestehensoll. Zum
Trendist weiterhinzu bemerken,dassdie Begriffe LeistungundElite wiederda
sind,allerdingsmit zun̈achstnochgewöhnungsbed̈urftigenBegleiterscheinungen.
ÜberdieNotwendigkeit vonReformenim Hochschulbereichwird mannichtstrei-
ten wollen, übermancheRichtungenund Neuerungenaberschon.Jedenfalls le-
benwir in denUniversiẗatenin einerspannendenZeit. EinemeinerHoffnungen
ist, dassdasNützlichkeitsdenkennichtguteakademischeTraditionenverscḧutten
möge.Zu diesenzählt auchdie heutigeFestveranstaltung.Ich darf nocheinmal
allen herzlichdanken, die daranmitgewirkt haben,dassmir diesehoheEhrung
zuteilgewordenist. Dankenmöchteich auchallen,diezumGelingendiesesFest-
aktsbeigetragenhaben,besondersnun dem

”
giovanni trio salzburg“ und Ihnen,

liebeFestg̈aste,für denGlanz,denSiediesemTagverliehenhaben.

Rolf Schneider

VII. ÖsterreichischesSymposionzur Geschichteder Mathematik

DasVII. ÖsterreichischeSymposionzur Geschichteder Mathematikfand vom
16.–22.5.2004in Miesenbach(NÖ) statt.DasThemawar:Jubil̈aen– Chanceoder
Plage?
DaswissenschaftlicheProgrammbestandausdenfolgendenVorträgen:

KlausBarner(Kassel):War FermateinHumanist?
WolfgangBreidert (Karlsruhe):KantunddieMathematik.
Milo�s �Canak (Belgrad):ÜberdenTerzenaufbauderAkkorde.
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Milo�s �Canak (Belgrad):ÜberdieGeschichtedermathematischenSchachtheorie,
II.Teil, ÜberdieAnwendungderGraphentheorieaufdasSchachbrett.

Philip Davis (Providence,USA): The Decline,Fall andCurrentResurgenceof
VisualGeometry:Mathematicsis amultisemioticenterprise.

Sergui Demidov (Moskau):Die mathematischeGesellschaftin Moskau:eineder
erstenmathematischenGesellschaftenin Europe,140Jahrealt.

GerlindeFaustmann(Wiener Neustad):Georg Vega (1754–1802),Jubil̈aen –
Originaldokumente.

JasnaFempl-Madjarevic (Belgrad):Life andOpusof Prof. Dr. StanimirFempl,
SerbianMathematicianof GermanOrigin.

Lázĺo Filep (Ny�́regyháza):A new interpretationof Platosgeometricalnumbers.
Lázĺo Filep (Ny�́regyháza): Noted mathematiciansof Franz JosephUniversity

(mit GáborDesz�o, Cluj, Rumänien).
Harald Gropp (Heidelberg): Jubileesandcalendars– IranianandEuropeancal-

endersin comparison.
MagdalenaHyk�sová (Prag):Severalmilestonesin thehistoryof gametheory.
Friedrich Katscher (Wien):Die GeschichtederMultiplikation.
Friedrich Katscher (Wien):Die GleichungstransformationenbeiCardano.
ChristinePhili (Athen):1837–1937:einJahrhundertderhöherenInstitutionenin

Griechenland.
HerbertPieper (Berlin): NetzwerkdesWissensund DiplomatiedesWohltuns.

BerlinerMathematik,gefördertvon A.v. HumboldtundC.F. Gauß.
Walter Purkert (Bonn):Felix Hausdorff – AspekteseinesLebensundWerkes.
Ulrich Reich (Karlsruhe):

”
Sicher feiern Sie den 500. Geburtstagdes größten

SohnesIhrerStadt
/�/�/

“ – pers̈onlicheErfahrungenmit Jubil̈aen.
Herwig Säckl (Regensburg): FerdinandLindemann:Lehrenund Lernen in der

Mathematik(1904)– Vom NutzenderMathematikgeschichte.
Karl-HeinzSchlote (Leipzig): Die BegründungdesTheoretisch-Physikalischen

Institutsin Leipzig.
RenateTobies (Kaiserslautern):100-j̈ahrigesJubil̈aum der erstenordentlichen

Professurfür AngewandteMathematik:Ein Blick aufCarl Runge.
WaltraudVoss (Dresden):Georg Helm – einDresdnerMathematikprofessor.

Ein Tagungsbandist bei Dr. ChristaBinder (TU Wien, Institut für Analysisund
Scienti�c Computing,WiednerHauptstr. 8–10/101,A 1040Wien, Tel. (+43) 1
5880110129,e-mailchrista.binder@tuwien.ac.at) erḧaltlich.

ChristaBinder
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Nachrichten der Österreichischen
MathematischenGesellschaft

Brief desVorsitzenden

Die Vorbereitungsarbeitenzum16.InternationalenMathematikerkongressin Kla-
genfurt (19. bis 23. September2005) schreitenunter der Leitung der Kollegen
Winfried Müller und HermannKautschitschgut voran;die Planungdeswissen-
schaftlichenProgrammsist,wasdieHauptvorträgeunddieMinisymposiabetrifft,
abgeschlossen.Sie �nden in diesemHeft die ersteAussendung.Ich ersucheSie,
sichmöglichstbaldanzumelden,damitdieOrganisatorenrechtzeitigeineverläss-
liche ScḧatzungderAnzahlderTeilnehmervornehmenkönnen,wasfür dieBud-
getplanungvon großerBedeutungist. DaswissenschaftlicheProgrammund si-
cherlichauchdasRahmenprogrammwerdensoattraktiv sein,dasswir mit einer
RekordbeteiligungandiesemKongressausdemIn- undAuslandrechnenkönnen
(oderzumindestwollen).
Die EvaluierungderMathematikan ÖsterreichsUniversiẗatenist nunnachzahl-
reichen(nichtvonderÖMGzuverantwortenden)Verz̈ogerungenendlichangelau-
fen.In ihrenletztenSitzungenhabensichVorstandundBeiratderÖMG einhellig
dafür ausgesprochen,trotzdieserVerz̈ogerungenanderEvaluierungfestzuhalten.
Die Gutachterstehennunfest:

Jean-Pierre Bourguignon(gemeinsamerVorsitz),Bures-sur-Yvette
Karl-HeinzHoffmann(gemeinsamerVorsitz),Bonn/München
EvaBayer-Fluckinger, Lausanne
Friedrich Götze, Bielefeld
Jürg Kramer, Berlin
PekkaNeittaanm̈aki, Jyväskylä
AlexanderSchrijver, Amsterdam
Eduard Zehnder, Zürich.

Nun ist esendlichgelungen,vom VorsitzendendesGutachtergremiumsdenmit
den GutachternabgestimmtenFragebogenfür die erste(schriftliche)Phaseder
Evaluierungzu erhalten.DieserFragebogenist Anfang Juli im Wege über die
LandesvorsitzendenallenEvaluierungseinheitenzugegangen,er ist auchvon der
Homepageder ÖMG http://www.oemg.ac.at/index.html abzurufen.Das Ausfül-
len diesesFragebogenswird sicherlicheinigeZeit erfordern,undzwar nicht nur
die der betroffenen Institute, sondernauchdie der Studienkommissionenoder
der sonstigenfür den Studienbetriebnun zusẗandigenOrganen.Ich appelliere
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nochmalsanalle, dieseFragebogensorgfältig auszuf̈ullen und(wiederim Wege
überdieLandesvorsitzenden)termingerechtbisEndeSeptemberzurückzusenden
(möglichstnaẗurlich elektronisch).DieseFragebogenwerdendieGrundlageeines
ZwischenberichtsderGutachtersein,derdenBetroffenennochmalszur Beseiti-
gungvonFehlernzugestelltwird. DerdannbereinigteBerichtwird alsZwischen-
berichtdemMinisterium zugehenund zugleichGrundlagefür die Besuchedes
GutachtergremiumsandeneinzelnenUniversiẗatsortensein.Die Besucheanden
Universiẗatensindfür folgendeTerminegeplant:

7.1.2005 Univ. Graz 8.1.2005 TU Graz
10./11.1.2005 Univ. Wien 11./12.1.2005 TU Wien

29.1.2005 Univ. Innsbruck 30.1.2005 Univ. Salzburg
31.1.2005 Univ. Linz

DasEinhaltendiesesZeitplanssetztnaẗurlich voraus,dassdie Rücksendungder
Fragebogenrechtzeitigerfolgt.DerEndberichtwird dannvoraussichtlichim März
2005vorliegen.MeinesErachtensbrauchtdie ÖsterreichischeMathematikzu ih-
rem weiterenGedeihenund ihrer AbsicherungdieseErgebnissedringend,wie
folgendesBeispielzeigensoll:
Am HochschulstandortGraz sind spektakul̈are Entwicklungenim Gang:Nach
jahrelangenDiskussionen,zuletzt in der sogenanntenPro�lbildungskommission
desMinisteriums,überKooperationenim BereichderNaturwissenschaftenzwi-
schender Karl-Franzens-Universiẗat und der TechnischenUniversiẗat Grazwer-
dennundieseDiskussionenamStandortGrazselbstvon denbeidenRektoraten
undUniversiẗatsr̈atenmit wesentlichgrößeremNachdruckundvor allemmit ei-
nemganzkonkretenAktions- undZeitplanweitergeführt.Esgehtnicht mehrnur
um Kooperationen,sondernin Teilbereichenmöglicherweiseauchum organisa-
torischeZusammenfassung.WenndieseDingerichtig gemachtwerden,kanndas
für die betroffenenFachbereiche,also auchfür die Mathematik,sehrgut sein,
wennmanesschlechtmacht,kanneskatastrophalausgehen.Wie kannmanso
einProjektnun

”
richtig“ durchf̈uhren?Grundvoraussetzungist selbstversẗandlich

einegenauefachlicheAnalysealsEntscheidungsgrundlagefür die Rektorateund
die Universiẗatsr̈ate,die wohl am bestenein hochkar̈atigesinternationalesGut-
achtergremiumdurchf̈uhrenkann. Für diesesProjekt kommt dasErgebnisder
Evaluierung(hoffentlich)geradenochzur richtigenZeit.
In den letztenbeidenJahrenhat manimmer wiedergespr̈achsweisegeḧort, die
ÖMG bestehe100 Jahre.Dies stimmt naẗurlich nicht formal, wohl abersinn-
gem̈aß,wennman die von den ProfessorenBoltzmann,Escherischund Müller
1903 gegründeteund von Prof. Inzinger 1946 wieder gegründete

”
Mathemati-

scheGesellschaftin Wien“ als Vorgängerorganisationder ÖMG auffasst;diese
Gesellschaftwurde ja im Jahr1948 in

”
ÖsterreichischeMathematischeGesell-

schaft“ umbenannt.In AnerkennungdiesesJubil̈aumshatderVorstandderÖMG
beschlossen,heuerausnahmsweisezwei Förderungspreisezu verleihen.Dieser-
schienauchdeshalbgerechtfertigt,weil heuerbesondersvieleausgezeichneteNo-
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minierungenvorlagen(übrigensauchfür denStudienpreis).Die Förderungs-und
Studienpreisewerdenin der Generalversammlungam 19. November2004ver-
liehen,die erstmalsin denneuenRäumendesInstitutsfür MathematikderUni-
versiẗat Wien statt�ndet. Die Einladungzur Generalversammlung�nden Sie in
diesemHeft.
Auf der Generalversammlungwird auchübereinemöglicheNeugestaltungder
AktivitätenderÖMG im BereichderDidaktik derMathematikundderMathema-
tik in derSchulediskutiertwerden;dieseBereichewerdenderzeitvonderDidak-
tikkommissionund der neu eingerichtetenLehrersektionwahrgenommen,doch
wird im Vorstanddiskutiert,ob diesdie optimaleOrganisationsstrukturist. In ei-
nemausf̈uhrlichenGespr̈ach,dasderVorsitzendederDidaktikkommission,Prof.
Schl̈oglmann,undich mit HerrnSektionschefDobartvomBundesministeriumfür
Bildung,WissenschaftundKunstführenkonnten,wurdeübereineengereEinbin-
dungderÖMG in Diskussionen̈uberLehrplanoder(ganzaktuell)Standardsim
Mathematikunterrichtgesprochen,wir planeneinegemeinsameVeranstaltungzu
diesenThemen.
Die NeuorganisationderForschungsf̈orderungwird nichtnur, aberauchdieöster-
reichischeMathematikbetreffen.Vern̈unftigerweisebleibt derFWF unabḧangig,
allerdingswerdenseineGremiennachanderenVerfahrenalsbisherbeschicktwer-
den.Im RahmenderBegutachtungdesentsprechendenGesetzesentwurfeskonn-
ten (auchunterBeteiligungder ÖMG) nocheinigeVerbesserungenim Zusam-
menhangmit derBestellungdesAufsichtsratserreichtwerden.Eswird nunwich-
tig sein,wie die neuenGremiendesFWF zusammengesetztsind, für unsinsbe-
sondere,dassdieMathematikweiterhinsokompetentim Präsidiumundim Kreis
der Referentenvertretenbleibt wie bisher. Übrigensist auchheuerwieder ein
Mathematiker unterdenSTART-Preistr̈agern,nämlichMichaelKunzinger(Univ.
Wien),derim letztenJahrdenFörderungspreisderÖMG erhielt.
Eine großeMöglichkeit ergibt sich für Wiener Mathematiker durch das neue
Schwerpunktprogramm”Mathematikund ?“ des Wiener Wissenschafts-,For-
schungs-undTechnologiefonds,dasmit 4 Millionen dotiertist. Eskönnendort
größereProjektemit eineretwa dreijährigenLaufzeiteingereichtwerden,in de-
neninnovative Mathematikmit Anwendungenin anderenWissenschaftenmit ei-
nerzumindestmittelfristigenNutzungsperspektive verbundenwird. Die Entschei-
dungdesWWTF für ein Mathematik-Schwerpunktprogramm(in Konkurrenzzu
anderenVorschl̈agen)�el nacheinersehrintensivenDiskussion,in die auchVer-
treterderÖMG eingebundenwaren.NähereInformationenzu diesemProgramm
und zu denEinreichungsformaliẗaten�nden Sie auf der HomepagedesWWTF
http://www.wwtf.at.
Esgibt alsohervorragendeneueChancenfürdieösterreichischeMathematik,Pes-
simismus(wie manihn anösterreichischenUniversiẗatenzur Zeit manchmal�n-
det)ist alsofür unskeineswegsangebracht,wir sindweiterhingutunterwegs!

HeinzW. Engl
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Rudolf Heersink verstorben

RudolfHeersinkwurdeam17.4.1946in Heft beiHüttenberg in Kärntengeboren.
Er verbrachtedort seineKindheit undbesuchtenachdemGymnasiumin Villach
die HöhereTechnischeLehranstalt(Elektrotechnik)in Klagenfurt,wo er im Juni
1965dieReifepr̈ufungmit Auszeichnungabgelegt hat.
Danachbeganner mit demStudiumderTechnischenPhysikanderTechnischen
Hochschulein Graz.Noch währenddesStudiumswar er als Wissenschaftliche
Hilfskraft amInstitut für AngewandteMathematik(geleitetvon O.Univ.Prof.Dr.
Helmut Florian) bescḧaftigt. NachseinerGraduierungzum Diplomingenieuim
Jahre1970war er als Hochschulassistent(Promotionzum Dr. techn.1972),seit
1977als Universiẗatsdozent,seit 1980als AußerordentlicherUniversiẗatsprofes-
sorundseit1998alsUniversiẗatsprofessorandiesemInstitut tätig. SeinArbeits-
gebietwardieAnalysis,insbesonderediefunktionentheoretischeBehandlungvon
partiellenDifferentialgleichungenunddamitzusammenḧangendefunktionalana-
lytische Methoden.Im Studienjahr1974/75war Rudolf Heersinkals Research
FeIlow undLectureranderUniversiẗat Glasgow bescḧaftigt.
WährendseinerDienstzeitwirkte er jahrelangalsStudienkommissionsvorsitzen-
der und Studiendekansowie als Erasmusbeauftragterfür den Studienaustausch
von Studierenden,wobei er immer gutenKontaktzu seinenStudentenhielt und
die ihn ihrerseitsauchsehrscḧatzten.Rudolf Heersinkwar seit 1970mit seiner
FrauHelgaverheiratet,1976wurdediegemeinsameTochterLisa-Mariageboren.
Er war ein sehrvielseitigerMensch,nicht nur mit Interessenfür Mathematik,
NaturwissenschaftenundTechnik,sondernauchfür Geisteswissenschaften,Phi-
losophie,Theologieund Musik. Er liebte es zu reisen,war ein hervorragender
Fotografund als Gourmetein KennererlesenerSpeisenund Getr̈anke. Als De-
kanhatteich mit Rudolf Heersinkin denletztenJahrenengzusammengearbeitet
und scḧatzteihn als äußerstkompetentenStudiendekan,als hilfsbereitenKolle-
genund als besondersverlässlichenMenschenaußerordentlich.SeinfrüherTod
ist eingroßerVerlustfür denFachbereichMathematik,für unsereFakulẗatunddie
gesamteTechnischeUniversiẗat Graz.

RobertTichy, Juni2004

Schriftenverzeichnisvon Rudolf Heersink

1. Florian, H., andHeersink,R., Über einepartielle Differentialgleichungmit p • 2 Variablen
und derenZusammenhangmit denallgemeinenKugelfunktionen.Manuscr. Math. 12, 339–349
(1974).
2. Heersink,R., Partial differential equationswith complex variables.Math. Balk. 4, 245–250
(1974).
3. , OperatorenbeieinerinhomogenenpartiellenDifferentialgleichung.̈Osterr. Akad.Wiss.,
Math.-naturw. Kl., S.-Ber., Abt. II 183,361-372(1975).
4. , Characterizationof certaindifferentialoperatorsin thesolutionof linearpartialdiffe-
rentialequations.Glasg. Math.J. 17,83–88(1976).
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5. , ÜberLösungsdarstellungenundfunktionentheoretischeMethodenbeielliptischenDif-
ferentialgleichungen.BerichtNo. 67.Graz:Mathematisch-statistischeSektionim Forschungszen-
trum Graz.79S. (1976).
6. , Lösungsdarstellungenmittels Differentialoperatorenfür das Dirichlet-Problemder
GleichungDu • c • x ‘ y’ u “ 0. LectureNotesMath.561,SpringerVerlag,S.227–238(1976).
7. , IsolierteSingulariẗatenvon LösungengewisserelliptischerDifferentialgleichungen.Z.
angew. Math.Mech. 57,T 236-T238(1977).
8. Florian,H., andHeersink,R.,Ein verallgemeinertesRiemann-HilbertschesRandwertproblem.
Appl.Anal.8, 277–284(1979).
9. Heersink,R. Über Kopplungsproblemein der Funktionentheorieund zugeordnetesingul̈are
Integralgleichungen.Bull. Appl.Math.100–109,29–42(1982).
10. , Über die Fortsetzungeiner lokalenLösungsdarstellungbei elliptischenDifferential-
gleichungen.Ber. Math.-Stat.Sekt.Forschungszent.Graz192,1–7(1983).
11. Florian, H., andHeersink,R., Differentialoperatorsin the theoryof elliptic equationsand
boundaryvalueproblems.In: Complex analysis.Methods,trends,andapplications,Springer. pa-
ges198-214(1983).
12. Heersink,R.,Zur CharakterisierungspeziellerLösungsdarstellungenfür elliptischeGleichun-
gen.Sitzungsber., Abt. II, Österr. Akad.Wiss.,Math.-Naturwiss.Kl. 192,267-293(1983).
13. , ÜberdasRandverhaltenvonLösungeneinerEulergleichung.Wiss.Z. Tech. Hochsch.
Ilmenau30,No.3,51-59(1984).
14. , Über dasRandverhaltenvon gewissenverallgemeinertenholomorphenFunktionen.
In: Comp.Var. Th. Appl. 4, Springer. S.119–136(1985).
15. , Über Lösungender Bauer-Peschl-Gleichungund polyanalytischeFunktionen.Ber.
Math.-Stat.Sekt.Forschungsges.Joanneum268,1–9(1986).
16. , Lösungsdarstellungenfür die Bauer-Peschl-Gleichungals lineareHomömorphismen.
Math.Nachr. 130,241–244(1987).
17. , Eigenschaftenvon Bauer-Operatorenfür elliptischeDifferentialgleichungen.Z. An-
gew. Math.Mech. 69,No. 4, T 145–T146(1989).
18. , On the local existenceof Green's functionsfor elliptic differential equationswith
complex coef�cients. GrazerMath.Ber. 304,8–14(1989).
19. , Eigenschaftenvon Lösungsdarstellungenbei elliptischen Differentialgleichungen
durchDifferential-undIntegraloperatoren.In: Complex methodsonpartialdifferentialequations,
Akademie-Verlag.S.49–54(1989).
20. Heersink,R. andTutschke,W., Propertiesof Bauer, BergmanandVekuaoperatorsfor elliptic
differentialequationswith complex coef�cients. Comp.Var. Th.Appl. 14,71–76(1990).
21. Heersink,R., Zur lokalen ExistenzGreenscherFunktionenfür elliptischeDifferentialglei-
chungenzweiterOrdnungmit komplexenKoef�zienten in p • 2 Variablen.Rostocker Math.Kol-
loq. 42,4–8(1990).
22. Heersink,R., andTutschke, W., Solutionof initial valueproblemsof Cauchy-Kovalevskaya
typesatisfyinga partialsecondorderdifferentialequationof prescribedtype. GrazerMath. Ber.
312,17p. (1991).
23. , Ordinarydifferentialequationsin thecomplex domainwhosesolutionssatisfyapartial
differentialequationof secondorder. Comp.Var. Th.Appl. 18,49–53(1992).
24. , Onassociatedandco-associatedcomplex differentialoperators.Z. Anal. Anwend.14,
249–257(1995).
25. Heersink,R., On associatedoperatorsin the theoryof Cauchy-Kovalevskayaproblems. In
Begehr, H. et a. (ed.),Partial differentialequationswith complex analysis.LongmanScienti�c &
Technical.pages23–28(1992).
26. Heersink,R., andTutschke, W., On the approximationof continuouscomplex-valuedfunc-
tionsusinggeneralizedanalyticfunctions.J. Math.Sci.28,47–63(1994).
27. , A decompositiontheoremfor solving initial value problemsin associatedspaces.
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Rend.Circ. Mat. Palermo,II. Ser. 43,419–434(1994).
28. , Stone-Weierstrassapproximationsby solutions of elliptic differential equations.
Comp.Var. Th.Appl. 27,97–104(1995).
29. Heersink,R., Initial valueproblemsin scalesof Banachspaces.TextosdeMateḿatica.Série
B. 16. Coimbra:DepartamentodeMateḿaticadaUniversidadedeCoimbra,45p. (1998).
30. Heersink,R.,andMalonek,H. R.,Oninitial valueproblemsfor quaternionicvaluedfunctions.
Adv. Appl.Clifford Algebr. 9, 77–90(1999).
31. Heersink,R., Someremarkson the possibility of solving Cauchy-Kowalewski problemsin
spacesof • n ‘ µ’ -generalizedanalyticfunctions.Appl. Anal. 73,95–100(1999).

Vortr ägeim Rahmender ÖMG in Wien

7. 5. 2004 MathematischesMinikolloquiumanderTU Wien.
NikolausStephanidis(Thessaloniki):ÜberdenVektorraumderStrahlensysteme,

derenMittenhüll� ächeeineMinimal� ächeist.
Peter �Semrl (Ljubljana):Approximateisometries.
SalvadorSegura-Gomis (Alicante):Relative geometricinequalities.
Maria AngelsHernandez-Cifre (Murcia): Somegeometricpropertiesof theroots

of Steiner'spolynomial,a relationsshipwith completesystemsinequalities.
MatthiasReitzner(Wien): Randompointsin convex bodies.

Kooperationvon WPI und CNRS

DasWolfang-Pauli-Institut(WPI) unddasCentreNationaldela RechercheScien-
ti�que (CNRS)gründetenin Wien ein gemeinsamesMathematik-Institut,dasIn-
stitut CNRS-Pauli (ICP). DasICP ist europaweit die dritte und weltweit die 15.
internationaleForschungseinheitdesCNRS.Im RahmendesICPwird dasCNRS
jährlich bis zu fünf WissenschaftlerausdenGebietenMathematik,Physikund
Informatikbei vollen Bez̈ugenfür ihre Arbeit in Wien freistellen.

(WienerZeitung)

Persönliches

Prof.RobertTichy (TU Graz)wurdezumkorrespondierendenMitglied undProf.
ChristianKrattenthaler(Univ. Lyon) zumkorrespondierendenMitglied im Aus-
landin die ÖsterreichischeAkademiederWissenschaftengewählt.

94



NeueMitglieder

Markus Hohenwarter, Dipl.-Ing. Mag. — Abt. Didaktik der Mathematikund
Informatik,Univ. Salzburg, Hellbrunnerstr. 34,A-5020Salzburg. geb. 1976.1994
bis 2002Studiender AngewandtenInformatik sowie Mathematik/PPPLehramt
Univ. Salzburg, 2002bis 2003Lehreram BRG Salzburg, 2003bis 2004 Lehr-
auftr̈ageandenUniversiẗatenSalzburg undInnsbruck,derzeit:Doktoratsstudium,
DOC-StipendiatderÖsterreichischenAkademiederWissenschaften.e-mailMar-
kus.Hohenwarter@sbg.ac.atHomepage:http://www.geogebra.at.

DenisePachernegg, Dipl.Ing. — Neusiedl2, A-8903 Lossing.geb. 1981.2000
bis 2004DiplomstudiumTechnischeMathematikTU Graz,seit2004Projektmit-
arbeiterinbeiProf.Tichy, TU Graz.e-mailpachernegg@�nanz.math.tugraz.at.

Wolfgang Alexander Schmid, Mag.Dr. — Bahnhofg̈urtel 19, A-8020 Graz.
geb. 1978.1996bis 2003StudiumMathematikUniv. Graz,seit 2003FWF-Pro-
jektmitarbeiterbeiProf.Halter-Koch,Univ. Graz.e-mailwaschmid@aon.at.
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MATHEMA TIK 2005

16. Inter nationaler Kongressder Österreichischen
MathematischenGesellschaft
in Kooperationmit der DeutschenMathematikervereinigung(DMV) und der
Societyfor Industrial and Applied Mathematics (SIAM)

Alpen-Adria-Uni versität Klagenfurt
18.–24.9. 2005

Erste Aussendung DerVorstandderÖsterreichischenMathematischenGesell-
schaftund die örtliche Tagungsleitungladenalle interessiertenKolleginnenund
Kollegen herzlichzur Teilnahmeam 16. InternationalenKongressein. Die Ta-
gung�ndet vom18.September(Anreise)biszum24.September(Abreise)ander
Alpen-Adria-Universiẗat Klagenfurtstatt.
DaswissenschaftlicheProgrammbeginnt am19.SeptemberundendetamNach-
mittagdes23.September2005.Entsprechenddergeogra�schenLagederUniver-
sität Klagenfurtsoll ein Südosteuropa-Schwerpunktgesetztwerden.NebenPle-
narsitzungenmit den Hauptvorträgen�nden Kurzvorträgezu je 20 Minuten in
folgendenSektionenstatt:

– Algebra
– Zahlentheorie
– DiskreteMathematik,Algorithmen
– MathematischeLogik, Theoretische

Informatik
– Geometrie
– Topologie, Differentialgeometrie
– Funktionalanalysis,Harmonische

Analysis
– Funktionentheorie
– ReelleAnalysis,

Funktionalgleichungen

– AngewandteMathematik,Industrie-
undFinanzmathematik

– NumerischeMathematik,
WissenschaftlichesRechnen

– Wahrscheinlichkeitstheorie, Statistik
– DynamischeSysteme, Kontrolltheorie
– Partielle Differentialgleichungen,

Variationsmethoden
– GeschichteundPhilosophieder

Mathematik
– MathematischeBildungund

Bildungsstandards.

Außerdem�nden öffentlichzug̈anglicheVeranstaltungen,ein öffentlicherVortrag
zur Rolle derMathematikauf denFinanzm̈arktenvon o.Univ.Prof.Dr. Schacher-
mayer, ein Scḧuler-, Lehrer- undein Fachhochschultagsowie Minisymposienzu
derzeitfolgendenThemenstatt:
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– Biomathematik
– DiophantischeGleichungen,

ElliptischeKurven
– GraphTheory
– GeometryandTopology

– AnalysisandSimulationof
MultiscaleProblems(SIAM)

– Scienti�c Computing(SIAM)
– OptimalControl andOptimization

with PDEConstraints(SIAM).

FolgendeHauptvortragendehabenzugesagt:

– Luis A. Caffarelli (Austin)
– SuncicaCanic(Houston)
– Kai Cieliebak(München)
– GötzKrumheuer(Frankfurt)

– Terry J. Lyons(Oxford)
– Carl B. Pomerance(Dartmouth)
– Peter �Semrl(Ljubljana)
– Stanley Osher(LosAngeles).

WährenddesKongresseswerdendieordentlicheGeneralversammlungderÖster-
reichischenMathematischenGesellschaftundauchdieSitzungdesBeiratessowie
dieHauptversammlungderDeutschenMathematikervereinigungstatt�nden.
Allen Teilnehmernund Begleitpersonenwird ein vielfältigesRahmenprogramm
angeboten.Die Tagungsgeb̈uhrenwurdenwie folgt festgelegt:

– MitgliederderÖMG/DMV/SIAM 70,–
– Nichtmitglieder 120,–
– Lehrer 50,–
– Studierende 30,–
– Begleitpersonen 30,–

Nachdem31.Mai 2005kommteinVersp̈atungszuschlagvon 30,–hinzu.Nicht-
mitgliederkönnenein Formblattfür die Beitrittserkl̈arungdirekt von derHome-
pagederÖMG bzw. derDMV herunterladen.
Bitte gebenSiedieseTagungsank̈undigungauchaninteressierteKolleginnenund
Kollegenweiter. Im Internet�nden SieabOktoberalle jeweilsaktuellenInforma-
tionen.Dannwird aucheineAnmeldungübere-mailundInternetmöglichsein.

http://oemg2005.uni-klu.ac.at
e-mailoemg2005@uni-klu.ac.at
Tel. (+43)46327003102
Fax(+43)46327003199.

Klagenfurt,im Juli 2004
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GemeinsameTagungder AMS,
DMV und ÖMG

JohannesGutenberg-Universität Mainz
16.–19.Juni 2005

NacheinererstengemeinsamenTagungderAMS undDMV 1993in Heidelberg
�ndet 2005einezweiteTagungauchgemeinsammit der ÖMG in Mainz statt.
FolgendeHauptvortragendehabenzugesagt:

– Hél�eneEsnault(Essen,Deutschland)
– Richard Hamilton(ColumbiaUniversity, USA)
– MichaelHopkins(MIT, USA)
– ChristianKrattenthaler(Lyon,France)
– FrankNatterer (Münster, Deutschland)
– Horng TzerYau (CourantInstitute,USA).

WeitereInformationen�ndet manunter

http://math-www.upb.de/r klausd/Mainz2005/

oderbei Klaus D. Bierstedt,Univ. Paderborn,Mathematik,D-33095Paderborn,
e-mailklausd@upd.de.

(DMV-Mitteilungen)

98


