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Unterrichtsvorhaben: Motivation & Einstieg

• Seit 2020 beschäftigt uns ein neuartiges Corona-Virus

• Regierungen reagieren im Frühjahr 2020 mit Maßnahmen, um Kollabieren der
Gesundheitssysteme zu verhindern

• Herbst/Winter 2020: massive Infektionswelle in Deutschland (und Österreich):
Teillockdown bzw. Lockdown bis Ende 2020

• Abebben der zweiten Welle im Jänner und Februar 2021.

• Mitten in dieser Phase stagnierender und zurückgehender Neuinfektionen
warnt das RKI (Robert-Koch Institut) vor exponentiell steigenden
Fallzahlen.

◦ Ausgangspunkt für unsere Lernumgebung

Rückblick: Erstes Jahr mit Sars-CoV-2
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Unterrichtsvorhaben: Motivation & Einstieg

Einstiegsfrage: Welcher funktionelle Zusammenhang ist hier erkennbar?
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Unterrichtsvorhaben: Motivation & Einstieg

Das RKI warnt aufgrund dieser Daten am 17.3 (KW 10) vor exponentiell
wachsenden Fallzahlen aufgrund der α-Variante B 1.1.7
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Unterrichtsvorhaben: Phase 1

Daten: Robert Koch-Institut (RKI)
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Unterrichtsvorhaben: Phase 1

Daten: Robert Koch-Institut (RKI)

Frage: Wie können die Parameter einer Modellfunktion bestimmt werden?
Antwort: Steckbriefaufgabe unter Zuhilfenahme zweier Datenpunkte
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Unterrichtsvorhaben: Phase 1

Berechnung der Parameter der
Exponentialfunktion
f(x) = cα · ekα·x.

anschließend: Eintragen in
vorbereitetes Excel-File und
Vergleich der Modellkurve mit
den Datenpunkten
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Unterrichtsvorhaben: Phase 1

Ergebnis von Phase 1:
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Unterrichtsvorhaben: Phase 1

Ergebnis von Phase 1:

Erkenntnisse:

• Die Anpassung an genau zwei Datenpunkte liefert sehr unterschiedliche
Modellfunktionen, je nach Wahl der Datenpunkte

• Eine Beurteilung der Passung des exponentiellen Modells ist so nicht möglich
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Unterrichtsvorhaben: Phase 1

Ergebnis von Phase 1:

Wie gehen wir mit diesem Ergebnis um?
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Exkurs I: Ein Blick in das Schulbuch

Malle et al. Mathematik verstehen, 6.
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Methode der
kleinsten
Fehlerquadrate

Exkurs I: Ein Blick in das Schulbuch

Malle et al. Mathematik verstehen, 6.

A & B

D & E
C & D



3 - 17

Exkurs I: Ein Blick in das Schulbuch

Malle et al. Mathematik verstehen, 6.

A & B

D & E
C & D

HWZ

2,07
1, 25
1, 6



3 - 18

Exkurs I: Ein Blick in das Schulbuch

Malle et al. Mathematik verstehen, 6.
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D & E
C & D

HWZ

2,07
1, 25
1, 6

”Schrödingers Bierschaum”:
er ist sowohl sehr gut als auch nicht sehr gut haltbar
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Exkurs I: Ein Blick in das Schulbuch

Malle et al. Mathematik verstehen, 6.

A & B

D & E
C & D

HWZ

2,07
1, 25
1, 6

Problem: Es liegen mehr Daten vor, als zur
Bestimmung der Parameter nötig sind.

”Schrödingers Bierschaum”:
er ist sowohl sehr gut als auch nicht sehr gut haltbar
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Exkurs II: Geschichte der Mathematik

Wenn die astronomischen Beobachtungen und die übrigen Zahlen, auf welche die

Bahnberechnung sich stützt, einer absoluten Genauigkeit sich erfreuten, so

würden auch Elemente, mag man sie nun aus drei oder vier Beobachtungen

herleiten, sogleich absolut genau herauskommen [...] Da aber alle unsere

Messungen und Beobachtungen nichts als Annäherungen an die Wahrheit sind,

und dasselbe von allen darauf gestützten Rechnungen gelten muss, so muss das

höchste Ziel aller über concrete Erscheinungen darin gefunden werden, der

Wahrheit so nahe als möglich zu kommen. Dies kann aber in keiner anderen

Weise geschehen, als durch eine geeignete Combination von mehr

Beobachtungen, als absolut zur Bestimmung der unbekannten Größe erforderlich

sind. Diese Arbeit lässt sich jedoch erst dann unternehmen, wenn man bereits

eine angenäherte Kenntnis der Bahn besitzt, welche dann so zu verbessern ist,

dass sie allen Beobachtungen so nahe wie möglich entspricht.

Theorie der Bewegung der Himmelskörper, welche in Kegelschnitten die Sonne umlaufen. Dritter Abschnitt, S.250., 1865.
Original: ”Theoria motus corporum coelestium”, 1809.
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Exkurs II: Geschichte der Mathematik

• am Neujahrsabend 1801 entdeckte Guiseppi Piazzi
einen neuen (Zwerg-)planeten, Ceres

• dieser ging wieder verloren.

• Carl Friedrich Gauß entwickelte eine Methode zur
Bahnbestimmung, mit der Ceres am 7. Dezember 1801
wiederentdeckt werden konnte

• die Methode der kleinsten Quadrate war nun im
öffentlichen Diskurs angekommen

Bildquelle: Wikipedia
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Exkurs II: Geschichte der Mathematik

Idee:

• geht man von einem festen (begründbaren) mathematischen Modell aus,
enthält dieses in der Regel Parameter, deren Werte anhand vorhandener Daten
geschätzt werden müssen

• liegen mehr Daten vor als nötig, so kommt es in der Regel zu Abweichungen

• bei jeder Parameterwahl entstehen Differenzen zwischen gemessenen Werten
(Oi) und mittels Parametern berechneten Modelldaten (Ci)

Annahme:

• die Modellfehler schwanken rein zufällig um 0 (d.h. Durchschnitt ist Null,
Varianz ist konstant, Unabhängigkeit von jedem anderen Messfehler)

Maß für den Fehler:

• Berechne QF :=
∑n

i=1 (Oi − Ci)
2.

• Minimierung von QF führt zu einer möglichen Schätzung von Parametern

Methode der kleinsten Quadrate:
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geschätzt werden müssen

• liegen mehr Daten vor als nötig, so kommt es in der Regel zu Abweichungen

• bei jeder Parameterwahl entstehen Differenzen zwischen gemessenen Werten
(Oi) und mittels Parametern berechneten Modelldaten (Ci)
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• die Modellfehler schwanken rein zufällig um 0 (d.h. Durchschnitt ist Null,
Varianz ist konstant, Unabhängigkeit von jedem anderen Messfehler)

Maß für den Fehler:

• Berechne QF :=
∑n

i=1 (Oi − Ci)
2.

• Minimierung von QF führt zu einer möglichen Schätzung von Parametern

Methode der kleinsten Quadrate:

Satz von Gauß(-Markov):

Unter diesen Annahmen ist der Kleinste-Quadrate-Schätzer die beste lineare
erwartungstreue Schätzfunktion.

wurde von Gauß 1821 bewiesen.
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Zurück zu den Aufgabenstellungen

• Wir wissen, dass wir die Datenpunkte jeweils mittels exponentiellem Modell
anpassen können

In Worten von Gauß: ”Diese Arbeit lässt sich jedoch erst dann unternehmen,
wenn man bereits eine angenäherte Kenntnis der Bahn besitzt”...

• Um die Datenpunkte adäquat annähern zu können, müssen wir jedoch das
Verfahren ändern, denn Steckbriefaufgabe führt zu schlechter Anpassung

• D.h.: Loslösen von der Passung einzelner Datenpunkte

• Im Gegenzug dazu bessere Passung an alle Datenpunkte

... ”welche dann so zu verbessern ist, dass sie allen Beobachtungen so nahe
wie möglich entspricht. ”
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In Worten von Gauß: ”Diese Arbeit lässt sich jedoch erst dann unternehmen,
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wie möglich entspricht. ”



5 - 4

Zurück zu den Aufgabenstellungen

Auszug aus Schulbüchern:

Lambacher-Schweizer, 7.Schulstufe (Hessen), S. 137. (Kapitel Lineare Funktionen)



5 - 5

Zurück zu den Aufgabenstellungen

Auszug aus Schulbüchern:
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Lambacher-Schweizer, 8.Schulstufe (Hessen), S. 188. (Kapitel: Quadratische Funktionen und Gleichungen)



5 - 7

Zurück zu den Aufgabenstellungen

Auszug aus Schulbüchern:

Lambacher-Schweizer, 8.Schulstufe (Hessen), S. 188. (Kapitel: Quadratische Funktionen und Gleichungen)

Erklärung WIE die Eingabe gemacht
wird, aber nicht WAS Excel tut.
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Unterrichtsvorhaben: Phase 2

Auftrag : Suche nach Passung möglichst aller Datenpunkte
Methode: Schüler*innen bestimmen die optimalen Parameter nach Augenmaß

Problem könnte durch ”Knopfdruck” gelöst werden (z.B. mittels Excel ”Solver”);
aber wir wollen Verständnis schaffen.
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Unterrichtsvorhaben: Phase 2

Auftrag : Suche nach Passung möglichst aller Datenpunkte

• Schieberegler

• verschiedene
Größenordnungen

• Wie wirken sich
Parameter auf
Form der
Modellfkt aus?

• Strategie muss
entwickelt werden

• iteratives Justieren
wird begünstigt

• Favorit in
4er-Gruppe wählen

Methode: Schüler*innen bestimmen die optimalen Parameter nach Augenmaß
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Unterrichtsvorhaben: Phase 2

Bildquelle: Wikipedia

Auftrag : Suche nach Passung möglichst aller Datenpunkte
Methode: Schüler*innen bestimmen die optimalen Parameter nach Augenmaß
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Unterrichtsvorhaben: Phase 2

Auftrag : Suche nach Passung möglichst aller Datenpunkte
Methode: Schüler*innen bestimmen die optimalen Parameter nach Augenmaß

• Gruppenmodelle treten paarweise gegeneinander an.

• Siegermodell bleibt ”am Tisch”

• Lehrkraft hat das Modell des kleinsten quadratischen Fehlers in der
Hinterhand

Modellvergleiche mit Ziel: Welches Modell passt am besten?
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Unterrichtsvorhaben: Phase 2

Auftrag : Suche nach Passung möglichst aller Datenpunkte
Methode: Schüler*innen bestimmen die optimalen Parameter nach Augenmaß

Modell A: Gruppe von Schüler*innen Modell B: Modell des kl. Quadrats
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Unterrichtsvorhaben: Phase 2

Auftrag : Suche nach Passung möglichst aller Datenpunkte
Methode: Schüler*innen bestimmen die optimalen Parameter nach Augenmaß

Modell A: Gruppe von Schüler*innen Modell B: Modell des kl. Quadrats

Inwiefern sind Entscheidungen bei
dieser Methode fair?
Bedürfnis nach quantitativ objektiven
Entscheidungskriterium soll geweckt
werden
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Unterrichtsvorhaben: Phase 2 (Problematisierung)

Können wir die Güte der Anpassung messbar machen, so dass wir Zahlen
vergleichen können?
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Können wir die Güte der Anpassung messbar machen, so dass wir Zahlen
vergleichen können?

Vorschläge für Fehlerfunktionalen von Schüler*innen in Erprobungen:

• Summe der Differenzen

• Summe der kürzesten Abstände
zum Graphen

• Summe der horizontalen Abstände

• Produkt der vertikalen Abstände
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Unterrichtsvorhaben: Phase 2 (Problematisierung)

Können wir die Güte der Anpassung messbar machen, so dass wir Zahlen
vergleichen können?

Vorschläge für Fehlerfunktionalen von Schüler*innen in Erprobungen:

• Summe der Differenzen

• Summe der kürzesten Abstände
zum Graphen

• Summe der horizontalen Abstände

• Produkt der vertikalen Abstände

• Maximale Abweichung: max
i

|Oi − Ci|

• Summe der v. Abstände:
∑n

i=1 |Oi − Ci|
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Unterrichtsvorhaben: Phase 2 (Problematisierung)

Bildquelle: Wikipedia

Können wir die Güte der Anpassung messbar machen, so dass wir Zahlen
vergleichen können?

• Summe der Abstände:
∑n

i=1 |Oi − Ci|: Ausreißer werden kaum bestraft

• Summe der Abstandsquadrate: QF :=
∑n

i=1 (Oi − Ci)
2
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Unterrichtsvorhaben: Phase 2 (Problematisierung)
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• Siegermodell bleibt ”am Tisch”

• Lehrkraft hat das Modell des kleinsten quadratischen Fehlers in der
Hinterhand
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Unterrichtsvorhaben: Phase 2 (Problematisierung)

Können wir die Güte der Anpassung messbar machen, so dass wir Zahlen
vergleichen können?

• Summe der Abstände:
∑n

i=1 |Oi − Ci|: Ausreißer werden kaum bestraft

• Summe der Abstandsquadrate: QF :=
∑n

i=1 (Oi − Ci)
2

Minimierung verschiedener Fehlerfunktionale führt auf unterschiedliche optimale
Parameter
Betrachtung von w und α einzeln oder von ”Gesamt” nimmt ebenfalls Einfluss
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Exkurs III: Ein alternatives Fehlerfunktional

Idee: Nutzung des exponentiellen Modells f(x) = a · eb·x & Ausgleichsgerade

Algorithmus:

1. Logarithmieren der Fallzahlen

• ln(f) = ln(a) + b · x
• Linearer Zusammenhang für ln(f), also

ln(f) = k · x+ d mit a = ed und b = k

2. Berechnen der Ausgleichsgerade (d.h. k und d) mittels kleinstem
Fehlerquadrat (sog. lineare Regression)

3. Rückeinsetzen ergibt optimale Parameterwerte a und b und damit f(x)

exponentielle Regression



8 - 2

Exkurs III: Ein alternatives Fehlerfunktional

Idee: Nutzung des exponentiellen Modells f(x) = a · eb·x & Ausgleichsgerade

Algorithmus:

1. Logarithmieren der Fallzahlen

• ln(f) = ln(a) + b · x
• Linearer Zusammenhang für ln(f), also

ln(f) = k · x+ d mit a = ed und b = k

2. Berechnen der Ausgleichsgerade (d.h. k und d) mittels kleinstem
Fehlerquadrat (sog. lineare Regression)

3. Rückeinsetzen ergibt optimale Parameterwerte a und b und damit f(x)

exponentielle Regression

Excel ”Trendlinie”
berechnet
exponentielle
Regression
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Exkurs III: Ein alternatives Fehlerfunktional

Exponentielle Regression bei unserer Aufgabe:

Lösung von SuS nach Augenmaß Methode der kleinsten Quadrate
exponentielle Regression
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Exkurs III: Ein alternatives Fehlerfunktional

Exponentielle Regression bei unserer Aufgabe:

Lösung von SuS nach Augenmaß Methode der kleinsten Quadrate
exponentielle Regression

Augenmaß orientiert
sich wohl ”eher” an kl.
Fehlerquadrat
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Unterrichtsvorhaben: Phase 3

Daten: Robert Koch-Institut (RKI)

Ausgangspunkt:
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Unterrichtsvorhaben: Phase 3

Ausgangspunkt:

• Prognose von RKI

• Wie sieht ”unsere”
Prognose aus?
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Unterrichtsvorhaben: Phase 3

• Prognose von RKI

• Wie sieht ”unsere”
Prognose aus?

• α-Prognose

• w-Prognose

• Gesamt-Prognose

• · : Fallzahlen

Diskussionsanlass: Warum ist die Prognose nicht eingetreten?
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Unterrichtsvorhaben: Phase 3

Diskussionsanlass: Warum ist die Prognose nicht eingetreten?

• Zahlreiche gute Argumente, fruchtbare Diskussionen und Reflexionen

• Darüber hinaus: ZEIT-Artikel über eben jene Prognose aus April 2021:

Corona - Inzidenzen – Rechnung mit vielen Unbekannten.

(Text bietet sich als Hausübungslektüre an!)



10 - 1

Fazit und Ausblick

AHS

• 6. Klasse: Exponentialfunktion in außermathematischen Situationen anwenden
können; Funktionen als Modelle auffassen, Modelle vergleichen und Grenzen
von Modellbildung reflektieren können

• Wahlpflichtfach: Regression; Programmierung mathematischer Verfahren,
Anwendungsprobleme aus Naturwissenschaften

• Physik: E (Experimente und Erkenntnisgewinnung): Daten durch
mathematische und physikalische Modelle abbilden und interpretieren

BHS (HTL):

• 4./5. Jahr: ”die Methode der kleinsten Quadrate verstehen und aus
vorgegebenen Punkten eine passende Ausgleichsfunktion mittels
Technologieeinsatz ermitteln und das Ergebnis interpretieren;

• 4./5.Jahr: die Methode der linearen Regression anwenden.

Anbindung an den Lehrplan
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Fazit und Ausblick

• In der skizzierten Doppelstunde befassen wir uns mit dem Zusammenspiel von
Daten und Modellen unter Berücksichtigung der Leitidee des Messens (von
Fehlern).

• Entscheidende Idee: Loslösen von exakter Passung einzelner Datenpunkte

• Arten der Fehlerrechnung werden anhand eines realen Problemkontexts
motiviert und diskutiert

• Auseinandersetzung mit Prognosen mathematischer Modelle . . .

• . . . bietet Raum für Reflexionen und . . .

• . . . zeigt exemplarisch die Rolle der Mathematik in der Gesellschaft

• Ermöglicht uns, seriöse Aussagen über Bierschaumqualität zu tätigen

◦ mittels Methode der kleinsten Quadrate ist die optimale
Funktionsvorschrift f(x) = 29, 97 · e−0,00705·x

◦ Die HWZ beträgt in etwa 98 sec. Fazit: Es handelt sich demnach sehr
wahrscheinlich um einen nicht sehr guten Bierschaum

Fazit
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Fazit und Ausblick

• Einschränkung: Modell der Exponentialfunktion wurde als Grundlage
herangezogen; ist jedoch nur eingeschränkt nutzbar in Epidemiologie

Ausblick
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Fazit und Ausblick

• Einschränkung: Modell der Exponentialfunktion wurde als Grundlage
herangezogen; ist jedoch nur eingeschränkt nutzbar in Epidemiologie

• Mathematisch begründbares Modell zum Verlauf von Epidemien: SIR-Modell.

◦ Unterrichtsentwurf einer Doppelstunde zur Etablierung dieses Modells ab
Schulstufe 9 (Donner & Bauer, 2022)

◦ SIR-Modell ist Ausgangspunkt für (Differentialglgs-)Modelle von SuS, die
weitere Aspekte wie Impfung oder Kontaktbeschränkungen miteinbeziehen
(Bauer & Donner, 2022)

• Zum Abschluss ein Denkanstoß zum Thema Reflexionen für den Unterricht:
Viele Kennwerte bestimmen die Debatte um Sars-CoV-2: Verdoppelungszahl,
R-Wert, 7-Tages-Inzidenz, Hospitalisierungszahl.

Warum wurden zu verschiedenen Zeitpunkten unterschiedliche Kennwerte zur
Legitimation von Maßnahmen herangezogen?

Ausblick
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• Zum Abschluss ein Denkanstoß zum Thema Reflexionen für den Unterricht:
Viele Kennwerte bestimmen die Debatte um Sars-CoV-2: Verdoppelungszahl,
R-Wert, 7-Tages-Inzidenz, Hospitalisierungszahl.

Warum wurden zu verschiedenen Zeitpunkten unterschiedliche Kennwerte zur
Legitimation von Maßnahmen herangezogen?

Ausblick
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Vielen Dank für die Aufmerksamkeit!
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