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Elementarmathematische Betrachtungen
zur gerechten Pizza- und Apfelteilung

ince E@ERT Pﬂy&ker ﬁntertan’}gr



https://www.ardmediathek.de/tv/Wissen-vor-acht-Werkstatt/Wie-kann-man-eine-Pizza-möglichst-gerech/Das-Erste/Video?bcastId=11274520&documentId=57655346
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Pizza-Theorem

Summe der grauen Flacheninhalte
= Summe der weil3en
(unabhangig von P!)

Noch dazu: auch gleich viel Rand!

Scheint irgendwie nicht zu den
Symmetrieverhéaltnissen des
Kreises zu passen???

,Pizza-Theorem*
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Einstiegsproblem in der Sek 1 (Kroll/Jager 2010)

Schwierige Erbteilung

Bei der Geburt ihrer Zwillingskinder, einer Tochter und einem Sohn, pflanzen die
Eltern auf ithrem Grundstiick einen Apfel- und einen Birnbaum. Beide, wie auch die
Kinder, gedethen priachtig, aber die Eltern entzweien sich im Laufe des Lebens: und
da der Sohn zur Mutter, die Tochter zum Vater hélt, will jedes Elternteil, dass ihr
Erbe zu gleichen Teilen an ihre Kinder gelangt.

Der Erbfall tritt ein. Aber wie soll das Grundstiick geteilt
werden, wenn jedes Kind gleich viel Land und auch
gleich viel von den beiden Biaumen bekommt soll? Ein
befreundeter Mathematiker schldagt den Zwillingen vor,
einfach einen der beiden Baume zu fillen; dann wiare das
Problem leicht 1osbar. Aber das wollen die Kinder nicht,
und tatsachlich finden sie selbst nach einigem Probieren
eine Losung.

(Die gestrichelten Kreise stellen die Baumkronen dar.
Von jeder beansprucht jeder Zwilling genau die Hilfte.)




,Niemand sollte sich daran storen, dass das Problem unrealistisch
ist; denn Schuler storen sich auch nicht daran.” (K/J S. 101)

Ich glaube:
* Viele S&S storen sich sehr wohl daran

* Problematisch aus der Sichtweise von
Realitatsbeziigen im Mathematikunterricht:
Falsches und schadliches Bild von Mathematik kann erzeugt werden
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Sekundarstufe 1 — Vorubungen

« Enaktiv: Kreisrundes Stlck Karton zerteilen und die
weil3en bzw. grauen Flachenstiicke zusammen abwiegen

e Messen des Inhalts der Flachensticke mit DGS, Erstellen
eines dynamischen Applets
GeoGebra-Messen



pizza-hans2.ggb

Sekundarstufe 1 — Analogproblem mit Quadrat
(ohne Einkleidung):

Stanzmesser parallel zu
den Seiten bzw.
Diagonalen r
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Maogliche Hinweise flr S&S:

I i A"

Die ursprungliche Aufgabe mit dem Kreis (,Pizza") ist deutlich zu
schwierig fur eine selbstandig zu l6sende Aufgabe!
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Zerlegung von Carter/Wagon (Math.Mag. 1994)

« Sogar Zerlegungsgleichheuit!

- ,Beweis ohne Worte® ???

e Studierende, evtl. auch S&S
Im Gymnasium konnen diesen
Beweis analysieren
(keine leichte Aufgabe!)
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Fachdidaktische Bemerkungen:

* Interessantes Phanomen
« wichtige elementargeometrische Inhalte

« Problemlésen (obwohl Beweisfigur vorgegeben):
teilweise selbstandiges Arbeiten,
teilweise Unterstitzung durch Lehrkraft n6tig

« Beitrag aus einer Fachzeitschrift 2 mdgl. gute Motivation
* Interpretation (Spekulation): wie konnte das gemeint sein?

« Wenn Lernende was Substanzielles liefern =
gute Leistung!

« Erkennen, wie die einzelnen Flachenstucke ,,entstehen‘,
warum sind jene mit gleichen Buchstaben kongruent?




Kongruenzen

« Klar (Spiegelungen):
A=a,b=B,Cz=c,d=D,G

« Noch genauer zu untersuchen:
f=F, e=zE, hzH

und das ist gar nicht so leicht . ..
(,,ohne Worte“ ??)
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Kohnhauser/Velleman/Wagon 1996: Achteck

* hochsymmetrisches Achteck,
Mittelpunkt = M = Kreismittelp.

« A priori klar (ohne Achteck):
A=za,Bz=b,Czc,Dzd,Gz=g

 Mit Hilfe des Achtecks:
H=h

« 90°-Drehsymmetrie mit
Zentrum M:

f=F ,6 e=E
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Achtecksymmetrie — warum genau?

CI

 Rechteck ABCD mit
Zentrum M um 90° gedreht

Warum sind die
gestrichelten schragen
Linien ,45°-Linien®?
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Zerlegung nach Gallin 2011:

P samt den 4 Messern an
den Koordinatenachsen
und Winkelhalbierenden
,yundherum® gespiegelt >
Achteck

Sehr viele Teile, aber
sehr elementar!

Beweis ,ohne Worte*,
auch fur S&S
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Sekundarstufe 2
Zunachst eine wichtige elementargeometrische Erkenntnis:

Bei jedem orthogonalen Sehnenpaar in einem Kreis gilt fur
die Sehnenabschnittslangen a, b, ¢, d (r ist der Kreisradius):

a®+b”+c”+d° =(2r)°
Beweis auf viele Arten moglich

Typische Aufgabe zum
,Problemlosen®

(1) folgende Plausibilitdtsbetrachtung
(2) analytische Herangehensweise
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Plausibilitatsbetrachtung

Wenn man zwei orthogonale ,,Pizzamesser* (Schnittpunkt P)
um P mit einem kleinen Winkel A@ weiterdreht , dann ist
der Flacheninhalt zwischen der urspringlichen und der

neuen Lage ungefahr gleich: 1
Az§A¢(a2+b2+cz+d2)

Erklarung: Man fasst jeden der vier
Teile ndherungsweise als
Kreissektor mit Offnungswinkel Ag
und den jeweiligen Radien a, b,c, d
auf.

Beziehung gilt sogar exakt!
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Plausibilitatsbetrachtung

 Flacheninhalt direkt proportional zum Drehwinkel:
1
A~ =Ap(a®+b°+c*+d*)=(2r°)-A
>80/ )=(2r")-a¢

. v

(2ry?

« Unabhéangig von der Lage von P,
unabhangig von der Stellung der
orthogonalen Messer:
immer derselbe Prop.faktor 2r 2
(bei beliebig haufiger
Wiederholung des Weiterdrehens
umA@ ) > plausibel:

Formel gilt nicht nur fir kleine Ag
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Proportionalitat A~(2r?)-¢

Mit @ =90°=7/2 hatte man die ganze Kreisflache,
mit ¢ =45°= /4 daher die halbe!

- Flacheninhaltssummen der
grauen und der weil3en
,oektoren“ sind jeweils der

halbe Kreisflacheninhalt!
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Proportionalitat = mathematischer Kern!

 Verallgemeinerung:
Quadranten nicht in zwei 45°-Winkel,
sondern in drei 30°-Winkel geteilt -
analog eine faire Aufteilung unter drei Personen

 Weitere Verallgemeinerung auf n Quadrantenteile bzw.
Personen klar!
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Aufteilung auf 2 Personen

« Jeder Quadrant in 2k Teile geteilt 2
gerechte Aufteilung auf 2k Personen

« Vereinigung der geraden und ungeraden Personen -
gerechte Aufteilung auf
2 Personen, bzw.:
Flacheninhaltssummen der

geraden (weil3) und
ungeraden (grau)
Teile sind gleich
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Aufteilung auf 2 Personen

« Jeder Quadrant in ungerade viele Teile geteilt:
Auch dann gilt: Flacheninhaltssummen der
ungeraden (weil3) und geraden Teile (grau) sind gleich:

,Pizzatheorem*

Beweis etwas komplizierter
(leider keine Paare
,orthogonaler Doppelsektoren
gleicher Farbe) - H. H. 2015.




R b
Bedeutet f(x) (fiira <x <b)- dann bedeutet jt (x) dx -

Lniversitat :

WI en — die Ordinate des Punktes — den Flacheninhalt unter der
(auf einer geeigneten Kurve Kurve zwischen den Stellen
oberhalb der ersten Achse) aundb
mit der Abszisse x

— die Geschwindigkeit im — den zwischen den Zeitpunkten
Integ ral reC h n u n g Zeitpunkt x a und b zuriickgelegten Weg
— den Grenzsteuersatz beim — die Einkommensteuer beim
Einkommen x zu versteuernden Einkommen b
» (sofern a = Existenzminimum)
° I . I — die an der Wegstelle x — die zwischen den Stellen a
U n te rric h t . 0 ft Vi el ZU - wirkende Kraftkomponente und b verrichtete Arbeit

S R R R T R
fokussiert statt auf die ': Radius b

1 c — den Querschnitt eines — das Volumen des Korpers
d azu g e h ori g en _ KQrpers in der Hohe x zwischen den Héhen a und b

d1e Steigung einer Kurve — den Ordinatenzuwachs der
1 Punkt mit der Abszisse x Kurve zwischen den Stellen
aundb

(Grund-)Vorstellungen;

analog: Bruchrechnen

dF(x) _ die Differenz F(b) — F(a) der

Funktionswerte F(a) und F(b)

Ableitung

Tab 2.: Deutunaen des Intearals

 Grundidee der Integralrechnung: Grenzwerte von
Produktsummen in verschiedensten Kontexten

(z. B. Blum/Kirsch 1996)
Z f(xi)‘AXi
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Integralrechnung

« Oft schnellstmoglich zum Hauptsatz der D-I-Rechnung:

Tf@ﬂkzF&ﬁ—F@)

« Manchmal sogar als Definition:

Definition: Der Wert F(b) —F(a) wird als das bestimmte Integral der Funktion f =F’ mit
der Obergrenze b und der Untergrenze a (kurz: ,Integral von f von a bis b“
bzw. ,Integral von f zwischen a und b“) bezeichnet. Man schreibt:

b )
f£(x)- dx=F(x) [=F(b) - F(a)

 Im Folgenden: Produktsummen, nicht schmale RE-
Streifen, sondern schmale Kreissektoren
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Leibniz‘sche Sektorformel

Aufsummieren der Inhalte kleiner
Kreissektorflachen ergibt eine
Produktsumme, die im Grenzwert
dann zu einem Integral wird:

1w , 1%
2 () Mg > —[ri(p)de

Begriff ,,Polarkoordinaten® dabei nicht notig
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r,(0)

r 4 (/4)

Angewandt auf Pizzaproblem:

Aps = AT AT AT A,

17[/4 , 17[/4 , 17:/4 , 17[/4 "
= > [ B+ [ F@)do+2 [ F(p)dp+ [ rip)de
0 0 0 0
17, 2 2 2 1 , T AT’
=5 | (F@ B+ +iil) dp=Z- @) =
= (2r)?

Integrale, ohne rechnen zu missen!

Obige Naherungsformel gilt also wirklich exakt:

Az%A¢(a2+b2+C2 +d?)




Rander der Pizzasticke meist trockener:

« Fotos beim Vortrag aus Urheberrechtsschutzgrtinden hier
entfernt!

Auch die Rander werden bel obiger
Zerlegung gerecht aufgeteilt!




«  Summenkonstanz Flacheninhalt:

Ln|VerS|tat éwel alufelinanderpgrmal stehende
wien oppelsektoren notig

« Summenkonstanz Bogenlange:
Schon bei einem Doppelsektor

Bogenlangen:

* Innerhalb jedes Doppelsektors konstante Summe,
bei beliebigem, festem Offnungswinkel: [AC/+[B.D,=|AC,

BZDZ
 Problemvereinfachung: Es gentigt dies fur /*\‘*\
P, =M und parallele Sehnen zu zeigen: / N

O\
acl+[so]=|ac|+[eo) \ A

+ +

\

A'C= AC‘ ‘CC"—AA'
S
B'D'|= BD‘ ‘BB"—‘DD'
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Fachdidaktische Bemerkungen

 Fur die Schule ein anspruchsvolles und beziehungs-
haltiges Thema, auch fir die Lehrerbildung geeignet

 gute Gelegenheit, die Elementargeometrie an einem
Interessanten Phanomen etwas zu starken

« Starkung inhaltlicher (semantischer) Aspekte in der Sek2
(Differential- und Integralrechnung)

« Evtl. auch Vernetzung zwischen Elementargeometrie und
Integralrechnung

 Auch selbstandiges Problemlosen in wohl dosierten
Teilen dabei madglich
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Weiteres Pizzatheorem (ohne Bewels):

Foto entfernt!

https://www.facebook.com/pages/category/Pizza-
Place/Maxi-Pizza-olching-604579206356432/
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Apfelteilung mit der Pizza-Stanze

8 keilformige Apfelspalten (,,wedges®),
gegenulberliegende wieder grau bzw. weil3 gefarbt

Stanzachse nicht durch Mittelpunkt:
Summe(grau) = Summe(weil3)?
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A nur knapp uber B

Die ,,hintere” (grof3teils unsichtbare!) weil3e Flache wird sehr grof3
- sicher keine Halbierung bei Oberflacheninhalt und Volumen!

Immerhin: Bel jedem ,,Breitenkreis“ zwischen A und B
als Schnitt genau gerechte Flachen- und Randerteilung
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Prinzip von Cavalieri

« Zwischen den beiden Breitenkreisen von A und B muss
Volumen-Ausgleich zwischen Grau und Weil3 herrschen
(auch Oberflacheninhalt = unten)

 Das Problem muss also irgendwie an den ,,Polregionen®
liegen!
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Polregionen

- Symmetrie zur ,Aquatorebene“:
Was nordlich von A grau ist,
Ist es auch sudlich von B (analog bei weil3)

« Idee: Wenn man eine Polregion einfach umfarben kdnnte . ..
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Umfarben nordlich eines beliebigen ,,Breitenkreises*
zwischen A und B

* Ausgleich zwischen den Polregionen!

« Ausgleich zwischen den Breitenkreisen bleibt erhalten, weil der
Ausgleich weiterhin in JEDER Zwischenebene gegeben ist!

« Daher: AUSGLEICH INSGESAMT beim Volumen
(auch beim Oberflacheninhalt bzw. ,Apfelschale®)
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Apfeltheorem

(Calzone-Theorem, M. Nathanson;
vgl. Berzsenyi 1994)

» Apfel waagrecht einmal durchschneiden

* mit einer ,gleichwinkligen Pizzastanze”
von oben in ,wedges” teilen
(Stanze trifft irgendwo auf die abgeschnittene
,Polkappe®)

* Fruchtoberflache schachbrettartig ,farben®
(weil3d/grau)

-~ Dann gilt:
V(grau) = V(weil3)
O(grau) = O(weil3)




AV,
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Plausibilitatsbetrachtung zur
Oberflachenhalbierung:

« Wissen: V(grau) ist — bei festem Radius v

— unabhangig von der Lage der ) /
Stanzachse - das gilt auch fur die

Differenz zweier solcher Volumina mit Zweidimensionaler Querschnitt -
. . Oberflachen erscheinen als Bogen
verschiedenen, festen Radien

AV ~ (A1 +A +A+A ) -Ar st unabhangig von P (konstant)

A
Dies gilt auch fiur — und im Limes flr

Ar

. AV dV
lim =—=A+A +A+A
a0 Ar - dr = _

D.h.auch A + A, + A, + A, ist unabhangig von der Lage von P, und macht
den halben (grauen) Oberflacheninhalt aus, die andere Halfte ist weil3!

dv
Analog bei der Kugel (inhaltliche Begriindung fir): —— =0

dr

As
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Andere LOosung: Pole einheitlich farben

e Zwel genau zu
setzende waagrechte
Schnitte noétig

« kein Schachbrettmuster
mehr (gleiche Farben
grenzen aneinander)

Das ganze Phanomen (incl.
Beweise) funktioniert nicht nur
bei Kugeln, auch bei Korpern mit:
1) Rotationssymmetrie

2) waagrechter Symmetrieebene
(z. B. Rotationsellipsoide
Jlangliche” Melone)




Lhiversitat Danke fir lhre
wien Aufmerksamkeit!
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