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Unterschiedliche Zusammenhänge in der Analysis

I Zusammenhang von unterschiedlichen Darstellungen:
Termdarstellungen, Graphen, Tabellen, verbalen Beschreibungen

I Zusammenhänge von verschiedenen analytischen Begriffen, wie zum
Beispiel Integralfunktion und Stammfunktionen

I Zusammenhang von verschiedenen Ableitungen

I Zusammenhang zwischen Differenzenquotient und Ableitung:

(Tabelle leicht verändert von zwei Tabllen von Danckwerts & Vogel 2006, S. 57 und S. 85)
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Begriffsverständnis
Zum Verständnis eines mathematischen Begriffes gehören
(vgl. z.B. Weigand 2015):

I Begriffsinhalt:

I
”
Vorstellungen über Merkmale und Eigenschaften eines

Begriffs und deren Beziehungen“

I Begriffsumfang:

I
”
Überblick über die Gesamtheit aller Objekte erhalten, die

unter einem Begriff zusammengefasst werden“

I Begriffsnetz:

I
”
Beziehungen des Begriffs zu anderen Begriffen aufzeigen

können“

I Kenntnisse über Anwendungen des Begriffs

I Fähigkeiten im Umgang mit dem Begriff
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Wie können Zusammenhänge verstanden werden?

→ Skemp (1976): instrumentelles und relationales Verständnis
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Skemp: instrumentelles und relationales Verständnis

Instrumentelles Verständnis:

I
”
Regeln ohne Gründe“

I Kenntnis über Regeln und wie man sie anwendet

I algorithmische Verfahren und Techniken anwenden können
ohne Warum-Fragen beantworten zu können

Relationales Verständnis:

I wissen, was man tut und warum

I Warum-Fragen beantworten können
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Beispiele für instrumentelles und relationales Verständnis

I Instrumentell:
Ich kann die Ableitung einer Polynomfunktion mit
Ableitungsregeln ausrechnen, weiß aber nicht, was die
Ableitung eigentlich ist.

I Relational:
Ich kann auch die Ableitung einer Polynomfunktion mit
Ableitungsregeln ausrechnen, ich kann aber auch mit Hilfe von
Graphen, dem Steigungsbegriff, dem Übergang vom
Differenzenquotienten zum Differentialquotienten und
anderem erklären, was die Ableitung ist.
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Skemp: instrumentelles und relationales Verständnis
Beispiel: Mentales Straßennetz

I Instrumentales Verständnis: nach festem Plan von A nach B
kommen.

I schnell zu lernen, aber unflexibel

I Relationales Verständnis: durch die Stadt gehen, um ein mentales
Straßennetz aufzubauen.

I zeitaufwändig, aber fexibel
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Skemp (1976): instrumentelles und relationales Verständnis
Beispiel: Mentales Straßennetz

Wichtig: Auch für den Aufbau eines relationalen Verständnisses ist es
notwendig, durch die Stadt zu gehen!

I Das heißt: Auch bei einer Schritt-für-Schritt-Befolgung einer
Anleitung kann relationales Verständnis entstehen, wenn die Person
dabei über Zusammenhänge nachdenkt,

I zum Beispiel durch Reflexion über den gegangenen Weg und seine
Verbindungen zu anderen.
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Skemp (1976): instrumentelles und relationales Verständnis
Beispiel: Mentales Straßennetz

Zentral sind mir daher Warum-Fragen anzustoßen:

I Warum gibt es in der Ableitung eine Nullstelle, wenn in der
Funktion ein Extremum ist?

I Warum sagt die Integralfunktion etwas über den orientierten
Flächeninhalt aus?

I Warum hängen wie unterschiedliche Darstellungen zusammen?
Funktionsgraph, Terme und Gleichungen, Anschauung?

I Warum ...
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Wie kann man im Analsisunterricht den Aufbau von
relationalem Verständnis anstoßen?

Es gibt ganz unterschiedliche Wege dazu. In einem Projekt an Schulen in
Graz und Villach sollte die Methode die folgenden Anforderungen erfüllen:

I Der Lernende sollte verbale Warum-Fragen stellen und beantworten
können,

I dabei aber auch, wenn gewünscht, mathematische Terme,
Gleichungen, Tabellen, Graphen aufschreiben können.

I Damit die Lehrkraft jede Schülerin und jeden Schüler im Blick
haben konnte, sollte es eine Einzelarbeit sein.

→ Methode der erdachten Dialoge
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Ein Projekt zur Analysis mit erdachten Dialogen
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Erdachte Dialoge im Mathematikunterricht

I Eine Schülerin oder ein Schüler schreibt einen Dialog zwischen zwei
Protagonisten auf, die sich über eine mathematische Fragestellung
unterhalten.
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In der Praxis

I Es hat sich als hilfreich herausgestellt, einen Anfangsdialog
fortsetzen zu lassen.

Unterschiedliche Themen sind möglich:

I Anfangsdialoge, die eine Reflexion über etwas Bekanntes
anregen.

I Anfangsdialoge, die eine für die Schülerin oder den Schüler
neue mathematische Fragestellung aufwerfen.
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Beispiel: Anfangsdialog für den Analysisunterricht

A. Wille: Verständnis von Zusammenhängen im Analysisunterricht fördern Alpen-Adria-Universität Klagenfurt
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Beispiel: Greta, 7. Klasse
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Beispiel: Greta, 7. Klasse

Greta erklärt im Dialog, wie sie eine Formel versteht.
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Beispiel: Greta, 7. Klasse

Greta führt Termumformungen durch.
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Beispiel: Greta, 7. Klasse

Greta veranschaulicht die Sekanten- und Tangentensteigung.
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In der Praxis: Einsatzmöglichkeiten

Sie können erdachte Dialoge immer dann einsetzen,

I wenn Ihnen wichtig ist, dass ein Zusammenhang oder ein Begriff
von jedem verstanden worden ist.

I Dabei kann das Schreiben des erdachten Dialoges dieses
Verstehen anstoßen, bzw. festigen.

I wenn Sie möchten, dass sich jede Schülerin und jeder Schüler bei
einem neuen Gebiet erst einmal selbst mit einer Fragestellung
auseinandersetzt.
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Das Besondere an erdachten Dialogen

I Immer wieder befragen sich die Schülerin oder Schüler selbst und
antwortet auch auf sich selbst.

I Das ermöglicht, dass der Schreibende Warum-Fragen stellt und
diese zu beantworten versucht.

I Ziel: Aufbau eines relationalem Verständnisses von mathematischen
Begriffen und Zusammenhängen aufbauen.

I Darüber hinaus erhält die Lehrkraft durch den Einsatz erdachter
Dialoge einen besonderen Einblick in die mathematischen
Vorstellungen und Fähigkeiten jeder einzelnen Schülerin, bzw. jedes
einzelnen Schülers.

I Teile von erdachten Dialogen können wieder in den Unterricht mit
eingehen, zum Beispiel als gute Beispiele oder als Teil eines neuen
Arbeitsblattes.
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Das Analysis-Projekt

Im Schuljahr 2016/2017 an einem Gymnasium in Graz und im
Schuljahr 2017/2018 an einem Gymansium in Villach wurden
erdachte Dialoge im Analysisunterricht in insgesamt vier 7. Klassen
und einer 8. Klasse eingesetzt.

Dabei passten die Lehrerinnen und Lehrer verschiedene Vorlagen
von Anfangsdialogen an Ihren Unterricht an.

Zwei Beispiele...
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Anfangsdialogsvorlagen, die die Lehrerinnen und Lehrer im
Projekt an ihren Unterricht anpassten

Reflexionsaufgabe, um Unterschiede zu thematisieren

Zwei Schülerinnen oder Schüler unterhalten sich. Wir nennen sie einfach
S1 und S2. Führen Sie ihren Dialog fort.

S1: Hallo, kannst du mir etwas erklären?

S2: Ja, natürlich. Was möchtest du wissen?

S1: Ich denke gerade über das nach, was wir in der Schule be-
sprochen hatten. Kannst du mir sagen, was der Unterschied
zwischen ....................... und ..................... ist?

S2: Mach’ ich. Ich zeige dir einmal ein Beispiel. Daran kann ich es
gut erklären.

S1: Vielen Dank! Sei aber gefasst darauf, dass ich viele Warum-
Fragen stellen werde!
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Anfangsdialogsvorlagen, die die Lehrerinnen und Lehrer im
Projekt an ihren Unterricht anpassten

Entdeckungsaufgabe zu einer konkreten Aufgabe

Zwei Schülerinnen oder Schüler unterhalten sich. Wir nennen sie einfach
S1 und S2. Führen Sie ihren Dialog fort.

S1: Guck mal, ich sitze gerade an dieser Aufgabe:

(Hier kommt eine konkrete Aufgabe hin.)

S1: Kannst du mir dabei helfen?

S2: Ja, natürlich. Was sind deine ersten Ideen dazu?

A. Wille: Verständnis von Zusammenhängen im Analysisunterricht fördern Alpen-Adria-Universität Klagenfurt



Zusammenhänge in der Analysis Ein Projekt mit erdachten Dialogen Einblicke Rückmeldungen Zusammenfassung

Beispiele von Anfangsdialogen aus dem Projekt
Anfangsdialog zum Differenzenquotienten (Reflexion):
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Beispiele von Anfangsdialogen aus dem Projekt
Anfangsdialog zur 1. und 2. Ableitung (Reflexion):
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Beispiele von Anfangsdialogen aus dem Projekt

Anfangsdialog zur Gleichung einer Tangente (Entdeckung):
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Einblicke

A. Wille: Verständnis von Zusammenhängen im Analysisunterricht fördern Alpen-Adria-Universität Klagenfurt
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Im Fokus: Die erdachten Dialoge über den
Differenzenquotienten

Fragen:

1. Welche Warum-Fragen stellen die Schülerinnen und Schüler?

2. Wo kann auf instrumentelles oder relationales Verständnis
geschlossen werden?

3. Welche Lernschwierigkeiten werden sichtbar?

A. Wille: Verständnis von Zusammenhängen im Analysisunterricht fördern Alpen-Adria-Universität Klagenfurt
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Im Fokus: Die erdachten Dialoge über den
Differenzenquotienten

Fragen:

1. Welche Warum-Fragen stellen die Schülerinnen und
Schüler?

2. Wo kann auf instrumentelles oder relationales Verständnis
geschlossen werden?

3. Welche Lernschwierigkeiten werden sichtbar?
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Welche Warum-Fragen stellen die Schülerinnen und
Schüler?

Erste Beobachtung: Sie stellen tatsächlich viele Warum-Fragen, greifen
also die Aufforderung aus dem Anfangsdialog auf.

Inhalt der meisten Warum-Fragen:

I Warum-Fragen, die sich auf spezielle Fragen über Rechenwege
beziehen.

I Warum-Fragen, die sich auf Begriffsklärung beziehen.

I Warum bezieht sich die mittlere Änderung auf einen Zeitraum und
nicht einen Zeitpunkt?

I Warum werden Einheiten angegeben, wie sie angegeben werden?

I Warum ist der Differenzenquotient auch als Sekantenfunktion zu
deuten?

I Warum-Fragen, die sich auf die Interpretation des
Differenzenquotienten beziehen.

I Warum-Fragen, die eigentlich Wie-Fragen sind.

A. Wille: Verständnis von Zusammenhängen im Analysisunterricht fördern Alpen-Adria-Universität Klagenfurt
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Warum-Fragen, die sich auf spezielle Fragen über
Rechenwege beziehen

Ein(e) Schüler(in) schreibt:

Ein(e) andere(r) Schüler(in) schreibt:
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Warum-Fragen, die sich auf Begriffsklärung beziehen

Ein(e) Schüler(in) schreibt:

S1: Gut, ich habe soweit alles verstanden, bis auf das letzte.
Warum wird er mittlere Änderungsr. und nicht nur Ände-
rungsr. genannt?

S2: Weil, er nur (sozusagen) den Durchschnitt bzw. Mittelwert von
etw. bestimmtes angibt und nur Änderungsrate hinzuschreiben
wäre ein großer Fehler, da man hier schon vom Differential-
quotienzen spricht.

S1: Ah ok. Ja, das ist nun verständlich.
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Warum bezieht sich die mittlere Änderung auf einen
Zeitraum und nicht einen Zeitpunkt?

Ein(e) Schüler(in) schreibt:
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Warum bezieht sich die mittlere Änderung auf einen
Zeitraum und nicht einen Zeitpunkt?

Ein(e) Schüler(in) schreibt:

S2: Nehmen wir wieder unser Beispiel mit den Bungee-Jumper.
Der Differenzenquotient beträgt 25 m/s d.h. dass er im Mittel
25 Meter pro Seknunde zurücklegt.

S1: Warum?

S2: Weil das Ergebnis sich nicht um einen Zeitpunkt handelt. Wir
dividieren einen Weg durch eine Zeitspanne: keinen Zeitpunkt
und deshalb spricht man vom Durchschnitt.
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Warum ist der Differenzenquotient auch als
Sekantenfunktion zu deuten?

Ein(e) Schüler(in) schreibt:
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Warum werden Einheiten angegeben, wie sie angegeben
werden?

Ein(e) Schüler(in) schreibt:

Ein(e) andere(r) Schüler(in) schreibt:

S1: Warum konnte ich nicht statt ◦C/h, h/◦C schreiben?

A. Wille: Verständnis von Zusammenhängen im Analysisunterricht fördern Alpen-Adria-Universität Klagenfurt
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Warum-Fragen, die eigentlich Wie-Fragen sind

Ein(e) Schüler(in) schreibt:
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Im Fokus: Die erdachten Dialoge über den
Differenzenquotienten

Fragen:

1. Welche Warum-Fragen stellen die Schülerinnen und Schüler?

2. Wo kann auf instrumentelles oder relationales
Verständnis geschlossen werden?

3. Welche Lernschwierigkeiten werden sichtbar?

A. Wille: Verständnis von Zusammenhängen im Analysisunterricht fördern Alpen-Adria-Universität Klagenfurt
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Instrumentelles Verständnis ist einer solchen Stellen zu
vermuten:

Ein(e) Schüler(in) schreibt:
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Dagegen ist relationales Verständnis eher hier zu vermuten:

Ein(e) Schüler(in) schreibt:

. . .

A. Wille: Verständnis von Zusammenhängen im Analysisunterricht fördern Alpen-Adria-Universität Klagenfurt
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Dagegen ist relationales Verständnis eher hier zu vermuten:

. . .

A. Wille: Verständnis von Zusammenhängen im Analysisunterricht fördern Alpen-Adria-Universität Klagenfurt



Zusammenhänge in der Analysis Ein Projekt mit erdachten Dialogen Einblicke Rückmeldungen Zusammenfassung

Andere Beispiele von möglichen relationalem Verständnis:

I Erläuterungen, wie der Differenzenquotient mit der
Sekantenfunktion zusammenhängt.

I Erläuterungen, warum sich der Differenzenquotient auf ein
Zeitintervall und der Differentialquotient auf einen Zeitpunkt
bezieht.

A. Wille: Verständnis von Zusammenhängen im Analysisunterricht fördern Alpen-Adria-Universität Klagenfurt
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Instrumentelles oder relationales Verständnis

Relationales Verständnis ist an den Stellen zu vermuten,

I wo eine Schülerin oder Schüler nicht nur eine
”
Anleitung“

erklärt, wie etwas auszurechnen ist,

I sondern wo Zusammenhänge zwischen beispielsweise
mathematischen Verschriftlichungen, verschiedenen Begriffen
oder unterschiedlichen Darstellungen erläutert werden.
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Im Fokus: Die erdachten Dialoge über den
Differenzenquotienten

Fragen:

1. Welche Warum-Fragen stellen die Schülerinnen und Schüler?

2. Wo kann auf instrumentelles oder relationales Verständnis
geschlossen werden?

3. Welche Lernschwierigkeiten werden sichtbar?
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Lernschwierigkeiten

I Lernschwierigkeiten werden zum einen durch die Fragen
sichtbar, die die Schülerinnen und Schüler selbst aufschreiben
(und damit für relevant genug halten, dass sie aufgeschrieben
werden sollten) und zum Teil auch beantworten.

I Ein Beispiel ist das häufig genannte Vergessen des Wortes

”
durchschnittlich“ oder

”
mittlere“ im Zusammenhang mit dem

Differenzenquotienten.

I Andere Lernschwierigkeiten werden dadurch sichtbar, dass ein
Protagonist etwas nicht richtig sagt oder macht und es vom
anderen Protagonisten nicht korrigiert wird.
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Lernschwierigkeit: Beispiel
”
durchschnittliche“ vergessen

Ein(e) Schüler(in) schreibt:

I
”
Veränderung der Wasserhöhe“ anstatt

”
durchschnittliche

Veränderung der Wasserhöhe in einem Zeitintervall“.
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Zusammenhänge in der Analysis Ein Projekt mit erdachten Dialogen Einblicke Rückmeldungen Zusammenfassung

Lernschwierigkeit: Funktion passt nicht zum Beispiel

Ein(e) Schüler(in) schreibt:

I w(t) = 5t2 beschreibt nicht wie jemand von Ort A nach Ort
B fährt und dort auch wieder abbremst.

I Es kann auch nicht nur der Anfahrtsvorgang sein, weil sich der
Schreibende auf das Zeitintervall zwischen der 2. und 3.
Stunde bezieht.
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Lernschwierigkeit: Interpretation im Kontext

Ein(e) Schüler(in) schreibt:

I
”
Geschwindigkeitsfunktion“ anstatt einer

”
Weg-Zeit-Funktion“.
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Weitere Lernschwierigkeiten

I Begriffliche Ungenauigkeiten oder Verwechslungen.
Zum Beispiel:

I
”
Absolute Änderungsrate“ statt

”
momentaner Änderungsrate“

oder “absoluter Änderung“.
I Differenzenquotient als

”
Steigung beliebiger Graphen“

A. Wille: Verständnis von Zusammenhängen im Analysisunterricht fördern Alpen-Adria-Universität Klagenfurt
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Rückmeldungen der Schülerinnen und Schüler

A. Wille: Verständnis von Zusammenhängen im Analysisunterricht fördern Alpen-Adria-Universität Klagenfurt
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Rückmeldungen der Schülerinnen und Schüler

Jede Schülerin und jeder Schüler beantworteten nach dem Schreiben
ihres erdachten Dialoges die Frage:

I Was ist mir während des Schreibens dieses Dialoges bewusst
geworden?

I Die Rückmeldungen waren überwiegen positiv (ca. 90%).

I Positive Rückmeldungen bezogen sich vor allem auf das Verständnis
und das Erklären an sich.

I Negative Rückmeldungen nannten entweder die zu große Fülle der
Fragestellungen (bei einem speziellen Anfangsdialog über die 1. und
2. Ableitung) oder dass die Methode dem entsprechenden nicht
liegen würde.
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Rückmeldungen zum Verständnnis

Die häufigsten angesprochenen Themen:

I Wiederholung/Zusammenfassung des Stoffes als positiv
empfunden

I Verständnis verbessert

I bewusst geworden, was man versteht oder nicht

I Wissen verinnerlicht

A. Wille: Verständnis von Zusammenhängen im Analysisunterricht fördern Alpen-Adria-Universität Klagenfurt



Zusammenhänge in der Analysis Ein Projekt mit erdachten Dialogen Einblicke Rückmeldungen Zusammenfassung

Beispiel: bewusst geworden, was man versteht oder nicht

Ein(e) Schüler(in) schreibt:

”
Mir persönlich hat die Aufgabe sehr weiter geholfen. Beim

Schreiben dieses Dialoges habe ich nicht nur den ganzen Stoff
bezüglich Differenzenquotient noch einmal wiederholt, sondern mir
ist auch bewusstgeworden, dass ich manche Sachen nicht sehr gut
erklären kann und manches noch nicht ganz verstehe.“
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Rückmeldungen zum Erklären

Die häufigsten angesprochenen Themen:

I in Worte fassen positiv

I Schwierigkeit, etwas zu erklären bewusst geworden

A. Wille: Verständnis von Zusammenhängen im Analysisunterricht fördern Alpen-Adria-Universität Klagenfurt
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Beispiel: Schwierigkeit, etwas zu erklären bewusst
geworden

Ein(e) Schüler(in) schreibt:

”
Während des Schreibens meines Anfangsdialoges ist mir bewusst

geworden, wie schwer es eigentlich Lehrer haben. Es fiel mir
schwer, das Thema verständlich zu erklären denn zwischen ein
Thema verstehen und es erklären zu können, liegen Welten. Ein
Beispiel hatte ich ziemlich schnell gefunden und auch eine Idee wie
ich es am besten erklären kann aber ich konnte es nicht in Worte
fassen.“
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Beispiel: instrumentell tun vs. relational verstehen?

Ein(e) Schüler(in) schreibt:

”
Eine Aufgabe selbst zu lösen, ist in den meisten Fällen viel

einfacher, da man sich nicht so viele Gedanken darübermacht,
doch wenn man sie jemandem anderen erklärt, muss man sich
selbst viel intensiver damit auseinandersetzen, damit man
Erklärungen parat hat. In den meisten Fällen versteht man dadurch
die Aufgabe selbst besser. Ich habe also auch den Eindruck, dass
ich beim Verfassen des Dialogs etwas dazugelernt habe.“
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Zusammenfassung
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Zusammenfassung: Warum-Fragen anstoßen

I Mit den erdachten Dialogen wurden die Schülerinnen und
Schüler angeregt, in besonderem Maße sich mit
Warum-Fragen zur Analysis zu beschäftigen, diese selbst zu
stellen und zu beantworten.

I In der Methapher der
”
mentalen Straßenkarte“ bezogen sich

Warum-Fragen:
I auf konkrete (Rechen-)Wege, warum zum Beispiel die

Einheiten so angegeben werden, wie sie angegeben werden
I und auf den Zusammenhang von

”
Orten auf der Karte“, wie

beispielsweise den Zusammenhang zwischen
Differenzenquotienten und Sekantenfunktion oder den
Zusammenhang/Unterschied zwischen dem
Differenzenquotienten und dem Differentialquotienten.
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Zusammenfassung: Rückmeldungen

I Das Schreiben regte dazu an, sich bewusst zu werden, was
verstanden worden ist und was nicht.

I Das Erklären wurde einerseits als Schwierigkeit gesehen (im
Gegensatz zum Rechnen von Beispielen), andererseits aber
auch zum Teil als Chance begriffen für das eigene Lernen.

I Nicht für jeden Schüler, für jede Schülerin ist dies die
Methode der Wahl, aber es kann ein zusätzliches Instrument
sein zum Vertiefen von analytischen Zusammenhängen und als
weiteres Diagnosewerkzeug für die Lehrkraft.
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Vielen Dank!
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