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1. Positionierung und Navigation
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Seit dem Altertum war es eine groBe
wissenschaftliche  Herausforderung,
sich auf dem Meer zurechtzufinden.
Man konnte Winkel messen und
orientierte sich nach Leuchttiurmen,
Sternen oder nach der Sonne.

Mit Hilfe des Sextanten wurde der
Erhebungswinkel der Sonne gemessen.
Zusammen mit Datum und Uhrzeit
konnte man auf die geographische
Lange und Breite schlieBen.
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1. Positionierung und Navigation

Inzwischen wurde die Winkelmessung
durch die Distanzmessung zu Satelliten
abgelost.

Satellit von Galileo
ca. 730 kg, 23.260 km hoch
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Es gibt derzeit vier globale Satelliten-
Navigationssysteme (GNSS):

1. GPS (Global Positioning System),
USA

2. GLONASS (Globalnaja nawigazionaja
sputnikowaja sistema), Russland

3. BeiDou 1t3} (‘GroBer Bar'), China

4. Galileo, EU, seit 2016, mit dzt. 18
Satelliten (bald 27 4 3 in Reserve).
Es ist dies das einzige zivile System.
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1. Positionierung und Navigation

Jedes “Navi” (Zielfiihrungssystem) erledigt zwei
Aufgaben, die Positionierung und die Navigation.

Es besteht aus mindestens vier Komponenten:
e einem GNSS-Empfanger® (GPS oder mehr),
e ciner digitalen Karte,

e cinem Navigationscomputer und

e cinem Gerat zur Eingabe und Anzeige.

und allenfalls unterstitzende Sensoren wie z.B. Rad-
sensoren (in Tunnels).

*) GNSS = global navigation satellite system
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2. Positionierung mittels Distanzen

21. April 2017: OMG Lehrertag 2017

Die Position des Empfangers X
wird berechnet aus den Distanzen
zu vier oder mehr Satelliten S,
=12, ...

Somit wurde In der Navigation
die Winkelmessung (Triangulation)
abgelost von der Distanzmessung
(Trilateration).
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2. Positionierung mittels Distanzen

einundzwanzig, zwelundzwanzig, . ..

Distanzen mittels Laufzeitmessung des
Schalles; dessen Geschwindigkeit (in der
Luft) betragt 0.340 km/s (Mach 1 =
1.224 km/h).

Bel der Satellitennavigation ist es
die Laufzeit des Funksignals mit der
Geschwindigkeit ¢ = 300.000 km/s.

Dabel betrachten wir die Zeitansage tuber Rundfunk als verbindlich; Funkuhren gelten
als hochst prazise.

Ein Funksignal von Wien nach Innsbruck bendtigt ca. 0.0013s. Das TV-Signal von
Wien iiber Astra (ca. 36.000 km iber Aquator) und zuriick benotigt rund 0.5 s!
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2. Positionierung mittels Distanzen

Gegeben: Punkte O; # O,: bipolare Koordinaten (d;, d») mit d, = O,P
bel dl -+ d2 Z 0102 und ‘dl — d2| S 0102.

bipolare Koordinaten von P d; + d» = konst. d» — d; = konst. # 0
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2. Positionierung mittels Distanzen

d; : d» = konst.

Kreis des Apollonius
Apollonius von Perga (262190 v. Chr.) dy - d» = konst.
heute in Provinz Antalya Cassinische Kurven

Sonderfall: Bernoullische Lemniskate
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2. Positionierung mittels Distanzen

Gegeben: Dreieck 010,03, tripolare Koordinaten (d;, d», d3) mit d; = O;P
<~ Fapro,0, + FAPo,0; + FAPOs0, = Fro,0,0, sowie Dreiecksungleichungen.

Jacobische Fokaleigenschaft der Quadriken:

Ort der Punkte P, deren tripolare Koordinaten
d; gleich sind den Entfernungen d; = W
der Ecken eines Dreiecks O;050% von einem in
der Dreiecksebene gelegenen Punkt P’, ist eine
Flache zwerten Grades.

Rechts: Zweidimensionale Version der Jacobischen Fokaleigenschaft
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3. Distanzen zu Satellitenpositionen

Galileo Endausbau: 30 Satelliten, je 9
(+1 Reserve) verteilt auf 3 Bahnebenen
(Neigungswinkel 56° gegeniiber Aquator).

Umlaufzeit ~ 14 h; daher nach 10 Tagen

(bzw. 240/14 ~ 17 Umlaufen) Wieder-
holung relativ zur Erde.

Sie laufen auf einer Kreisbahn in 23.260 km
Hohe Uber der Erde mit einer Geschwindigkert
von 3.693 m/s (~ Mach 3).

Fast tberall (auBer in Polndhe) sind 6 bis 8
Satelliten sichtbar.
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3. Distanzen zu Satellitenpositionen

Bodenstationen informieren jeden Satellit Uber seine genauen Bahndaten und Zeit-
korrekturen. Pro Satellit gibt es 4 Atomuhren, jeweils auf 1-107'%s genau; 1 Takt
Laufzeit entspricht 3cm Weg des Funksignals.

Die Bahndaten beziehen sich auf die in WGS 84 (World Geodetic System) festgelegte
Approximation der Erde durch ein Drehellipsoid mit Halbachsen a = 6378.137 km und
b = 6356.752km. Das Geoid, die uberall zur Gravitation orthogonale Flache, weicht
bis zu =100 m von diesem Ellipsoid ab.

21. April 2017: OMG Lehrertag 2017 g 11/29



3. Distanzen zu Satellitenpositionen

Jede Navigationsmittellung umfasst neben Kennung des Satelliten eine Zeit- und Posi-
tionsangabe (samt aktuellen Korrekturen fiir Zeitmessung und Bahndaten.)

Der Satellit in Position s; funkt die Zeitansage “8:00 Uhr”, und diese erreicht den

Empfanger x gemaB dessen Uhr mit der Verzogerung t;, also um 8:00+t;. Die
Multiplikation mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ ergibt fiir die scheinbare Distanz d,

Is; — x| = d = ct.

Fehlerquelle: Die Atomuhren in den Satelliten sind sehr genau synchronisiert; bel
den Empfangeruhren ist dies technisch nicht moglich. Geht die Empfangeruhr um ¢
vor, so erscheinen alle Distanzen um dasselbe dy = ¢ t; vergroBert.

Deshalb lautet die wahre Distanz
di=||si— x| = di — db.

g 12/29
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3. Distanzen zu Satellitenpositionen

wahre Distanzen: ||s; — x| = di — do,
Gegeben: Satellitenpositionen 5S¢, ..., S, sowile
scheinbare Distanzen dy, . . ., da.

Gesucht: Die Raumkoordinaten des Empfangers X
und der durch mangelnde Synchronisation der Em-
pfangeruhr entstandene Distanzfehler dj § 0.

Geometrisch:  Gesucht ist ein Kreis (X, dy),
welcher vier gegebene Kreise (S;, dj) gleichartig
beruihrt, d.h., alle von auBen oder alle von innen

(Apollonisches Beriihrproblem).
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3. Distanzen zu Satellitenpositionen

Apollonisches Beruhrproblem in der Ebene:

Gegeben: orientierte Kreise ki, k», k3

Gesucht: orientierte Beriihrkreise
(gleichsinnige Beriihrung).

Es gibt bis zu zwel reelle Losungen.

Drel nicht-orientierte Kreise konnen auf
23 = 8 verschiedene Arten orientiert wer-
den, wobel komplementare Orientierungen
komplementare Losungen ergeben.

—> o bis zu 8 reelle Losungen im nicht-
orientierten Fall.

Version mit orientierten Kreisen
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3. Distanzen zu Satellitenpositionen

Analytische Positionsbestimmung:

Gegeben: Vier Satellitenpositionen's;, 1 =1, ..., 4, samt scheinbaren Distanzen 67,
Gesucht: Drel Koordinaten der Empfangerposition x sowie der Distanzfehler d.

Die vier Unbekannten mussen vier quadratische Gleichungen
Q; (x, do) = (si —x)* — (di — dp)* = 0
l6sen, also ausfuhrlich
x-x—2(s;-x)+s;-s; — di + 2didy — d? = 0.

Die Differenz je zweler Gleichungen ist linear in den Unbekannten = bleiben drei
lineare und eine quadratische Gleichung, daher maximal zwei reelle Losungen.
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3. Distanzen zu Satellitenpositionen

Praktische Berechnung:

Die Positionsbestimmung wird wiederholt durchgefuhrt; also gibt es zumeist eine gute
Naherungslosung x* fur x und dj fur dp. Andererseits stehen meist mehr als vier
Satelliten zur Verfuigung.

Wir substituieren x = x* + v und dy = dy + v In den quadratischen Polynomen
Qi(x, dp) und entwickeln diese an der Naherungslosung (x*, di) nach Taylor. Damit
bleibt ein lineares System fur die "Verbesserungen’ v und v.

e Das geht schneller. Es gibt kein Problem mit der Zweideutigkeit der Losung.

e £s gibt Standardverfahren zur Bestimmung der optimalen Losung im Fall eines Uber-
bestimmten Gleichungssystems, wenn mehr als vier Satelliten zur Verfiigung stehen.,
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3. Distanzen zu Satellitenpositionen

Dieses approximative Verfahren wird ungenau, wenn
die zwei Losungen (des Apollonischen Problems) nahe
beleinanderliegen. Wann fallen diese zusammen?

Wegen ||s; —x || = CA/;— do ist fiir den Empfanger x die
Differenz der Abstande von S; und S; fir 1 = 2,3, 4
bekannt, namlich |d; — d4].

Also liegt x auf einem zweischaligen Drehhyperboloid
mit Brennpunkten S; und S;. Somit ist x ein Schnitt-
punkt dreier Drehhyperboloide.

In x fallen 2 Losungen zusammen <= die Hyper-
boloide haben in x eine gemeinsame Tangente t.
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3. Distanzen zu Satellitenpositionen

In x fallen 2 Losungen zusammen <= die Hyper-
boloide haben in x eine gemeinsame Tangente t.

Die Verbindungsgeraden
von X mit s; und s;
gehen durch Spiegelung
an der durch t gehenden
Tangentialebene 7 Inel-
nander uber.

2 Losungen fallen zusammen <= die Winkel zwi-
schen t und den Verbindungsgeraden von x und s; flr
J=1,..., 4 sind gleich.
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3. Distanzen zu Satellitenpositionen

Satz: Die zwel Losungen fallen zusammen
— die vier Verbindungsgeraden des
Empfangers X mit den Satellitenpositionen
Sq,..., S, liegen auf einem Drehkegel.

Die Spitzen E; der Einheitsvektoren
1
vV, = S, — X
T
liegen auf einem Kreis der Einheitskugel, also

In einer Ebene <—-

A = det(vo — vy, v3 — vy, v3—Vv;) = 0.
A kommt in der Formel fiir den GDOP
(Geometric Dilusion of Precision) vor.

A ist gleich dem sechsfachen Volumen des Tetraeders E1E-E3zE, .
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4. Navigation, Algorithmus von Dijkstra

kurz zur Graphentheorie:

Ein Graph umfasst eine | Ein Weg (von Ko nach | Ein Kreis ist eine aus
Knotenmenge V und eine | Kj) ist eine aus Kanten | Kanten zusammengesetz-
Kantenmenge €& C V?, | bestehende Verbindung, | te geschlossene Verbin-
wobei jede Kante von zwei | die keinen Knoten &fter | dung, die keinen Knoten
Knoten begrenzt ist. als einmal enthalt. mehrfach enthalt.
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4. Navigation, Algorithmus von Dijkstra

kurz zur Graphentheorie:

Ein Baum ist ein zusammenhangender Ist jeder Kante des Graphen ein Wert
Graph ohne Kreis; genau dann hat er zugeordnet, so helBt er bewerteter
um 1 mehr Knoten als Kanten. Graph oder Netzwerk. Ein Ky mit
Ein aufspannender Baum erreicht K; verbindender Weg mit kleinster
alle Knoten eines gegebenen Graphen. Wertesumme hei3t Minimalweg.
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4. Navigation, Algorithmus von Dijkstra

Algorithmus von Edsger W. Dijkstra (1959):

Gegeben: Bewerteter Graph (mit nichtnegativen Bewertungen)
Gesucht: Minimalweg von Kj bis K4, d.h., Weg mit kleinster Wertesumme.

Ko 1 K3 Kg(z)
> % %
0 Ky .~ i
0 3 OO0 NG g
5 2 B ;
Ke 1 Ks Ko(2) 1 Ks(2)

Links ein bewerteter Graph und rechts ein Entfernungsbaum zum Knoten Kj.
Die jeweiligen Distanzen d(K1, K;) stehen in Klammern.

21. April 2017: OMG Lehrertag 2017 g 22/29



4. Navigation, Algorithmus von Dijkstra

K2(3) 1 K3(o0)

0 3 3
K:(0) : Ka(oo) Kl(O\ 1 Ka(o)
O 9

Ke(o0) L Ks(o0)

Initialisierung

Jeder Knoten K; bekommt einen Wert v;

zugeordnet, zuerst vi = 0 und v; = o©
fur 1 > 1.

Bestimmt wird ein Teilgraph 7, der am
Ende den Minimalweg enthalt.
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! Ks(o0)

1. Schritt:

Fur alle Nachbarn K von K korrigieren
wir deren Wert v; auf die Lange der Ver-
bindungskante mit Kj.
Eine Kante minimaler Lange samt ihren
Endpunkten kommt zu 7.
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4. Navigation, Algorithmus von Dijkstra

Ks(2) 1 K5 (00)

1. Schritt:

Fur alle Nachbarn K; von K korrigieren
wir deren Wert v; auf die Lange der Ver-
bindungskante mit Kj.

Eine Kante minimaler Lange samt ihren
Endpunkten kommt zu 7.
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Kos(2) 1 Ks(3)

2. Schritt:

Fir Nachbarn K der K; € T wird v;
auf die Summe aus v; und der Distanz
d(K;K;) korrigiert, sofern kleiner als
bisheriges v;. Ein K; mit minimalem v;
kommt zu 7 dazu samt Kante K;Kj.
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4. Navigation, Algorithmus von Dijkstra

Ks(2) - Ks5(3)

2. Schritt:

Fir Nachbarn K der K; € T wird v;
auf die Summe aus v; und der Distanz
d(K;K;) korrigiert, sofern kleiner als
bisheriges v;. Ein K; mit minimalem v;
kommt zu 7 dazu samt Kante K;Kj.
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Ko(2) 1 K3(3)

Kos(2) 1 Ks(2)

3. Schritt:

Fir Nachbarn K der Ki € T wird v;
auf die Summe aus v; und der Distanz
d(K;K;) korrigiert, sofern kleiner als
bisheriges v;. Ein K; mit minimalem v;
kommt zu 7 dazu samt Kante K;Kj.

yo.



4. Navigation, Algorithmus von Dijkstra

Ko(2) 1 K3(3)

Ks(2) 1 Ks(2)

3. Schritt:

Fir Nachbarn K der K; € T wird v;
auf die Summe aus v; und der Distanz
d(K;K;) korrigiert, sofern kleiner als
bisheriges v;. Ein K; mit minimalem v;
kommt zu 7 dazu samt Kante K;Kj.
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K2(2) 1 K3(3)

4. Schritt:

Fir Nachbarn K der Ki € T wird v;
auf die Summe aus v; und der Distanz
d(K;K;) korrigiert, sofern kleiner als
bisheriges v;. Ein K; mit minimalem v;
kommt zu 7 dazu samt Kante K;Kj.
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4. Navigation, Algorithmus von Dijkstra
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Ks(2) 1 Ks(2)

4. Schritt:

Fir Nachbarn K der K; € T wird v;
auf die Summe aus v; und der Distanz
d(K;K;) korrigiert, sofern kleiner als
bisheriges v;. Ein K; mit minimalem v;
kommt zu 7 dazu samt Kante K;Kj.
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5. Schritt:

Fir Nachbarn K der Ki € T wird v;
auf die Summe aus v; und der Distanz
d(K;K;) korrigiert, sofern diese kleiner
als bisheriges v; ist . ..

... bis der Zielknoten K, erreicht Ist.
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4. Navigation, Algorithmus von Dijkstra

Satz: Fir jeden Knoten K; € T ist der in dem Baum T enthaltene Weg von Kj;
nach K, ein Minimalweg, und der Wert v; gibt dessen Lange an.

Beweis: Angenommen, an Wegen von K nach K; gibt Kon Ki(v)

es neben jenem aus 7 lber K;_; noch einen kiirzeren ’6—'0'
Weg H, der bis K, in 7 verlauft und dann auBerhalb,
von Ks an. Dann ist die Lange von H die Summe K3 T %

aus dem Wert vi von K., wobel v > v; nach dem
Entscheidungskriterium, und der Lange > 0 des Weges Tt o

. . Kr KS(VS)

von Ks nach Kj, also insgesamt > v;. Widerspruch !

Wird der Algorithmus fortgesetzt, bis alle Knoten erreicht sind, entsteht ein Entfer-
nungsbaum 7 zum Knoten K3, also ein aufspannender Baum, wobel fiir jedes / der

Wert v; des Knotens K, die Lange des Minimalweges von K7 und K, angibt.
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Danke fur lhre
Aufmerksamkelt!

“La Géométrie”
Hotel de Ville, Paris
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