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Eine typische Aufgabenplantage (oder -insel)

936

937

938

939

940

941

ermittle ] graphisch, ] rechnerisch die Koordinaten des Schnittpunktes der Geraden g und h und die
GriBe des Schnittwinkels!

g:X=@13)+t-(31-3) h:X=(210)+s-(11-3) g:X=-D+t-(31-2)  h:X=(110) +5-(11-1)

g:X= Q) +t-G1-2) h:X=(1+s-(11-1) g X=(-13)+t-@1)  h:X=(10)+s-(31-1)
Ermittle [ graphisch, F rechnerisch die Koord des Schnittpunktes der g gund h der
Strecken AB und CD und die Grofe des Schnittwinkels!

g: A-113), B(314)
g: A(-5110), B(-21-2)

h: C(-214), D(210)
h: C(-416), D(51-3)

g:A(-312), B-11-6)
g: A21-1), B(-1319)

Ermittle mit den Angaben von Aufg. 938
der schneiden!
und CD?

graphisch, F] rechnerisch, ob die Strecken AB und CD einan

In welchem Teilverhaltnis teilt der Schnittpunkt (der Tragergeraden) die Strecken AB

Ermittle £] araphisch, F] rechnerisch die Lage der Geraden g zum Koordinatensystem! In welchem Ab-

stand vom Ursprung schneidet die Gerade jede der Koordinatenachsen? Welchen Abstand hat g vom

Ursprung?
gX=(36)+t-G-3) [g
9:X=(11-5)+ -

X=(@213)+t-(21-3)
X=(116) +t-(11-3)

g:X=(7110) + t-(0I5)
g:X=(61-0)+t-31-2)

G X=GI-+t- (-3
g:X=(61-2)+t-(3I-

» o
Die Geraden a, b und ¢ sind die Trégergeraden der Seiten eines Dreiecks. Ermittie

graphisch,
nerisch die Koordinaten der Eckpunkte, die Langen der Hahen und den Umfang!

rech
Liegt ein besondere;

Dreieck vor?
a: X=(-110) +r-(11-4), b: X = (81-4) + 5+(-514), € X=(01-8) + t-(314)
a:X=(-611)+r-(121-5), b: X=(310) +5+(-314), € X=(215) + t-(-41-2)
a:X=(0-)+r(512), b: X = (810) +5-(61-2), € X=(-113)+t-(416)
a: X = (-113) +r-(50), b: X=(612) +5-(21-3),

€ X=(-101-4) + t-(813)

Die vier Geraden a, b, ¢ und d sind die Trégergeraden der Seiten eines Vierecks. Ermittle

graphisch,
rechnerisch die Koordinaten der Eckpunkt

den Umfang, alle Winkel und den Typ des Vierecks!

2: X = (014) +r+(112), b: X = (71-2) + 5+(21-1), &: X = (713) + t- (112), d: X = (-710) + u-(-2I1)
@ X=(315)+ r-(11), b: X= (412) + 5+ (115), & X = (71) 1 t-(31-1), d: X = (01-2) + u-(-311)
a:X=(-11-2) + r+(-31), b: X

(310) +5+(113), € X = (013) +t-(210), d: X =
a:X=(11-6) +r-(-213), b: X= (5/1) +5-(312), ¢: X
@: X = (-41=1) 4 r-(11), b: X= (11) + 5-(21-1), c:

217) +u-(314)
(314) + t(312), d: X = (012) + u~(21-3)
X=(51)+ t-(211), d: X = (11-8) + u-(11-1)

a: X=(612) + r+(51-1), b: X = (113) + 5-(-115), &: X = (7I-3) + t-(5I-1), d: X = (-3|-1) + u-(11-5)
a:X=(71-2) +r+(-313), b: X= (-211) + 5-(3I1), &: X = (-510) + t-(31-2), d: X = (-11-1) + u-(-31-1)
a: X = (1) +r-(31), b: X 13), ¢: X= (616) + t-(311), d: X = (=11-3) + u-(-113)

Abbildung: Aus GOTz & REICHEL 2010, S. 255
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Das zugehorige Lehrplanzitat: 5. Klasse

https://www.ris.bka.gv.at/Dokumente/BgblAuth/
BGBLA_2016_II1_219/BGBLA_2016_II_219.pdf

Vektoren und analytische Geometrie in R?

— Vektoren addieren, subtrahieren, mit reellen Zahlen multiplizieren und
diese Rechenoperationen geometrisch veranschaulichen konnen

— Einheitsvektoren und Normalvektoren ermitteln konnen

— Mit dem Skalarprodukt arbeiten kdnnen; den Winkel zwischen zwei
Vektoren ermitteln konnen

— Geraden durch Parameterdarstellungen in R? und durch Gleichungen
(Normalvektordarstellungen) in R beschreiben, Geraden schneiden
und die gegenseitige Lage von Geraden ermitteln kénnen

— Abstande ermitteln kdnnen (Punkt-Punkt, Punkt-Gerade)
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Das DESCARTES'sche Schema

Universelle Methode der Probleml6sung:

@ Man reduziere jede Art von Problem auf ein

mathematisches Problem. )
Abbildung: RENE

© Man reduziere jede Art von mathematischem DgscarTES (1596
Problem auf ein algebraisches Problem. - 1650)

© Man reduziere jedes algebraische Problem
auf die Losung einer einzigen Gleichung.

(POLYA 1966, S. 47, Hervorhebung S. G.)

] Standardaufgaben
Hier: Dreiecksgeometrie der Vektorrechnung
in der Sekundarstufe Il
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Eine mogliche Alternative

Kernidee

Problemstellungen aus der EUKLID'schen (Dreiecks-)Geometrie (zum Teil
aus der Sekundarstufe I)

@ allgemein analytisch beschreiben (, koordinatisieren*)

@ und dann (direkt, ohne Umwege!) , nachrechnen”

— Exploration mittels DGS

— (fiir den Unterricht) machtiges Mittel zur (eigensténdigen)
Generierung von mathematischen Begriindungen

— Quelle sinnvoller Rechnungen (auch mit CAS) zur
Erkenntnisgewinnung durch Operieren
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Die Grundlage — die Ausgangsposition

X

A(u]0) B (v]0)

Abbildung: Ein allgemeines Dreieck

Wir setzen

und (vgl. GOTZ & HOFBAUER 2012, S. 325) .
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Der (Ecken-)Schwerpunkt eines Dreiecks

Seine Existenz kann auf verschiedene Weise begriindet werden:
@ elementargeometrisch mit dem Satz vom Mittendreieck
@ mit koordinatenfreien Vektoren
© mittels Flachenvergleichs
@ mit dem Satz von CEVA

A]:AH<:>S€SAB

Abbildung: Schwerpunkt — verschiedene Begriindungen seiner Existenz
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Am einfachsten aber mittels Rechnens

Schnitt zweier Schwerelinien

10

A(u|0)

. u+v o v
SABZX:<O>+1."< 2 > SgciX:<u>+)\'<2Wu>
w —w 0 5

21. April 2017
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Erste Resultate

@ Die Gleichung der y-Koordinaten liefert den Parameterzusammenhang

A=2-(1—-1).

@ Einsetzen in die Gleichung fiir die x-Koordinaten bringt

t =

WIN

© Auch der andere Parameter A hat den Wert .

Interpretation
Der Schwerpunkt S teilt die ,,Schwerelinie” im Verhaltnis 2 : 1.

© Der Schnittpunkt S hat (natiirlich) die Koordinaten

s(4501) -
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Aus dem Schnittpunkt wird der Schwerpunkt

Die dritte Schwerelinie

(3)+ (557) (o w2

V

1

SAC -

enthilt S

%) eine Standardrechnung ergibt

r =

=\ (GOTZ & SUSS-STEPANCIK 2015, S. 312 f.)

O\)\I\J/—\

Analog erweitern wir unser ,, uvw-Vokabelheft*:
© Umkreismittelpunkt
u—+v uv
u(F 3
(15 0)

(GOTz & HOFBAUER 2012, S. 326)

@ Hohenschnittpunkt
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Das fiihrt geradewegs zur EULER'schen Geraden

Wir bilden (6konomisch) die Gerade
durch H und S: Abbildung: LEONHARD

EULER (1707 — 1783)
() ()
e: X = + -
— g+

Interpretation:
und versichern uns, dass , in- 3

dem wir 2 U

3 7 S

= 5 € H
Abbildung: EULER'sche
Gerade (Ausschnitt)

fiir die x- und y-Koordinate ermitteln.
(GOTZ & SUSS-STEPANCIK 2015,

S. 313)
Bemerkung: Die durch die uvw-Sprache suggerierte Wahl der Punkte fiir
Geradengleichungen erleichtert die Interpretation!
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Spezialfille fiir Eigentatigkeit der Schiiler(innen)

Dreieck ABC rechtwinkelig

© Schwerpunkt S (¥]%):
moglicher Standpunktwechsel
(vgl. WITTMANN 2009, S. 131)
zur Integralrechnung, dazu:
funktionale Abhdngigkeit

: X oW
Al(0j0) = H B (v]0) y__VX_‘_W
Abbildung: z. B. . I xy dx
bfye .
Jo (=0x+w) dx
(GOTz & REICHEL 2013, v
S. 103 f.) B — 3
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Weitere Ubungs- und Interpretationsméglichkeiten

@ Umkreismittelpunkt U (%%) Mittelpunkt von BC — THALESkreis

@ Hohenschnittpunkt H (0/0) = A
(GOTZz & SUSS-STEPANCIK 2015, S. 313)

Dreieck ABC gleichschenkelig:

@ Schwerpunkt S (0‘%)

@ Umkreismittelpunkt A(—l0) v — 5 (010)

2 u 2
u(ol$-£)

: . w . 3v _ .
@ Hohenschnittpunkt H (O "—;) Abbildung: 3 : 5 =ys v

Zur y-Koordinate ys von S
— EULER-Gerade ist die y-Achse!
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Folgerungen aus dem gleichschenkeligen Fall

y
c(Oj) = H
Dreieck ABC gleichschenkelig
rechtwinkelig bei C
S
| ) @ Schwerpunkt S (0 §>
A (=0l0) 5 ) e Umkreismittelpunkt U (0]0)

Abbildung: u = —v und w = v @ Hohenschnittpunkt H (0|v) = C

bt @ Schwerpunkt S (0 \/L§>
T SE @ Umkreismittelpunkt U (0 \/L§>
Abbildung: 1 = —v und w = vv/3 @ Hohenschnittpunkt H (0 \%)
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Eine Maturaaufgabe in Wien

3.) Unter dan Johnson-Kraigan sinas Dreiecks

: l.— P Abbildung:
versteht man drei Kreise mit gleichem Radius,
_ M ROGER A.
die durch jewells Zwei Eckpunkie des Dreiecks J 1890
gehen und ginen Punkt gemeinsam haben OHNSON (
{siehe nebenstehende Skizza). - 1954)

Das von den Mittelpunkien M,, M; und M,
dieser Kreise gebildete Dreieck wird als

Johnson-Dreieck bezeichnet.

a) Zeiga, «
sind.
b} Verifiziere, dass der gemeinsame Punkt der Johnson-Kreise der
Hohanschnittpunkl des Drelecks ABC ist
c) Das Dreieck ABC und das Johnsondreieck MMM, sind kongruent
Beaweise diese Behauptung!
A(-T!-4) . B(8/<1),C(=-4/T7)
ki o #y'—Bx —12y =13k [My(-11/3),r= V65 |

ki {x—1)+(y+5) =65

55 die Kreise k. k; und k; die Johnson-Krelse des Drelecks ABC

Abbildung: MULLER 2013, S. 49
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Ein erster JOHNSON-Kreis

Erinnere: | H (0‘ - ﬂ)

w

(V—XM)2+YM2 = r

XM2 + (w — yM)2 = r

\ 2 (_uv _ )2 _ 2

A (2|0) B (v]0) XM +( w M - T

Abbildung: JOHNSON-Kreis durch B, C

7. Klasse — Spiralprinzip
und H

L6ésungen:

2= 4 v2 whu?v?
- 4 4w?

c
<

(NN
|

XM = 5 Ym =

N
<

r = Umkreisradius des Dreiecks ABC (GOTz & HOFBAUER 2012, S. 326)
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Die drei JOHNSON-Kreise

Abbildung: JOHNSON-Kreise durch Ecken und Hohenschnittpunkt H mit Radius r

= gemeinsamer Punkt der Kreise muss Umkreismittelpunkt des
JOHNSON-Dreiecks JagJgcJac sein!
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Wieder ein Standpunktwechsel

y
C (0w)
u—v|\w uv Uv—u|w uv
( 2 §‘E>J~: Jsc(Ti*ﬁ)
b a Dreiecke
e ABC und
X
RN 5 0) ® JapJactsc
uto| w _w sind kongruent:
Yas ( 2 ’ 2 2u,~> g

Abbildung: Das JOHNSON-Dreieck

X N . _
Jacdag = ( _V‘; > Jecag = ( _; ) Jecdac = ( ! 0 Y >

s —
‘JAcJAB‘:\/V2-‘r—W2:a ‘JBCJAC‘:|U—V‘:C
——
‘JBCJAB‘ =VuZ+w?=0b
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Eine Dualitat

© Hoahenlinien von ABC sind Streckensymmetralen von JagJacJsc.
@ Streckensymmetralen von ABC sind Héhenlinien von JagJacJsc.

c(O0lw

~— |

Abbildung: H entspricht U und vice versa

(GOTz & SUSS-STEPANCIK 2015, S. 314)
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Der rechnerische Nachweis
Streckensymmetrale 1 JacJgc:

o Mittelpunkt
1 _1
5 (Jac + Jsc) 2<w—”">

Ho6henlinie durch C: x =0

@ Normalvektor ( 0 )
v—u

Streckensymmetrale von BC: Hdhenlinie durch Jgc:

. v w . v—u w
(1) (5) 5 (%) (0)
2 2 2w
v vV — m
EZ 5 +yw = |y =45,

uvw-Sprache 21. April 2017 21 / 49
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Der an den Seiten gespiegelte Hohenschnittpunkt

liegt am Umbkreis eines Dreiecks

Abbildung: mit uvw-Sprache in GOTZ & HOFBAUER 2012, S. 326

Stefan Gétz (Universitdt Wien) uvw-Sprache 21. April 2017 22 / 49



...und wenn H schon auf dem Umkreis liegt?

Wann passiert das?

@ Umkreisgleichung:

2 2 2 4 2 2
u—+v w uv 2 uc+v w® + ucv
<X— > ) —l—( > = +

QH <0‘ — “7‘/’) einsetzen: . ..

u?v?
= w+—5 = 0
w
© Ldsungen:
u=0| oder |v=0| oder |uv=—w?
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Interpretation

Das Dreieck ABC ist jedenfalls rechtwinkelig!

y y
C (Olw)
=10
B . VA
A (0]0) > B (v]0) Aul0 B(0|0) = H
y
clOjw)=H

U = —w

Hoéhensatz

A (ul0) v B (v0)
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Folgerung: Ein Kreis , verschwindet” z. B. fiir u =0

(3/5) o ec (513)

o (31 3)

Abbildung: r? = # bzw. r — @
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Unterrichtspraktisches Resiimee

e nur Standardaufgaben der Vektorrechnung im R? verwendet:
Parameterform einer Geraden

Schnitt zweier Geraden

Inzidenzfragen

Kreisgleichung

— Haltung, diese Standardmethoden auch einzusetzen

o Interpretationen der Ergebnisse durch gegebenen Kontext
»Dreiecksgeometrie”— Sinnangebot versus Aufgabenplantagen:
Dokumentation von ,,Was habe ich gezeigt?*“

@ Anschauung unterstiitzt und priift auch Interpretationen
o Aufgaben mit konkreten Belegungen fiir u, v, w

@ Herkdmmliche Aufgaben in die uvw-Sprache ilibersetzen: vgl.
HERGET 2013, S. 465: ,, Die umgekehrte Aufgabe:
Koordinatensystem gesucht!”
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Apropos: Ubersetzung in die uvw-Sprache

Wie geht das?

y
C (0fw) 2 = v+l
> = P +w?
b a cC = Vv—u
X
A(u)0) ¢ B (v]0) <a2 _ B2 ) 1
u = _— — C . 5
Abbildung: Gesucht sind nun v, v und w ¢
bei gegebenen Seitenlangen a, b und ¢ <a2 — b? > 1
v = — +cCc)- 5
c

W — V2a2b242a2c24+2b%2c2—a%— bt —c*
- 2c
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Der Kosinussatz hilft weiter

y
¢ (Ofuw) 8> + b — 7|
= 1
V | cos | ah <
b a
— (¢92—|—b2—c2)2 < 42°p?
X
A(u)0) ¢ B (v]0)

Abbildung: ¢® = a® + b?> — 2abcos~y

—|a* 4+ b+ * < 23%b% 4+ 23%¢2 + 2b2C2

in jedem Dreieck!
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Erkenntnistheoretisches Resiimee

@ Erkenntnisgewinn durch Rechnen versus elementargeometrische
Beweise (+— Anschauung, Argumentationsbasis variiert)
o Regeln befolgen fiihrt zur Einsicht — Argumentationsbasis

wohldefiniert
o Operieren mit Zeichen = Denken (DORFLER 2015)

A PR A P
Ut 3 W W LS
o v 5 o - 4 vl
7
~ n -
-
o U y N SN
> Uv+ 7 o r UV s =5
z - F F T
2
Ly pt 1.8 ¥ 11w 49 ] VL [
weed = 1, T AV i S [ W
L " w Releiokidin, Rl
Tg ol T ¥ , ) gt T 2
v v
14 ‘,/\-/ ) [v'()] = 1‘

‘\, ‘ We 4 ky o
owt EVSNE, - o 7 7
7 - 1 ¢ ¢ 2 ’[ [WAVERS VY 'ﬂ\/(d/-\,)o

Abbildung: Rechnen mit der Hand

@ Grenzen der uvw-Sprache: z. B. Eindeutigkeit der JOHNSON-Kreise —

auch Mathematica scheitert!
21. April 2017 29 /' 49
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Methodenwechsel: angle chase (F. Hofbauer)

Abbildung: Zur Eindeutigkeit der JOHNSON-Kreise

Winkel bei S: a4+ ¢ +p+B8+p+e+v+e+y = 360°
(a+B8+7)+2(p++p) = 360°
ptit+p = 907 (%)

21. April 2017 30 / 49
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Dreieck BCJgc

JAB
Winkel bei Jgc = 180° — (B + p+ ¢) +180° — (v + ¢ + ¢)
Winkelsumme: 360° — (B4+~v+2¢p+ Y+ p)+ ¢+ ¢ =180°
(x) — 180° — (B+ v+ ¢ +90°) +20 =0

o = [B+v—-90°=90°—«
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Abbildung: (Um-)Kreis iiber Sehne BC
Peripheriewinkelsatz — Jg¢ liegt spiegelbildlich zu U!

— Spiegelung an BC
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Die Ausgangssituation (GOTz 2017)

<
m

(o]

G G

Abbildung: Drei gleichseitige Dreiecke als Aufsatzfiguren links

Abbildung: Eine Invariante rechts — die Lange der Ecktransversalen
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Die Koordinaten der Aufsatzspitzen

0/\23525( V)und

m

(0]w) w

@ Normalvektor

-(V)

von BC liefern

Sy

A(ul0) ¢ B(v[0)

Abbildung: Die Spitze E und ihre
Koordinaten

I 1
E:MBC+(W>"\/§‘\/V2+W2

und schlieBlich
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Analoge Rechnungen ergeben:

y v w
E( = =
(2+\/§2

(Olw) €

u —w
(57‘/32

woo gy E
2 ‘/52)'

b,

(u|0)A B(v[0)

7\/§vfu>

G

Abbildung: Die Spitzen E, F und G und ihre Koordinaten
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Eine Standardrechnung

@ Zuerst berechnen wir die Koordinaten von

ﬁ:<;+\/§- u)'

5 +V3
© Wenn wir nun die Lange des Richtungsvektors /ﬁ ausrechnen,
erhalten wir fiir ihr Quadrat

2 2
R (g ()
= CP+vi4+wl—uw+V3-w(v—u).

NS

© Analoge Rechnungen ergeben mit

5_2:<5—\/§‘ _V> und ﬁz(\/g%t_w)

INISESTS

-3
dasselbe Resultat!

Stefan Gétz (Universitdt Wien)
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Eine weitere Invariante

F
o

<

(u]0) A c B (v]0)

G

Abbildung: Die Winkel zwischen den Ecktransversalen sind gleich
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Noch eine Standardrechnung

Wegen

.5

|AE| - |BF|

(54330 (3—v VBN +(5+5v3) (3 -3
w2 +v2+ w2 — uv+3w(v — u)

1 +v2+w?—uw+V3w(v—u) 1

2'u2—|—v2—|—W2—uv+\/§W(v—u) 2
ist der Winkel zwischen AE und BF gleich 60°.
Dasselbe Resultat ergibt sich bei

AECE (5%VE- W) (33 (VY w)
|AE] - |CG] w2+ v2+ w2 — uv +V3w(v — u)

1 +vi4+w?—uw+V3w(v—u) 1
2 R+ v+ w?—uw+\Bw(v—u) 2
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Der Satz von NAPOLEON

Abbildung:
NAPOLEON
BONAPARTE (1769
- 1821)

0T

Abbildung: Die Umkreismittelpunkte der aufgesetzten
Dreiecke bilden ein gleichseitiges Dreieck
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Die Kiir: Der FERMAT-Punkt

’ . Abbildung:
PIERRE DE
: (Ofo)g FERMAT (1607
) - 1665)
b,
(ul0) A © B (v|0)
G

Abbildung: Die Ecktransversalen AE, BF und CG
inzidieren
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Ein Schnitt zweier Geraden

Wir schneiden die Ecktransversalen AE und CG und erhalten

w(v? — 1?) + V3 (1Pv + w? + uw? + vw?)

X, =
P 6vw — 6uw + 2v/3 - (12 + v2 + w2 — uv)
~ Buv(u—v)+V3w(v — u)? + w3(v — u)

P 6vw — 6uw 4+ 2v/3 - (12 + v2 4+ w2 —uv)
E(5+V3 45 +v3-5) F(s-v3 4 -v3-9)
A(ul0) uo v B(v0)
c(ojw) V3o /3 c(ojw)

G (2"~ v3-*3") G (%[ ~v3-3")

v RO

Also: BF N CG = {P}=AEN CG !
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P liegt auf dem Umkreis von ABCE

@ Radius des Umbkreises:

ad a V2 4+ w2 v2 4+ w2 2, 2

fr=——— = — = = und | r? = VW
4.25 /3 V3 3 3

2
@ verglichen mit dem Abstandsquadrat |Ua?’|

2
w(v? — u?)+V3(vPv + uwv? + uw? 4+ vw?) _3v+ V3w
6vw — 6uw + 2v/3(u2 + v2 + w2 — uv) 6

2

3uv(u—v)+V3w(v — u)? + w?(v —u) 3w ++3v

+ — ?!
6vw — 6uw + 2/3(u2 + v2 + w2 — wv) 6

© Mathematica schafft das: Fullsimplify!
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Wir schaffen das auch, aber anders!

(ul0) A ¢ B (v]0)

Z(CPB) = 120°
Z(BEC) = 60°

G

Abbildung: Viereck PBEC ist Sehnenviereck
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Allerdings: Fallunterscheidungen! Erstens . ..

y E
o (0fw)
~_C
b
X
(u[0) A c B (v]0)
G

Abbildung: P = C
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...und zweitens

(ul0) A c B (v|0)

Abbildung: Sehne BE unter 60° von P und von C aus
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