Kegelschnitte — eine (fast) unendliche Geschichte

HELLMUTH STACHEL (TU WIEN)

Seit mehr als 2300 Jahren werden die Kegelschnitte untersucht, ob nun anhand ihrer Brennpunktseigenschaften, als
ebene Schnitte von Kegelflachen, als perspektive Bilder von Kreisen oder als einfachste algebraische Kurven. Aus der
Vielzahl ihrer Eigenschaften werden im folgenden einige herausgegriffen, die aus verschiedenen Grinden aktuell sind
und auch den Mathematikunterricht bereichern konnen. Dabei soll die Visualisierung nicht zu kurz kommen: Die meisten
Satze Uber Kegelschnitte lassen sich bildlich darstellen — ein unverzichtbares Mittel, um Interesse an der Geometrie zu
wecken und zu fordern.

1. Historische Bemerkungen

Die Entdeckung der Kegelschnitte ging wahrscheinlich Hand in Hand mit der Beobachtuschdéen-

linien, also der von einem Punkt auf eine feste Ebene im Laufe eines Tages geworfenen Schatten. Schon
damals wurden die drei verschiedenen Typen der ebenen Schnitte von Drehkegeln unterschieden und de-
ren Standarddefinitionen erkannt (Abb. 1). Apollonius von Perga (ca. 260-190 v. Chr.) fuhrte die heute
noch tblichen Bezeichnungen ein. Den wohl elegantesten, aber erst rund 2000 Jahre spater gefundenen
Beweis fur die Brennpunktseigenschaften der ebenen Drehkegelschnitte verdanken wir dem belgischen
Mathematiker Germinal Pierre Dandelin (1794-1847).
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Abb. 1: Standarddefinitionen der Kegelschnitte (Querstriche bezeichnen Distanzen)

Trotz des deutlich verschiedenen Aussehens der drei Kegelschnittsarten zeigte bereits Apollonius in Buch
Il seiner insgesamt 7 Biicher Uiber die Kegelschnitte, dass alle Typen einheitlich definierbar sind (Abb. 2)
und sich nur anhand ihrer Exzentrizitat unterscheiden. Degsaionischen Definitiomwird das folgende

Kapitel 2 gewidmet.

Die fundamentale Rolle der Kegelschnitte als Planetenbahnen wurde von Johannes Kepler (1571-1630)
erkannt und in den zu Beginn des 17. Jahrhunderts entstaneptrschen Gesetzelokumentiert. Der

rund 50 Jahre spater gefiihrte Nachweis Sir Isaac Newtons (1643—-1727), dass die Keplerschen Gesetze
aus dem allgemeinen Gravitationsgesetz herleitbar sind, ist wohl einer der bedeutendsten Schritte in der
Entwicklung der modernen Naturwissenschaften. Im Kapitel 3 wird daran erinnnert, wie dieser Beweis
rein synthetisch, also ohne Methoden der Differentialrechnung gefuhrt werden konnte. Eine ahnliche
Absicht verfolgte der Nobelpreistrager Richard P. Feynman 1964 in seiner berihmten Vorlesung am
California Institute of Technology (siehe Goodstein & Goodstein (1987)).

Der Autor dankt den Kollegen Georg Glaeser und Boris Odehnal von der Universitat fur Angewandte Kunst fur die fruchtbare
Zusammenarbeit und die Uberlassung so mancher Abbildung.
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Einen entscheidenden Schritt vorwarts in der Theorie der IKelgeitte brachte die Entdeckung der Pro-
jektiven Geometrie im 17. und 18. Jahrhundert. Die projektive Ebene stellte sich als die wirkliche Heimat
der Kegelschnitte und der damit verkniipften Polaritaten heraus.

Nach der Algebraisierung der Projektiven Geometrie sind die Quadriken nichts anderes als eine Veran-
schaulichung symmetrischer Matrizen, doch wollen wir nicht diesem abstrakten Standpunkt huldigen.
Geometrie ist immer noch etwas ‘zum Anschauen’. Nach Felix Klein (1849-1925) hat unter den Ma-
thematikern der Geometer ‘den Vorteil zu sehen, was er erforscht’, und zweifellos ist dies fur Lernende
ungemein wichtig.

Kegelschnitte sind weitgehend aus dem Unterricht verschwunden. Das ist bedauerlich, denn wir kdnnen
heute mit Hilfe von Geometriesoftware oder CA-Systemen diese Kurven mit beliebiger Genauigkeit her-
stellen und damit die verschiedensten Eigenschaften graphisch verfolgen oder konstruktiv analysieren.
Der ‘Schrecken’ des Kurvenzeichnens ist damit weggefallen. Aber das Bild allein macht noch nicht die
Geometrie aus, sondern erst die Verknipfung des Bildes mit logischen Schlussweisen, so dass das Bild
letztlich nur als Inspiration fungiert sowie als Kontrolle fiir unseiigerlegungen. Nur dank der Kennt-

nis von Kegelschnittseigenschaften konnen wir beispielsweise verstehen, warum ‘Satellitenschiisseln’
parabolische Meridiane haben oder wie ein Nierensteinzertrummerer funktioniert.

Wegen eines gebotenen Platzlimits kbnnen die in der Folge angesprochenen Themen nicht erschopfend
behandelt werden. Interessierte Leser werden daher auf das demnachst erscheinende Buch Glaeser-
Odehnal-Stachel (2015) verwiesen.

2. Die apollonische Kegelschnittsdefinition

Abb. 2: Apollonische KegelschnittsdefinitiorXF = & - X1

Definition 1 (Apollonische Kegelschnittsdefinition) In einer Ebenatseien ein Punkt F und eine Ge-
rade | bei F¢ | gegeben sowie eine positive reelle ZahDann heif3t die Punktmenge

k={X|Xemund XF=¢-XI}

Kegelschnitt F ist ein Brennpunktund | die zugeirige Leitgeradedes Kegelschnitts k. Der Abstand
p:=¢-Fl heiRtParametevon k; die Konstante ist dienumerische Exzentrizitat

Bei € =1 heil3t kParabelbei 0 < € <1 Ellipseund beie > 1 Hyperbel

Definitionsgemal? ist die Normaszawus dem Brennpunliit an die Leitgeradéeine Symmetrieachse von
k. Sie hat mitk einen zwischerr und| gelegenen Punkt gemein, d8cheitel ADessen Konstruktion
ist Abb. 2 zu entnehmen.

Die numerische Exzentrizitatlegt die Gestalt des Kegelschnittes bis Athlichkeiten fest. Der Para-
meterp fixiert dessen GroRe. Wegen= ¢ - FI ist p der Abstand derjenigen Punkte véndie auf der
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Abb. 3: Kegelschnitte mit gemeinsamem Brennpunkind gemeinsamer Leitgeratie

Parallelen zu durch den Brennpunk& liegen. Dariliber hinaus lasst sich zeigen, dass der Parameter fur
alle Kegelschnittstypen einheitlich den Krimmungsradius im Sch&iagelgibt.

Lediglich die Kreise werden bei der apollonischen Eigenschaft nicht erfasst, denn flr sie wére

und die Leitgerade lage im Unendlichen. Im Ubrigen gibt es eine Art ‘Dandelin-Beweis’, mit welchem
gemeinsam fur alle drei Kegelschnittstypen gezeigt wird, dass die Schnittkurven der Drehkegel mit Ebe-
nen, die nicht durch die Kegelspitze gehen und auch nicht zur Drehachse normal sind, die apollonische
Definition erfillen.

Ausgehend von der apollonischen Kegelschnittsdefinition konnen wir nun zeigen, dass Ellipsen und
Hyperbeln nebes noch eine weitere Symmetrieachse besitzen.

Beweis:Wir verwenden ein kartesisches Koordinatensystemsrais x-Achse und alsy-Achse (siehe
Abb. 4). Dann ist die BedingungF = ¢ - PI fiir P = (x,y) aquivalent zu

Purkte eines Kegelschnitts erfullen demnach stets eine quadratische Gleichung. Zu vorgegelodgtem
dasx als Wurzel der beg # 1 quadratischen Gleichung

(1)

Abh 4: Kegelschnitte mit £ 1 haben eine zweite Symmetrieactsseund daher auch einen zweiten
Brennpunkit;
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Aus den Koeffizienten dieser Gleichung (1) erkennen wir naclayeass das arithmetische Mittel der
beiden Wurzeln vory unabhangig, also konstant ist. Somit gibt es eine zweite Symmetrieachse, die
Nebenachse,s/on k mit der Gleichung

S X=Xy = I
€

(1-¢2)’ (2)

und somit auch ein Symmetriezentrum, ddittelpunkt M= (xy,0).

Durch die Spiegelung as erhalten wir einen zweiten Brennpunik und eine zweite Leitgerade;
dieselbe Ellipse oder Hyperbklasst sich auch durch die BedinguKdr = € - XI> charakterisieren. O

Die Abstande der Brennpunkte und Leitgeraden vom Mittelptvhlduten

®3)

MI = |xv| und e::W:‘xM—— =

Die Langee heil3tlineare Exzentrizét vonk.

Fir die PunkteP der Ellipse oder Hyperbed gilt also gleichzeitigPF = ¢ - Pl undPF, = € Ply. Ellip-
senpunkte liegen stets zwischen den beiden Leitgeraden, woraus die Standarddefinition der Ellipen

PF + PR, =€(PI+Pl,) = ¢ 11, = 2exy = konst

folgt. FUr Hyperbelpunkte, die stets aul3erhalb des von den zwei Leitgdraddly, begrenzten Parallel-
streifens liegen, folgt analo@PF — PF,| = |2exy | = konst

Die apollonische Definition des Kegelschniktsn Definition 1 fuhrt unmittelbar zu dessen Polarglei-
chungr = f(¢) mit 0 < ¢ < 2t Dabei muss allerdings beachtet werden, dass bei der Uiblichen Dar-
stellung dieser Gleichung im Fall einer Hyperbel der Radilmi einem Ast negativ wird. Deshalb
formulieren wir die Polargleichung auf die folgende Art.

Satz 1 (Polargleichung der Kegelschnitte)

P=(rcosp,rsing) ck <— r= P

1+ecosp’

Beweis:Wir verwenden das in Abb. 5 (linkes Bild) dargestellte Koordinatensystem mit dem Brennpunkt
F als Koordinatenursprung. DieAchse und somit die Nullrichtung fur den Polarwinlieleist vom
Brennpunkt~ zum ScheiteA. Offensichtlich gilt

P_
€
<= XF=¢XImit F=(0,0) und|: x=

sofern 1+ ecosp # 0.

r+ercosp =p < r:a( rcosd)) = \r\:s‘gp—rcosq)‘

P
.
Derobige Folgepfeil ist auch umkehrbar, denn bei
_ _¢(P_ B
r= s(a rcosq)), asor = 1 sco%p’
ersetzen wirr durch—r und gleichzeitigh durch¢ + 11, also cog durch— cosd. Dabei bleibt die Punkt-

mengek unverandert. Aber jetzt erfullt sie wiederum die Ausgangsgleichunrgr cosd = p. Damit
kennzeichnet die oben angegebene Polargleichung die in Definition 1 festgelegte Punkmengea

Wir beenden diesen Abschnitt mit einer fur alle Kegelschnitte einheitliche Tangentenkonsttuktion.

' Man konnte in Zeiten, wo mit Hilfe von geeigneten Zeichenprogrammen Kegelschnitte fast beliebig genau darstellbar sind,
die graphische Konstruktion von Tangenten fir Gberflissig halten. Warum nicht Tangenten zeichnen, indem man so wie bei
Kreisen ein Lineal beriihrend an die Kurve anlegt? Zweifellos wiirden wir dann aber nicht begreifen, warum gerade die Kegel-
schnitte so wichtig sind.
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Abb. 5: Das Koordinatensystem fur die Polargleichung (links)l Konstruktion des Geschwindigkeits-
vektorsvp von k im KurvenpunktP

Satz 2 (Tangentenkonstruktion der Kegelschnitte)

k sei ein Kegelschnitt mit Brennpunkt F und zuiygder Leitgerade I. Ist P ein vom Scheitel A verschie-
dener Punkt von k, so geht die TangeptetP an k durch den Schnittpunkt T der Leitgeraden | mit der
durch F gelegten Normalen zur Geraden PF (siehe Abb. 5).

Beweis: Kennen wir von einer ebenen Kurve eine Parameterdarsteping= (x/t), y(t)),t € I, und

ist diese differenzierbar, so heif3t die Ableitung naciiso der Vektop(t) = (x(t), y(t)), Geschwindig-
keitsvektorv(t) odervp im KurvenpunktP mit dem Ortsvektop(t). (Der Buchstabev' kommt vom
englischertvelocity’.) Der Vektorv(t) hat bei|lv(t)|| # O die Richtung der Tangente. Seine Lange gibt

die augenblickliche Geschwindigkeit an, sofern maals die Zeit interpretiert. So wie man Strafl3en

mit verschiedenen Geschwindigkeiten durchfahren kann, ergeben andere Parametrisierungen derselben
Kurve andere Geschwindigkeiten, aber immer dieselbe Tangente.

Wir kdnnen den Geschwindigkeitsvekteft) graphisch durch einen Pfeil entlang der Kurventangente
darstellen mit dem Kurvenpunkt als Anfangspunkt. Dabei kann man einen Mal3stabsfakiorvahlen,
der die Umrechnung der Bahngeschwindigkeit in eine Lange ermdoglicht.

Liegt eine Polargleichung(¢) der Kurve vor und ist der Polarwinkél als Funktion der Zeit gegeben,
so ist auclr =r (¢(t)) eine Funktion vort, und der Geschwindigkeitsvektor ist darzustellen als

v(t) = (X(t),¥(t)) = (X(t), 0) + (0, (1)) = F (cosp, sind) +r ¢ (—sing, cosp). (4)
Vy Vy Vr Vi

Der Vektorv, hat die Richtung des Ortsvektaps der Vektorv, ist normal dazu. Die Ableitung des
Polarwinkels nach der Zeit ist di#finkelgeschwindigkedes Polstrahls.

Im Fall eines Kegelschnittes mit der Polargleichung aus Satz 1 sind gemal3 der apollonischen Defini-
tion der Radius und der Abstand des Kurvenpunktes von der Leitgeraden zueinander proportional.
Daher gilt dies auch fur die Ableitungerit) und X(t) fur jedest € I. Wir kdbnnen den MaRstabsfaktor

o derart festsetzen, dass der die Radialkomponentarstellende Pfeil seine Spitze im Brennpunkt

F hat. Dann hatvy seine Spitze auf der Leitgeraden. Die graphische Darstellung der Vektorsumme
V(t) = vx+Vvy =V, 4V, istin Abb. 5 (rechts) gezeigt und ergibt wegen(t) = PT unmittelbar die

obige Behauptung. O

Nun wird die Tangentenkonstruktion aus Satz 2 auf eine Ellipse angewendet, und zwar auf beide Brenn-
punkteF; und R, gleichzeitig (siehe Abb. 6, links). Wir bezeichnen den Neigungswinkel der Tangente
tp mit a und deren Schnittpunkt mit der Leitgerademnit T; fir i = 1,2. Dann erkennen wir, dass der
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Abb. 6: Die Tangent& in P andie Ellipsek halbiert den Auf3enwinkel im Dreiedk PF

Winkel ¢ = ZF;PT; kongruent ist zum WinkeX' F,PT,, denn nach der apollonischen Definition gilt

cosq):zz_‘il:scosa:_sizz.

PT.  Ply/cosa Pl,/cosa  PTp

Wir konnen diese Winkelgleichheit aber auch beweisen, indem wir wie in Abb. 5 (rechts) den Geschwin-
digkeitsvektorvp zweifach aus einer radialen Komponente und einer dazu normalen Komponente
zusammensetzen (Abb. 6, rechts). Als Folge der Standarddefinition der Ellipse muss die Geschwindig-
keit, mit welcher die DistanPF, zunimmt, gleich sein jener, mit welcher die DistaRE abnimmt.

Damit liegen die zwei Zerlegungen symmetrisch beziglich der Kurventanggnieoraus erneut die
behauptete Winkelgleichheit folgt.

Mittels einer analogen Begriindung kann man beweisen, dass bei einer Hyperbel die Tgndente
Innenwinkel im Dreieck= PF, halbiert.

Abb. 7: Die“G artnerkonstruktion”einer Ellipse und ihre Verallgemeinerung durch Graves

Auf ahnliche Art lasst sich die von Charles Graves (1812-1899), Bischof von Limerick, stammen-
de Fadenkonstruktion beweisen, mit welcher die “Gartnerkonstruktion” verallgemeinert wird (Abb. 7):
Schlingt man um eine Ellipse) einen Faden und spannt diesen in einem P@lgo bleibtQ auf einer
Ellipse e beweglich, welche migy die Brennpunkte gemein hat.

Zum Beweis stellen wir uns vor, dass der Faden nichtegulutschen kann. Dann setzt sich der Ge-
schwindigkeitsvektovg von Q hinsichtlich des links bzw. rechts angrenzenden Fadenteils zusammen
aus einer tangentialen Komponente— entsprechend der Bewegung vQrgegeniiber dem Faden —
sowie einer dazu normalen Komponenmtgfur i = 1 bzw. 2. Wegen der Konstanz der Fadenlange sind

Vi1 undvyz gleich lang, aber einer Langenzunahme auf der linken Seite entspricht eine Abnahme auf der
rechten. Wieder zeigt sich die Symmetrie der beiden Zerlegungen beziglich der vom Geschwindigkeits-
vektorvg aufgespannten Tangeritg
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Nun muss man wissen, dass die Tangenternaas de Ellipsegy dieselben Winkelsymmetralen haben
wie die Verbindungsgeraden v@mit den Brennpunktef; undF, von ey. Somit zeigt die Umkehr der
Argumentation von Abb. 6, rechts, dass die Summe der DistaQEemnind QF, konstant bleiben muss.

3. Kegelschnitte als Planetenbahnen

Durch einmaliges Differenzieren der Parameterdarsteljpfigy t € |, einer differenzierbaren ebenen
Kurve kdnnen wir an jeder Stelle den Geschwindigkeitsvekioy = p(t) berechnen. Dessen Lange
entspricht der augenblicklichen Bahngeschwindigiif, und beiv # 0 kdnnen wir mit Hilfe desran-
genteneinheitsvektotsauch schreiberp = vt mit |t|| = 1. Im folgenden werden wi(t) als Ortsvek-
tor einer weiteren Kurve ansehen. Diese héidtographoder auchGeschwindigkeitsdiagramigvgl.
Abb. 10).

Die zweite Ableitunga(t) := p(t) heiltBeschleunigungsvektofDer Buchstabed kommt vom engli-
schentacceleration’) Wir kdnnen den Vektoa(t) fir jedest € | als Summe zweier Vektoren darstellen,
des Vektors' der Tangentialbeschleunigurig Richtung der Kurventangente und des dazu orthogonalen
Normalbeschleunigungsvekta®, also

(5)

Abb. 8: Links: Geschwindigkeitsvektor und Beschleunigungtwe einer Kurve. Rechts: Die Erde
durchlauft ihre Bahn um die Sonrig mit einer konstanten Flachengeschwindigkeit; die einge-
zeichneten Teilungsstriche begrenzen Bahnsektoren, welche in jeweils 48 Stunden Uberstrichen
werden und alle denselben Flacheninhalt aufweisen.

Es macht Sinn, die Beschleunigungsvektoren graphisch als Pfeile mit dem KurveRmiskEndpunkt
darzustellen (siehe Abb. 8, linkes Bild). Dies soll daran erinnern, dass die Beschleunigungsvektoren pro-
portional sind zu jener Kraft, welche auf den Kurvenpunkt ausgeiibt werden muss, damit dieser die ge-
gebene Kurve beschreibt. Die Normalkomponeafitest fiir die Abweichung von der geradlinigen Bahn
verantwortlich, die Tangentialkomponente fir die Geschwindigkeitsanderung. Wenn wir uns erneut die
Kurve als StralRe vorstellen, die wir gerade durchfahren, so spiren wir die Tragheitskrafte, die den beiden
Beschleunigungskomponenten jeweils entgegengesetzt sind. Dig' zaroportionale Kraft driickt uns

in die Riickenlehne, wenn die Geschwindigkeit zunimmt. Die deaii proportionale Zentrifugalkraft

druckt uns beim Durchfahren einer Kurve nach aul3en.

Wegena(t) = v(t) kdnnen wir Beschleunigungsvektoren auch als Tangentenvektoren des Hodographen
interpretieren. Wegen der Normierung viost t(t) eine Parametrisierung des Einheitskreises mit der Po-
largleichungr = 1 und einem zeitabhangigen Polarwinkeét). Also ist die Ableitung in (5) tatsachlich

zu t orthogonal, was wohl auch durch Differenzieren des konstanten Skalarproduktesl gezeigt
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werden kann. Bezeichnei = ¢ die Winkelgeschwindigkeit vom undv wahrend des Durchlaufens der
Kurve, so hat die Langew (Abb. 8, links). Wir setzeri = wt*, wobeit: durch positive Vierteldre-

hung aud hervorgeht. Wird ein Kreis mit Radiys mit der Winkelgeschwindigkeito durchfahren, so
betragt die Bahngeschwindigkeit= pw. Deshalb nennen wir fur beliebige Bahnkurver= v/w den
augenblicklichen Krimmungsradius der Kurve. Man kann zeigen, dass dieser Ubereinstimmt mit dem
Radius desjenigen Kreises, welcher die Kurve im augenblicklichen Bahnpunkt bestmdglich beriiht, des
Krimmungskreisg@\bb. 8, links). Damit folgt als Vektor der Normalbeschleunigung

2
: %
a'=vt =vwtt = Eti. (6)

Die Normalbeschleunigung wachst mit dem Quadrat der Geschwindigkeit und ist umgekehrt proportio-
nal zum Krimmungsradius.

Verwenden wir den Mal3stabsfaktorbei der Darstellung der Geschwindigkeitsvektoren, so empfiehlt
sich der Faktoo? fur die Umrechnung zwischen Beschleunigungsvektoren und den darstellenden Pfei-
len. Dann zeigt namlich das schattierte rechtwinkelige Dreieck in Abb. 8 (links) die gegenseitige Abhangig-
keit zwischenov, a%a und dem augenblicklicheKriimmungsmittelpunkt*Palso der Mitte des Kriim-
mungskreises.

Nun zum eigentlichen Thema dieses Abschnittes: Weshalb treten die Kegelschnitte als Planetenbahnen
auf?

Johannes Kepler (1571-1630) fand bei der Auswertung der Beobachtungsergebnisse Tycho de Brahes
(1546-1601) seine drei bekannten Gesetze. Isaac Newton ging deren Ursachen nach. Das fuhrte ihn 1686
zum Gravitationsgesetz: Zwischen je zwei Massenpunkten P und Q mit den Massdizw m wirkt

eine gegenseitige Anziehungskiafter Grolze

mnp

— m3
= mitr =PiP, und I = 6,6726010 11— . o= ——2

kg™ P Q

I" ist die NewtonschéGravitationskonstanteDas Newtonsche Gravitationsgesetz stellt zudem fur je
zwei Massen mit kugelsymmetrischer Dichteverteilung die auf die Massenmitten wirkende Kraft dar
und regelt so nicht nur die Fallgeschwindigkeit auf der Erde, sondern auch die Bahnen der Satelliten
oder des Mondes um die Erde sowie jene der Planeten um die Sonne.

IFll =T

Zudem gilt nach deGrundgleichung der Mechanikir den Beschleunigungsvektap der Massenmitte
P einer Massenverteilung mit konstanter Gesamtmasder Schwerpunktsatz:
Fur die Bahn von P ist der Vektor & stets gleich der Summe aller einwirkenderake.

Wir konzentrieren uns nun auf das sogenaraiekorperproblem d.h. wir nehmen an, dass auf den
MassenpunkP einzig die Anziehungskraft durc® wirkt. Zudem stellen wir uns die iQ zentrierte
Massem, sehr grof3 vor im Vergleich zur Masgg von P, so das€Q als ruhender Koordinatenursprung
angenommen werden d&rDann gilt fir den Ortsvektop(t) des Punkte® die Gleichung

m .
pz—Pép mit r=|lp|. (7)

Wie konnte Newton ohne die heute gangigen Methoden zum Losen von Differentialgleichungen aus
seinem Gravitationsgesetz die nachstehenden Eigenschaften bestatigen?

Satz 3 (Erstes und zweites Keplersches Gesetz:)

1. Wird die Bewegung eines Massenpunktes P allein durch die Anziehungskraft edmesc@n Masse

mit Zentrum Q verursacht, so ist die Bahn von P entweder ein Kegelschnitt mit P als einem Brennpunkt
oder geradlinig entlang der Verbindungsgeraden PQ.

2. In Zeitabschnitten gleich Dauéiberstreicht die Strecke PQ Sektoren gleicheickeninhalts, d.h. P
bewegt sich um Q mit konstanterdehengeschwindigkeit.

2 Tatsachlich ruht der gemeinsame Schwerpunkt der beiden Massen.
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Wir prasentieren im folgenden historische ‘geometrischev@se (siehe auch Goodstein & Goodstein
(1987)). Dabei gehen wir in zwei Schritten vor, was zugleich einen tieferen Einblick in die Ursachen der
Keplerschen Gesetze bietet:

Hilfssatz 4 Wird die Bewegung des Massenpunktes P um den als ruhend angenommenen Massenpunkt
Q von einer einzigen Kraft verursacht, so gilt:

Die Kraft F wirkt dann und nur dann entlang der Verbindungsgeraden PQ, wenn die Bahn von P in einer
Ebene durch Q liegt und sich P mit konstanteaéiengeschwindigkeit um Q bewegt.

Abb. 9: Links: Newtons Beweis fir die Konstanz der Flachenlgwindigkeit. Rechts: Verschiede-
ne Losungen des Einkorperproblems mit gleichem Anfangsppf®}, aber verschiedenen
Anfangs-Geschwindigkeitsvektorgn(0).

Beweis:Der folgende ‘differenzengeometrische’ Beweis geht auf Newton zuriick:

Seienty,t1,...,t, die Teilungspunkte einer gleichformigen Unterteilung des gegebenen Zeitintervalls,
d.h.t —ti_3 = hundh = 1. Dann nahern die Vektorew :=p(t;) — p(ti_1) die Geschwindigkeitsvekto-

ren vonP an und g := vi;1 — V; die Beschleunigungsvektoren in den PositioRes p(t;), i = 1,2,...

(siehe Abb. 9, links).

Nun sind die Dreieck®PyP, QP.H und QP,P, flachengleich, da sie die Sei@P; und die zugehorige

Hohe gemein haben. Ware dagegen der Vestaricht parallel zuQP;, so waren die Inhalte der Dreie-

cke QP.H und QP,P, verschieden. Dasselbe gilt flr die anderen Bahnsegmente.

Wenn die Ortsvektoren zwischen aufeinanderfolgenden Positionen Dreiecke gleichen Flacheninhalts be-
stimmen, so bedeutet dies nach Verfeinerung der Zeitintervalle im Grenzfall eine konstante Flachenge-
schwindigkeit. O

Ubrigens wird die doppelte Flachengeschwindigkeit als Betrag des Vektorproduktes< p(t)|| defi-
niert. Nach (4) ist|p x p|| = r?|¢|.

Hilfssatz 5 Angenommen, die in Hilfssatz 4 genannte KFrafivirkt stets entlang der Verbindungsge-
raden PQ. Dann sind bei nichtverschwindende&dfiengeschwindigkeit die folgenden drei Aussagen
aquivalent:

1. Die AnziehungskraftF|| ist proportional zum Kehrwert der quadrierten DistanzPQ.

2. Der Hodograph der Bahn von P ist ein Kreisbogen.

3. Die Bahn von P ist ein Kegelschnitt mit Q als einem Brennpunkt.

Beweis:Wir prasentieren den von William R. Hamilton (1805-1865) im Jahr 1847 publizierten Beweis,
in dem (moglicherweise erstmals) ein Hodograph verwendet wird:

Zu“l1 < 2": Die doppelte Flachengeschwindigkeit einer Kurve mit der Polarabsi@ndnd Polarwin-
kel ¢ (t) lautetC :=r$, und diese ist nach Hilfssatz 5 konstant. Wir setzen die langs der GePaglen
wirkende Kraft an al$=(r) := ||p||. Dabei istp der Tangentenvektor des Hodographen @irgleich der
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Abb. 10: Durchlaufung einer Ellipsk mit konstanter Flachengeschwindigkeit; der zugehorige Hodo-
graphk’ ist ein Kreis.

Winkelgeschwindigkeito. Daher lautet der Krimmungsradips des Hodographen nach (6)
_ M _ Bl _F) _r2F()

R ®)

Somit ist p, genau dann konstant, wenn auéfr (r) konstant ist, also die Anziehungskraft umgekehrt
proportional ist zu2.

Abb. 11: Ein kreisformiger Hodograpki kennzeichnet die Bahkals Kegelschnitt

Zu “2 < 3". Bei einem Kreisbogen als Hodograph lautet die zum Ortsvgktond zum Beschleu-
nigungsvektorp orthogonale Komponente vgn(siehe Abb. 11)pp+dcosp =r¢ = C/r. Damit gilt
r =C/(pn+dcosd), und dies ist aquivalent zur Polargleichung eines Kegelschnitts gemaf Satz 1.
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