Lernpfade als Wegweiser zur Ausbildung von Begrindungskompe-
tenz im Mathematikunterricht
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In diesem Beitrag wird kompetenzorientierter Mathematikunterricht entlang des von den Bildungsstandards M8
bekannten Handlungsbereichs ,,Argumentieren, Begriinden* konzipiert. Dazu werden spezifische unterschiedli-
che Kompetenzstufen identifiziert, die jeweils mathematische Handlungen von Schilerinnen und Schilern im
Blickpunkt haben. Die dabei intendierte Eigentétigkeit von Schilerinnen und Schiilern soll nachhaltige Erkennt-
nisprozesse bei ihnen in Gang setzen bzw. sichern. Mithilfe von Lernpfaden kann dieser Ansatz fir den Unter-
richt zugénglich gemacht werden.

Eine ausflhrliche Ausarbeitung dieses Themas erscheint in ,,Medienvielfalt im Mathematikunterricht. Lern-
pfade als Weg zum Ziel*, herausgegeben von Jirgen Roth, Evelyn Siiss-Stepancik und Heike Wiesner, Springer
Spektrum Wiesbaden 2015.

1. Lernpfade

1.1 Was ist ein Lernpfad?

Wir verstehen im Folgenden unter einem Lernpfad eine internetbasierte Lernumgebung, die Informa-
tionen (Formeln, Merksétze, ...) und interaktive Materialien (Aufgaben, Applets, ...) bereitstellt.
Meist ist eine Sequenz mehr oder weniger aufeinander abgestimmter Arbeitsauftrage zu einem be-
stimmten Teilaspekt des zugrunde liegenden Themas (z. B. Lehrsatz des Pythagoras) von den Schiile-
rinnen und Schiilern in Eigentatigkeit zu erledigen. Dabei werden sie angeregt zu erkunden, formulie-
ren, begriinden, Gben, wiederholen und vertiefen (vgl. Roth & Wiesner 2014).

Manche Lernpfade eignen sich auch zur Differenzierung im Unterricht. Das primére Thema bildet den
roten Faden des Lernpfades. Daneben werden vertiefende oder erweiternde Aspekte des in Rede
stehenden Themenfeldes angeboten, die je nach Interesse und Einstellung von einzelnen Schillerinnen
und Schillern zusatzlich bearbeitet werden kénnen.

1.2 ... und wie wird mit ihm gearbeitet?

Die intendierte Selbsttatigkeit der Schulerinnen und Schuler weist den Lernenden also eine aktive
Rolle im Unterrichtsgeschehen zu. Diese interpretieren wir handlungsorientiert und werden sie im
Folgenden anhand des Begriindens exemplarisch beschreiben. Selbsttétigkeit ist in unserer Sicht auch
immer mit Eigenverantwortung verbunden. Das heif3t, Schilerinnen und Schiler miissen zum Beispiel
ein der jeweiligen Situation angemessenes Zeitmanagement entwickeln und dann auch realisieren.

Fur die Lehrenden bleibt die passive Rolle der die Schiilerinnen und Schiiler bei der Arbeit mit dem
Lernpfad Unterstlitzenden. Es stellt sich als wichtig heraus, die Lernenden beim Durchschreiten des
Lernpfades immer wieder neu zu orientieren, da Lernpfade oft eine breite Palette an moglichen Erwei-
terungen und Vertiefungen eines bestimmten Themas zur Verfiigung stellen. Die Gefahr des Verzet-
telns ist durch die verzweigte Struktur eines Lernpfads gegeben. AulRerdem obliegt das Anstiften zum
Einordnen des neu Gelernten und zum Ankniipfen an alt Bekanntes im Allgemeinen den Lehrenden
(vgl. Integrationsprinzip bei Wittmann 2009, S. 77 f.).
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1.3 Konsequenzen fir die Lernumgebung

Die im vorigen Abschnitt beschriebene Rollenaufteilung zwischen Lehrenden und Lernenden macht
abrufbare Hilfen und Ergebniskontrollen in einem Lernpfad notwendig. Um die gewiinschte Eigenta-
tigkeit der Schulerinnen und Schiler zu initiieren, sind gezielte Aufforderungen zum Experimentieren,
Formulieren, Argumentieren, Reflektieren sehr wesentliche Elemente eines Lernpfades. Des Weiteren
ist eine Dokumentation der Ergebnisse und VVorgangsweisen unabdingbar, um den (fehlenden) Lerner-
folg der Schiilerinnen bzw. Schiiler nachzuweisen. Daher muss ein Lernpfad entsprechende Anregun-
gen vorsehen.

2. Kompetenzen

2.1 Zum Kompetenzbegriff

Unter Kompetenzen werden hier langerfristig verflgbare kognitive Fahigkeiten verstanden, die von
Lernenden entwickelt werden kdnnen und sie beféhigen, bestimmte Téatigkeiten in variablen Situationen
auszuliben, sowie die Bereitschaft, diese Fahigkeiten und Fertigkeiten einzusetzen.” (IDM Klagenfurt
2007, S.9)

Dieses Zitat stammt aus dem Standardskonzept M8, dort finden wir ein dreidimensionales Kompe-
tenzmodell. Neben Inhalts- und Handlungsdimension wird dort die Komplexitat einer Aufgabe be-
ricksichtigt (drei Stufen, vgl. IDM Klagenfurt 2007, S. 14). Das hat uns auf die Idee gebracht, fir die
ebendort genannten Handlungsbereiche ebenfalls unterschiedliche Anspriiche an Schilerinnen- und
Schulertatigkeiten zu formulieren. Im Folgenden wird speziell fir das Begriunden eine solche Stufung
vorgestellt, dabei haben wir uns auf Blrger (1979) gestitzt.

2.2 Kompetenzstufen fur das Begriinden

Ein Stufenmodell zum Kompetenzaufbau beim Begriinden kénnte so aussehen (Gotz & Siiss-
Stepancik im Druck):

Stufe 1: Bereitschaft sich auf mathematische Aufgabenstellungen einzulassen, die eine (einfache)
Begriindung einfordern.

Stufe 2: Vorgegebene Begrindungen verstehen, nachvollziehen und erklaren kénnen. Ein wesentlicher
Aspekt besteht im Erkennen der Argumentationsbasis.

Stufe 3: (Mathematische) Begrindungen in Kommunikationssituationen (z. B. Warum ist ein L6-
sungsweg/eine Konstruktion/ ... korrekt/richtig/zielfiihrend/ ...?) darlegen und argumentieren konnen.

Stufe 4: Eigenstandiges Finden einer Begriindung zu einer (mathematischen) Aussage/Vermutung
und/oder Argumentation derselben, inklusive Wahl der Argumentationsbasis.

Im Lernpfad ,,Einfiihrung in die Integralrechnung™ (Hohenwarter et al. 2005) treffen wir drei der vier
Begriindungsstufen an: z. B. Stufe 1 in Abbildung 1a. Durch Manipulieren dieses Applets wird ein
Zusammenhang zwischen Verfeinerung der Zerlegung des Intervalls und den Werten von Ober- bzw.
Untersumme offenbar. (Diese sollen im ersten Arbeitsschritt von den Schilerinnen und Schilern
beschrieben werden.) Das Erklaren dieses Phanomens erfordert ein Einlassen auf die vom Applet
gezeigte Situation und verlangt letztlich ein Plausibelmachen und darauf aufbauend eine Begriindung.

In Abbildung 1b sehen wir einen erklarenden Text neben der Darstellung der mathematischen Situati-
on und damit ist Stufe 2 angesprochen.
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Obersumme = 2,97 i 1. Ziehe die Intervallgrenzen a und b mit der Maus.

Untersumme = 2.45 Uberlege dir eine Beschreibung der Rechtecke
(z.B. Héhe, Breite, Fl&cheninhalt)

(a) der Untersumme,

(b) der Obersumme.

Differenz = 0.52

2. Verdndere nun die Anzahl n der Rechtecke durch
Ziehen des Schiebereglers mit der Maus.
Wie beeinflusst dies die Differenz
von Obersumme und Untersumme?

3. Gilt deine Vermutung von (2) auch fur andere
Intervalle [a, b]? Uberpriife dies durch Verdndern
der Intervallgrenzen und der Anzahl der
Rechtecke.

a=-05 ) b=1.21

L ]

Abb. 1a: Interaktives Lernobjekt zu Unter- und Obersumme

Alx+Ax)

Dieses kleine Flachenstiick AA ist zwar kein Rechteck, aber
es gibt einen Satz, der besagt, dass es eine Stelle zim

Afx) Intervall [x, x + Ax] geben muss, sodass f(z) . Ax gleich dem
Flacheninhalt AA ist.

_ f(z) . Ax entspricht dem Flacheninhalt des griinen
f2) Rechtecks.

z
/ X * X+ Ax
Al = fa f(t)dt

Abb. 1b: Interaktives Lernobjekt zum Hauptsatz 1

Abbildung 1c ist im Lernpfad die Aufforderung ,, [...] und versuche, die dargestellten Beweisschritte
in Worten zu erldutern.© (Hohenwarter et al. 2005) beigestellt, sie zielt damit auf Stufe 3 des Begrin-
dens ab. Denkbar waére, dass die verschiedenen Beweisschritte des Hauptsatzes von unterschiedlichen
Schilerinnen bzw. Schiilern studiert werden und dann in Form eines Gruppenpuzzles gegenseitige
Présentationen stattfinden, sodass insgesamt am Schluss eine vollstdndige Begrindung dieser wichti-
gen und zentralen Aussage vorhanden ist.

Es ist also der Nachweis gelungen, dass Lernpfade existieren, die mehrere (alle?) Kompetenzstufen
zum Begriinden ansprechen. Will man aber wirklich in der Wahl des Kompetenzniveaus flexibel sein,
so ist die Entwicklung eigener Aufgaben dazu wohl meist notwendig.
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Abb. 1c: Interaktives Lernobjekt zum Hauptsatz 2

3. Nachhaltiger Kompetenzerwerb

Im Sinne des Spiralprinzips bietet es sich an, verschiedene Kompetenzstufen tiber die Jahrgangsstufen
hinweg immer wieder an einem bestimmten Thema aufzugreifen. Fiir das Begriinden im Unterricht ist
die Geometrie eine reichhaltige Quelle. Elementargeometrische Phdanomene kdnnen analytisch be-
schrieben und erkldrt werden. Als Beispiel hierzu wollen wir den Lernpfad ,,Besondere Punkte und
Linien im Dreieck* (Schwaiger et al. 2009) heranziehen.

—>
C

Vektorrechnung

in der Ebene

Teil 2

Quadratische

Funktionen

A B Besondere Punkte

\ und Linien im Dreieck

/ ”

Abb. 2: Spur des Hohenschnittpunkts H eines Dreiecks ABC Abb. 3: Das Spiralprinzip fir das Spurproblem von H

In Abbildung 2 sehen wir ein Dreieck ABC, dessen Eckpunkt C sich parallel zur gegeniiberliegenden
Seite AB bewegt. Fir die dabei entstehenden Dreiecke betrachten wir jeweils den Hohenschnittpunkt
H und seine Spur. Ihr parabelformiger Verlauf ist ebenfalls in Abbildung 2 zu sehen. Nun kann Schritt
far Schritt auf unterschiedlichen Niveaus (und dementsprechend in verschiedenen Schulstufen) die
Spur von H analysiert werden. Schlie3lich mindet der Prozess in einer Begrindung dafir, dass die
Spur von H eine Parabel ist. Eine Visualisierung des dazugehdrenden Spiralprinzips mit den dabei
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beriihrten schulmathematischen Gebieten zeigt Abbildung 3. Eine genauere Analyse moéglicher Bear-
beitungen demonstriert, dass dabei wiederum die ersten drei Stufen des vorgestellten Kompetenzstu-
fenmodells erklommen werden (siehe 2.2, G6tz & Siiss-Stepancik im Druck).

Mdchte man im Anschluss daran eine Aufgabe auf der vierten Stufe stellen, so bietet sich das analoge
Spurproblem fiir den Umkreismittelpunkt eines Dreiecks an. Die Abbildung 4a zeigt als Spur einen
Strahl, der normal auf die Seite AB steht. Im Detail ist in Abbildung 4b der ,,Beginn“ des Strahls zu
sehen. Der Umkreismittelpunkt U ist offenbar im Falle der Symmetrie des Dreiecks ABC (gleich-
schenkelig) an seiner tiefsten Stelle.

>
s C
//' -
U //
7
//
7
~ U
A -~ *B
A B
Abb. 4a: Spur des Umkreismittelpunkts U eines Dreiecks Abb. 4b: Tiefste Stelle der Spur des Umkreismittelpunkts U
ABC eines Dreiecks ABC

Um die Lage der Spur analytisch zu bestimmen, fiihren wir ein Koordinatensystem ein (Abbildung 5).
Die Eckpunkte A, B liegen auf der x-Achse mit den Koordinaten (u|0) bzw. (v|0), dabei ist u < v. Der
Eckpunkt C hat die fixe y-Koordinate w und die variable x-Koordinate z. Der Schnitt zweier Strecken-
symmetralen (Sag und sgc in Abbildung 5) liefert die Koordinaten von U:

[pprstoone)

2 | 2w

Da die Eckpunkte A und B fix sind, &ndert sich auch die x-Koordinate des Umkreismittelpunkts nicht,
denn die Streckensymmetrale sy bleibt unveranderlich. Daher richten wir unser Augenmerk auf die y-
Koordinate von U. In Abbildung 6 ist sie funktional in Abhangigkeit von der x-Koordinate von C
dargestellt, wobei fiir u = -2, v =4 und w = 4 angenommen wird. Der Graph der quadratischen Funk-

2
tion y hat seinen Scheitel an der Stelle u_42-v =1 in der Hohe ﬂ_(u8—_v) =Z. Also ist der Punkt
W
(U0,875) der tiefste Punkt der Spur.

5%vi2)

Abb. 5: Dreieck ABC in einem Koordinatensystem Abb. 6: Die y-Koordinate von U in Abhangigkeit von der x-
Koordinate von C
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Die Spur des Inkreismittelpunkts | verlangt nach Stufe 4+, wie Abbildung 7 demonstriert. Sie ist
ellipsendhnlich und geht im Grenzwert z — oo durch die Eckpunkte A und B. Der héchste Punkt P

. u+v . . .
der Spur wird an der Stelle 5 angenommen. Eine explizite Darstellung der x- und y-Koordinate

der Spur von | kann Abbildung 7 entnommen werden. Eine Halbellipse mit den Hauptscheiteln A und
B und dem Nebenscheitel P ist ebenfalls in Abbildung 7 eingezeichnet. Sie unterscheidet sich von der

Spur von I.
y
31 z(z)=v+
C

Abb. 7: Spur des Inkreismittelpunkts | eines Dreiecks ABC

4. Resimee

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen in Abschnitt 3 war der Lernpfad ,,Besondere Punkte und Linien
im Dreieck® (Schwaiger et al. 2009). Der Unterpunkt ,,Erkundungen® 14dt ein, die Spuren von beson-
deren Punkten im Dreieck zu verfolgen: Abbildung 8. Bei der analytischen Identifizierung dieser
Spuren haben wir wesentliche Tatigkeiten ausgefuhrt, die Vollrath und Roth (2012, S. 253) fiir den
Computereinsatz beim Erarbeiten von Sachverhalten nennen:

« ,,Sachverhalte entdecken,
« Ideen visualisieren [...],
« Beweisideen erarbeiten, vermitteln und {liberblicksartig wiederholen [...]“

Die von uns dabei verwendeten GeoGebra-Applets konnten in einem Lernpfad zum obigen Thema
integriert werden, um die von uns propagierte Vertiefung Schilerinnen und Schilern zugénglich zu
machen. Entsprechende Hinweise zur ,,Koordinatisierung® des Problems (der Schliissel zu dessen
Losung) mussten wohl in eine solche Lernumgebung eingebettet werden (vgl. 1.3), um den Erfolg der
Eigentétigkeit der Schilerinnen und Schaler nicht zu gefahrden.
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Merkwiirdige Punkte im Dreieck

In diesem Arbeitsblatt sollst du die Eigenschaft der merkwirdigen
Punkte U, S, I und H erkunden. Verschiebe die Punkte A Bund C,
um den Eigenschaften auf die Spur zu kemmen.

IMit dem folgenden Schieberegler kannst du ven einem merkwiir-
digen Punkt zum nachsten schalten:

U

i Spuran

Abb. 8: Erkundungen im Lernpfad ,Besondere Punkte und Linien im Dreieck"”

Teilaspekte des in Rede stehenden Problems koénnen mit den Lernpfaden ,,Quadratische Funktionen*
(Schmidt et al. 2009) und ,,Vektorrechnung in der Ebene, Teil 2 (Lindner et al. 2005) behandelt
werden.

Inhaltlich sind bei der Problembearbeitung in Abschnitt 3 mehrere Gebiete der Schulmathematik
angesprochen worden: Ausgehend von einem elementargeometrischen Problem, das wir mittels eines
Applets im oben zitierten Lernpfad erkundet haben, haben wir Entdeckungen gemacht, die wir als
allgemeine Vermutungen formuliert haben. lhre Begriindung fanden wir mithilfe von Methoden der
analytischen Geometrie (Einfiihrung eines Koordinatensystems, Schnitt zweier Geraden). Schliellich
haben wir funktionale Abhéangigkeiten gebraucht, um die Ergebnisse zu interpretieren. Dabei sind
sogar Werkzeuge der Analysis (Grenzwertbildung) zum Einsatz gekommen.

Didaktisch sind wir nach der genetischen Methode vorgegangen (vgl. Wittmann 2009, S. 130 ff.). Den
,,2Anschluf} an das Vorverstindnis der Adressaten” haben wir beim Schneiden zweier Geraden in der
Ebene beriicksichtigt. Das Identifizieren von Ortslinien entspricht der ,,Einbettung der Uberlegungen
in groBere ganzheitliche Problemkontexte [...] innerhalb der Mathematik®“. Die ,,Hinfiithrung zu stren-
gen Uberlegungen (ber intuitive und heuristische Ansitze* geschah durch die Einfiihrung eines Koor-
dinatensystems. Das libergeordnete Thema ,,Spuren von besonderen Punkten im Dreieck® sorgte fiir
,durchgehende und Motivation und Kontinuitdt* genauso wie die zahlreichen Anlésse dabei, Schiile-
rinnen und Schiiler selbsttitig arbeiten zu lassen. Insgesamt konstatieren wir die ,,wahrend des Voran-
schreitens allmahliche Erweiterung des Gesichtskreises und entsprechende Standpunktverlagerungen.*
(Wittmann 20009, S. 131)

Lernpfade kdnnen also dazu dienen, dass Schilerinnen und Schiller eigene Erfahrungen sammeln und
mittels (darin integrierter) dynamischer Geometriesoftware selbststdndig Experimente durchfiihren. So
verhelfen Lernpfade zu individuellen Einsichten und Zugéangen. Ein solcher geistiger Prozess, der zu
(far Schilerinnen und Schiler) neuen Erkenntnissen fulhrt, braucht diese Eigenstandigkeit: ,,Dem liegt
die Uberzeugung zugrunde, dass ein derartiger Prozess zwar angestoRen und durch Hinweise hilfreich
begleitet werden kann, dass aber das Wesentliche in den Schilerinnen und Schiilern selbst geschehen
muss.” (Vollrath & Roth 2012, S. 247)
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Die bei diesen Entwicklungen angestrebte Nachhaltigkeit konnen Lernpfade in hohem Male unter-
stitzen. Online-Materialien sind im Allgemeinen rasch verfligbar, der gesamte von den Schiilerinnen
und Schilern geleistete Argumentationsprozess kann im (Wiki-)Lernpfad dokumentiert werden.
Dadurch wird ihr Begrindungsrepertoire erweitert und gesichert.
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