Primzahlen im Schulunterricht — wozu?

FRANZ PAUER, FLORIAN STAMPFER (UNIVERSITAT INNSBRUCK)

1. Einleitung

Eine natiirliche Zahl heiit Primzahl, wenn sie genau zwei Teiler hat. Im Lehrplan der Sekundarstufe 1
kommen Primzahlen nicht vor und dies mit gutem Grund. Fiir das Verstindnis der Inhalte des Mathema-
tikunterrichts in dieser Schulstufe werden Primzahlen nicht benétigt. In manchen Lehrplénen der Sekun-
darstufe 2 spielen Primzahlen aber eine wichtige Rolle, nimlich im Rahmen der Kodierungstheorie und
Kryptographie. Ihre gro3e Bedeutung in diesen Bereichen erlangen die Primzahlen durch ,,Kooperation*
mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus.

In diesem Beitrag stellen wir ein Verfahren zur Verschliisselung vor, bei dem offen bekannt gegeben
wird, wie man eine Nachricht verschliisselt. Das Entschliisseln ist dann zwar theoretisch auch fiir jeden
moglich, praktisch aber nur fiir den, der eine Zusatzinformation hat. Grundlegend dafiir ist die Tatsache,
dass auch die schnellsten Computer fiir die Zerlegung einer geniigend groflen natiirlichen Zahl in ihre
Primfaktoren hundert oder mehr Jahre Rechenzeit brauchen. In den Abschnitten 3 bis 7 begriinden wir
dieses Verfahren, dazu gehen wir auf den verallgemeinerten Euklidischen Algorithmus, das Rechnen mit
Restklassen und den kleinen Satz von Fermat ein. Wir haben die Begriindungen so geschrieben, dass sie
auch von Schiiler/innen ab der 11. Schulstufe gelesen werden konnten. Im letzten Abschnitt lassen wir
den Euklidischen Algorithmus gegen das Verfahren zur Berechnung des grofiten gemeinsamen Teilers
zweier positiver ganzer Zahlen mittels Primfaktorzerlegung antreten. Das Ergebnis sei vorweggenom-
men: 5:0 fiir den Euklidischen Algorithmus.

Wir schreiben N fiir die Menge der natiirlichen Zahlen ohne Null und Ny fiir die Menge der natiirlichen
Zahlen mit Null.

2. RSA-Verfahren

Das 1978 von R. Rivest, A. Shamir und L. Adleman entwickelte RSA-Verfahren (vgl. Rivest et al. (1978))
ermoglicht es, dass der Schliissel zum Verschliisseln von Nachrichten 6ffentlich bekanntgegeben, die
verschliisselte Nachricht aber trotzdem nur vom beabsichtigten Empfinger entschliisselt werden kann.
Wie funktioniert das?

o Der Empfinger gibt zwei sehr groB3e natiirliche Zahlen n und e 6ffentlich bekannt.
e Der Sender will dem Empfinger eine natiirliche Zahl a, die kleiner als 7 ist, verschliisselt mitteilen.

e Dazu berechnet er den Rest b von a nach Division durch »:
b:=a°modn.

Wie iiblich schreiben wir statt ,,der Rest der natiirlichen Zahl z nach Division durch »*“ kurz z mod n
(sprich: z modulo n).

e Der Empfinger erhilt die Zahl b und macht fast dasselbe wie der Sender: er potenziert und be-
rechnet dann den Rest nach Division durch n. Der Exponent der Potenz ist aber nicht e, sondern
eine geeignete andere natiirliche Zahl d. So erhilt er die urspriingliche Nachricht a :

W modn=a.

Das Zahlenpaar (e,n) heiit Chiffrierschliissel und wird 6ffentlich bekannt gegeben. Das Paar (d,n) heifit
Dechiffrierschliissel, die Zahl d ist nur dem Empfénger bekannt.

Die Zahlen e, n und d werden vom Empféinger so gewihlt bzw. berechnet:
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e Der Empfinger wihlt zwei sehr grofle, verschiedene Primzahlen p und ¢ und berechnet die Pro-
dukte n:=p-gqundm:=(p—1)-(g—1).

e Dann wihlt er e so, dass
ggT(e,m) =1

ist. Mit ggT(e,m) bezeichnen wir die groBte ganze Zahl, die sowohl e als auch m teilt.

e SchlieBlich berechnet er ganze Zahlen ¢ und d so, dass
m-c+e-d=1

ist.
Es stellen sich nun die folgenden drei Fragen:

1. Die Zahl n ist bekannt. Warum kann nicht jede/r ihre Primfaktoren p und g berechnen (und dann
wie oben auch die Zahl d berechnen und die Nachricht entschliisseln)?

2. Wenn e, p und g bekannt sind, wie werden dann die ganzen Zahlen cund d mitm-c+e-d =1
berechnet?
Oder: Wie findet man eine ganzzahlige Losung einer linearen Gleichung mit zwei Unbekannten
und ganzzahligen Koeffizienten?

3. Warum ist fiir alle natiirlichen Zahlen «, die kleiner als n sind, der Rest von
(ae)d —atd=glmme— 4. (am)—c —a- (a(p—l)~(q—l))—c

nach Division durch n = p - ¢ gleich a ?

Wir beantworten diese Fragen in den néchsten Abschnitten.

3. Faktorisierung groBer Zahlen

Jede ganze Zahl, die groBer als 2 ist, ist Produkt von Primzahlen. Diese Primzahlen sind bis auf die
Reihenfolge eindeutig bestimmt und heilen Primfaktoren der gegebenen Zahl. Die Berechnung der
Primfaktoren ist auch fiir sehr groe Zahlen theoretisch immer mdglich, praktisch aber auch von den
leistungsfihigsten Computern nicht in verniinftiger Zeit durchfiihrbar. Der von 1991 bis 2007 laufende
Wettbewerb RSA Factoring Challenge bot Preisgelder (bis zu 200.000 USD) fiir die Berechnung der
Primfaktoren von speziellen natiirlichen Zahlen mit 100 bis 617 Dezimalstellen. Von diesen sogenannten
RSA-Zahlen konnten bisher nur die Primfaktoren der Zahlen mit hochstens 232 Dezimalstellen berechnet
werden (vgl. RSA Factoring Challenge (2013)). Die Berechnung fiir die Zahl RSA-768 mit 768 Binir-
bzw. 232 Dezimalziffern gelang unter Verwendung von mehreren hundert Computern in rund zweiein-
halb Jahren; die Berechnung mit einem handelsiiblichen Computer (mit 2.2 GHz-Prozessor) hitte rund
1500 Jahre gedauert (vgl. Kleinjung et al. (2010)). Die Primfaktoren der Zahl RSA-1024

13506641086599522334960321627880596993888147560566702752448514385152651
06048595338339402871505719094417982072821644715513736804197039641917430
46496589274256239341020864383202110372958725762358509643110564073501508
18751067659462920556368552947521350085287941637732853390610975054433499
9811150056977236890927563

mit 1024 Bindrziffern bzw. 309 Dezimalziffern konnen mit heutigen Methoden nicht in diesem Jahrhun-

dert berechnet werden. Einige fiir den Schulunterricht niitzliche Uberlegungen zum Thema Rechenzeit
fiir die Berechnung von Primfaktoren sind in Schulz & Witten (2010) beschrieben.
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4. Der Euklidische Algorithmus

Addition, Multiplikation und Division mit Rest von Zahlen auch der Grofle von RSA-1024 sind am Com-
puter leicht durchfiihrbar und brauchen wenig Zeit. Auch der groBte gemeinsame Teiler ggT(x,y) zweier
natiirlicher Zahlen x und y kann mit dem Euklidischen Algorithmus sehr schnell berechnet werden:

1. Solange x und y nicht gleich sind, ersetze die groflere der zwei Zahlen durch die Differenz der
groferen und der kleineren.

2. Wenn x = y ist, dann ist ggT(x,y) = x.

Weil die grolere der zwei natiirlichen Zahlen im ersten Fall immer kleiner wird, tritt der zweite Fall nach
endlich vielen Schritten ein.

Diesem Verfahren liegt die folgende einfache Aussage fiir zwei natiirliche Zahlen x und y zugrunde:
ggT(x,y) = geT(x—y,y).

Alle gemeinsamen Teiler von x und y sind ndmlich auch Teiler von x —y und x + y, denn: Ist ¢ ein Teiler
von x und von y, dann gibt es ganze Zahlen u und v so, dass u -t = x und v- ¢t = y ist. Durch ,,Herausheben*
erhalten wirx—y=u-t—v-t=(u—v)-tundx+y=u-t+v-t = (u+v)-t, also teilt t auch x —y und x+y.
Daher ist jeder gemeinsame Teiler von x und y auch ein gemeinsamer Teiler von x und x —y, umgekehrt
ist jeder gemeinsame Teiler von x — y und y auch ein gemeinsamer Teiler von y und x =y + (x —y). Also
miissen auch die groffiten gemeinsamen Teiler von x und y sowie von x und x — y gleich sein.

Das obige Verfahren fiihrt die Berechnung von ggT(x,y) auf die Berechnung des ggT der kleineren
Zahlen x und x — y zuriick. Diese Vereinfachung fiihrt man solange aus, bis die zwei Zahlen gleich sind.
Dieses Verfahren ist ein gutes Beispiel fiir die folgende wichtige Strategie zum Problemldsen: ,,Wenn
du ein Problem nicht 16sen kannst, ersetze es durch ein einfacheres Problem mit der gleichen Losung.
Auch der GauB-Algorithmus zum Losen von Systemen linearer Gleichungen wendet diese Strategie an.

Wenn die Zahl x viel groBer als y ist, wird in diesem Verfahren y so lange von x subtrahiert, bis die
Differenz kleiner als y ist. Also: x wird mit Rest durch y dividiert und durch den Rest nach dieser Division
ersetzt. Wir erhalten so eine schnellere Variante des gerade besprochenen Verfahrens:

1. Solange der Rest von x nach Division durch y nicht O ist, ersetze die Zahl x durch ihren Rest nach
Division durch y (also durch 7 so, dass x =s-y+rund 0 < r < y ist).

2. Wenn y ein Teiler von x ist, dann ist y = ggT(x,y).
Man konnte diese Variante auch direkt aus
geT(x,y) = ggT(x—s-y,y).

ableiten.

5. Ganzzahlige lineare Gleichungen in zwei Unbekannten

Wir betrachten nun die folgende Aufgabe: Gegeben sind ganze Zahlen u,v,w. Finde ein Paar (x,y) von
ganzen Zahlen so, dass

u-x+v-y=w

ist.
Wenn eine Losung (x,y) existiert, dann ist jeder gemeinsame Teiler von u und v auch ein Teiler von
u-x+v-y=w.Falls eine Losung existiert, muss also ggT(u,v) ein Teiler von w sein.

Man rechnet direkt nach: Wenn (x1,y;) bzw. (x,y,) eine Losung von u-x+v-y =w; bzw. u-x+v-y =w»
ist, dann ist (x1,y;) — - (x2,y2) = (x; —s-x2,y; —s-y2) eine Losung von u-x+v-y =wj —s-wy.

Wenn w = u oder w = v ist, sind je eine Losung unmittelbar ersichtlich:
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e Eine Losung von u-x+v-y=uist (1,0).
e Eine Losung vonu-x+v-y=vist (0,1).

Wir dividieren nun u mit Rest durch v: u = s-v+r,0 <r < |v|. Wir erhalten dadurch auch eine Losung
von

U-xX+v-y=u—s-v

namlich (1,0) —s-(0,1) = (1,—s) . Wir wiederholen diese Vorgehensweise fiir die jeweils letzten zwei
Gleichungen, und erhalten schlieBlich die Losung der Gleichung

u-x+v-y=gelu,v),

weil wir auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens den Euklidischen Algorithmus ausgefiihrt haben.
Dieses Verfahren ist der erweiterte Euklidische Algorithmus (vgl. Pauer (2005), Kap. 9).

Diese Vorgehensweise verwendet die folgende Strategie: ,,Wenn du ein Problem nicht l6sen kannst, dann
16se zunichst einige einfache Probleme und versuche, aus deren Losungen die des urspriinglichen Pro-
blems zusammenzubauen.

Ist
u-x+v-y=ggl(u,v),

dann ist fiir alle ganzen Zahlen m auch
u-(x—m-v)+v-(y+m-u)=u-x+v-y=ggl(u,v).

Durch eventuelle Addition eines geeigneten Vielfachen von v kann man also immer erreichen, dass die
erste Komponente der Losung eine nicht negative ganze Zahl ist.

Beispiel 5.1 Finde ganze Zahlen x und y so, dass x positiv und
19-x+11-y=1

ist. Wir losen nacheinander die Gleichungen

19-x+11-y=19 eine Lisung: (1,0)
19-x+11-y=11 eine Losung: (0,1)
19-x+11-y=19—-11=8 eine Losung: (1,—1)
19-x+11-y=11-8=3 eine Losung: (—1,2)
19-x+11-y=8-2-3=2 eine Losung: (3,-5)
19-x+11-y=3-2=1 eine Losung: (—4,7)

Da —4 negativ ist, ersetzen wir (—4,7) durch (—4+11,7—19) = (7,—12), um eine Losung mit positiver
erster Komponente zu erhalten.

Eine verbreitete Schreibweise fiir die Durchfiihrung des erweiterten Euklidischen Algorithmus wie im
letzten Beispiel ist:

(19 118 3 2 1
x| 1 o] 1 -1 3 -4
ylo 1 |-1 2 =5 7
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Wenn w von ggT(u,v) geteilt wird, es also eine ganze Zahl t mit w = ¢- ggT(u,v) gibt, hat die Gleichung
u-x+v-y=w

eine Losung. Man berechnet zuerst (x',y’) so, dass u-x'+v-y = ggT(u,v) ist. Dann ist (7-x',7-y") eine
Losung vonu-x+v-y=w.

Aus dem erweiterten Euklidischen Algorithmus folgt das Euklidische Lemma:
Teilt eine Primzahl p ein Produkt ganzer Zahlen, so teilt p auch einen der Faktoren.

Fiir den Beweis nehmen wir an, dass p das Produkt a - b zweier ganzer Zahlen teilt, aber p die Zahl a
nicht teilt. Da p eine Primzahl ist und a nicht teilt, ist ggT(a,p) = 1. Es gibt daher ganze Zahlen x und y
mit

px+a-y=ggl(ap)=1.

Wir multiplizieren auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens mit b und erhalten
p-x-b+a-b-y=»b.

Da p die Zahl a - b teilt, gibt es eine ganze Zahl t mit p -t = a - b. Einsetzen und Herausheben liefert
p-(x-b+t-y)=b.

Daher teilt p die Zahl b O

Mit Hilfe des Euklidischen Lemmas kann die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung leicht gezeigt wer-
den (vgl. Winkler (2007), Kap. 2.3).

6. Rechnen mit Restklassen

Fiir eine natiirliche Zahl n > 2 betrachten wir die Menge
Zn:={0,1,....n—1}.

Wir fiihren nun in Z, zwei Rechenoperationen ein. Da die tibliche Summe von zwei Elementen in Z,, im
Allgemeinen nicht mehr ein Element von Z,, ist, definieren wir die Addition in Z,, durch:

Fiir alle a,b € Zy ista+, b := (a+b) mod n.
Insbesondere kann in Z,, subtrahiert werden, da fiir jedes a € Z,, auch n —a € Z,, ist und
a+,(n—a)=nmodn=0

ist.
Die Multiplikation in Z,, definieren wir durch:

Firallea,b € Z, ista-,b:= (a-b) mod n.

Fiir diese Addition und Multiplikation gelten (fast) die gleichen Rechenregeln wie fiir das Rechnen mit
ganzen Zahlen.

Kann man in Z,, auch dividieren? Fiir welche Zahlen 0 # a € Z,, gibt es eine Zahl b € Z,, mita-,b=17?
Anders formuliert: Fiir welche 0 # a € Z, besitzt die Gleichung

a-x+n-y=1

eine ganzzahlige Lsung? Nach Abschnitt 5 gibt es eine derartige Losung genau dann, wenn ggT(a,n) =
1 ist.

Falls p ein Primzahl und 0 # a kleiner als p ist, gilt immer ggT(a,p) = 1, und daher kann in Z, durch
alle Elemente # 0 dividiert werden. Zum Dividieren in Z, verwendet man den erweiterten Euklidischen
Algorithmus.
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Beispiel 6.1 Wir berechnen x € Z17 mit 10-17x = 1. Wir suchen also eine ganzzahlige Losung der Glei-
chung

10-x+17-y=1.

Da ggT(10,17) =1 ist, konnen wir eine Losung dieser Gleichung wie in Abschnitt 5 berechnen und
erhalten zum Beispiel (12,—7). In Z7 ist also 107" = 12, weil 10-17 12 = 120 mod 17 = 1 ist.

Dividiert man in 717 die Zahl 4 durch 10, erhdlt man
4:710=4-17107" =4.;712 =48 mod 17 = 14.

<&

Bemerkung 6.2 In Z, kann wie mit rationalen oder reellen Zahlen gerechnet werden, insbesondere
ist der Gauf3-Algorithmus fiir Systeme linearer Gleichungen anwendbar. Das Rechnen in 7, ist fiir die
Kodierungstheorie, die Kryptographie und des ,,schnelle Rechnen* mit ganzen Zahlen von grofier Be-
deutung.

7. Der kleine Satz von Fermat

Wir verwenden den Binomischen Lehrsatz:
Fiir zwei ganze Zahlen x,y und eine natiirliche Zahl n ist

(x+y)"= i <Z>xky”"‘ :
k=0

dabei ist

mitn!:=n-(n—1)-...-1 (n Fakultit) und 0! := 1.

Ist p ein Primzahl und 1 < k < p — 1, so kann p nicht k! teilen, denn sonst wiirde p bereits einen der
Faktor k < p teilen (siehe Abschnitt 5). Daher ist bereits

(p—1)-(p—2)..-(p—k+1)
k!

eine natiirliche Zahl und <Z> ist fiir 1 <k < p— 1 durch p teilbar.

Wegen
P (p p—1 p
(x—l—y)pzz xkyp_k:xp+yp+2 xkyP k.
k=0 k k=1 k
und da @) fiir 1 <k < p— 1 durch p teilbar ist, erhalten wir
(x+y)” = (x+)") mod p. (1

Der kleine Satz von Fermat besagt, dass fiir jede Primzahl p und jede natiirliche Zahl a
a’” mod p=a mod p 2)

ist.
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Wir konnen diesen Satz mittels Induktion nach a beweisen.

Offensichtlich ist 0’ = 0 und daher auch 0 = 0 mod p . Damit ist der Induktionsanfang gezeigt. Die
Aussage (2) gelte nun fiir eine Zahl a € Ny. Wir zeigen, dass sie dann auch fiir a + 1 gilt:

(a+1)” mod p = [nach ()] =" + 17 mod p
= [Induktionsvoraussetzung] =a+1modp.

Wenn a mod p # 0 ist (also a nicht von p geteilt wird), erhalten wir aus (2):

@' modp=1.

Wir sind nun in der Lage, die Frage 3 von Abschnitt 2 zu beantworten. Zunéachst erhalten wir die folgen-
den zwei Aussagen

a“mod p =a'~ P~ D¢ mod p =

a- (a(P*I))*C'(q*I) mod p=amod p ,wenna modp # 0 ist
= =1€z, =a mod p

a-a P DaDemod p=0 , wenn a mod p = 0 ist
und analog

a“*mod g =a'~P~DE=1¢ mod g =

a- (a9 )y=<=1) mod p=amod g ,wennamod g0 ist
= =1€z, =amod q.

a-a= P Da"Demod g=0 , wenn a mod g = 0 ist

d

Dies bedeutet, dass a®“ — a sowohl von p als auch von ¢ geteilt wird. Es gibt also ganze Zahlen s, ¢ mit

sp=t-g=a*?—a.
Weil p und ¢g verschieden sind und die Primzahl p das Produkt ¢ - g teilt, muss p ein Teiler von ¢ sein
(siehe Abschnitt 5). Somit ist

tq:(pu)q:nu

d

fiir eine ganze Zahl u . Also teilt n die Zahl t- g = a®“ — a und

d

a®“modn=amodn.

8. Euklidischer Algorithmus versus ggT-Berechnung mittels
Primfaktorzerlegung

Die Berechnung des ggT ist fiir das Rechnen mit rationalen Zahlen wichtig. Nach jeder Rechenoperation
sollten Zihler und Nenner des Ergebnisses bestmoglich — also durch ihren ggT — gekiirzt werden, um
alle auftretenden Zahlen moglichst klein zu halten. Hiufig wird im Schulunterricht der ggT von zwei
positiven Zahlen nicht mit dem Euklidischen Algorithmus, sondern mithilfe der Primfaktorzerlegung als
Produkt der gemeinsamen Primfaktoren der zwei Zahlen berechnet.
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Vergleichen wir die zwei Verfahren an Hand des Beispiels

Algorithmus:

7
Kiirze 7
Dazu berechnen wir den ggT von 117 und 78 mittels Primfaktorzerlegung und mit dem Euklidischem
Primfaktorzerlegung Euklidischer Algorithmus
78:2=39 117—-78 =39
39:2¢N 78 —39 =39
39:3=13 = ggT(78,117) = ggT(39,39) = 39
13:3 ¢ N, fertig (weil 52 > 13 ist)
=78=2-3-13
117:2¢ N
117:3 =139
39:3 =13, fertig (weil 5% > 13 ist)
=117=3-3-13
= ggT(78,117) =3-13 =39

Dabher ist ﬁ = —.
117

Welche Argumente gibt es, um zwei Algorithmen gegeneinander abzuwégen? Es liegt nahe, dafiir die
folgenden Kriterien zu verwenden:

1.

5.

Welches der zwei Verfahren ist einfacher zu erkldren, verlangt weniger Fachbegriffe und fiir wel-
ches ist die Korrektheit mit einfacheren Mitteln zu beweisen?

. Welches der zwei Verfahren ist rechnerisch effizienter, d. h. benotigt weniger Rechenaufwand, um

das Ergebnis zu berechnen?

. Welches der zwei Verfahren ist leichter zu programmieren?

. Welches der zwei Verfahren kann auf andere im Schulunterricht bedeutsame Situationen angewen-

det werden?

Welches der zwei Verfahren vermittelt eine grundlegende Strategie?

Bei all diesen Fragen liegt der Euklidische Algorithmus weit voran!

1.

Die Theorie fiir die Berechnung des ggT mit dem Euklidischen Algorithmus ist sehr einfach (siehe
Abschnitt 4) und auch von Schiiler/innen der Sekundarstufe 1 nachvollziehbar. Hingegen braucht
man nicht nur die Existenz, sondern auch die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung, um zu zeigen,
dass das Produkt der gemeinsamen Primfaktoren die gréfte Zahl ist, die beide teilt.

Kein Computeralgebrasystem berechnet den ggT mittels Primfaktorzerlegung. Die Berechnung
des ggT von Zahlen in der Gréenordnung von RSA-1024 ist mit dem Euklidischen Algorith-
mus rasch erledigt, die Primfaktorzerlegung einer einzigen solchen Zahl wiirde aber Jahrhunderte
dauern. Bei der Berechnung des ggT mittels Primfaktorzerlegung werden zwei viel aufwindigere
Probleme, nimlich die Zerlegung der zwei Zahlen in Primfaktoren gelost d. h. es wird unndotiger-
weise viel mehr ausgerechnet als benotigt wird.
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3. Die Programmierung und Implementierung 88T

des Euklidischen Algorithmus ist eine leichte Eingabe: a,b € N
Ubungsaufgabe und kann im Schulunterricht Solange a # b

durchgefiihrt werden (siehe Struktogramm); Ista> b? '
um ein Programm fiir die Berechnung des Ja nein
ggT mittels Primfaktorzerlegung zu schreiben, a<—a—b | b<b—a
miisste zuerst eine Liste der Primzahlen erzeugt Ausgabe: a

werden.

4. Der Euklidische Algorithmus ist auf das Rechnen mit Polynomen direkt tibertragbar. Damit konnen
rationale Funktionen gekiirzt werden, auch wenn die Grade von Zihler und Nenner grof sind. Der
Primfaktorzerlegung von ganzen Zahlen entspricht die Zerlegung von Polynomen in irreduzible
Faktoren, diese kann bei Polynomen mit reellen oder komplexen Koeffizienten im allgemeinen
nicht mehr ermittelt werden.

5. Die beim Euklidischen Algorithmus verwendete Strategie ,,Wenn du ein Problem nicht 16sen
kannst, ersetze es durch ein einfacheres Problem mit der gleichen Losung™ wird beim Ldsen von
Gleichungssystemen als ,,Strategie des erlaubten Umformens wieder verwendet: ,,Gehe von ei-
nem Gleichungssystem zu einem einfacheren mit gleicher Losungsmenge iiber.

Zu bedenken ist auch, dass fiir Schiiler/innen der Sekundarstufe 2 das Verstindnis fiir das RSA-Verfahren
erschwert wird, wenn in der Sekundarstufe 1 eine ,.falsche Féahrte* gelegt wurde, indem die Primfaktor-
zerlegung als etwas Einfaches dargestellt wurde.
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