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Begriftshildung in der Mathematik

Amphibium zwischen Zwang und Freiheit

Zusammenfassung

Begriffsbildung spielt in der Mathematik eine zentrale Rolle und sollte dies daher
auch im Mathematikunterricht tun. Zweierlei ist dabei zu beachten: Zum einen ist
es oft so (gewesen), dass die Schirfung eines mathematischen Begriffs, letztlich seine
Definition, am Ende — und nicht am Anfang — einer langen Entwicklung, die von
Problem-, Fragestellungen etc. gekennzeichnet ist, gestanden ist bzw. steht. Beim Re-
den iiber Mathematik, egal ob es sich um einen wissenschaftlichen Vortrag handelt
oder um den Mathematikunterricht, ist es oft umgekehrt.

Zum anderen grenzen Definitionen mathematische Begriffe nicht immer so ein, wie
das zum Zeitpunkt der Festsetzung (der Erfindung) gedacht worden ist. Sie entwickeln
ein Eigenleben, welches erst entdeckt werden muss. Dabei inspirieren sie oft zu Er-
weiterungen oder zum Umdefinieren. Beispiele zur (historischen) Genese wichtiger ma-
thematischer Begriffe sollen im Beitrag ebenso prisentiert werden wie didaktische Im-
plikationen daraus fiir den Mathematikunterricht. Dabei spielen natiirlich inner- und
auBermathematische (Quer-)Verbindungen eine wichtige Rolle, die das Prinzip der Fun-
damentalen Ideen, welches dem Mathematikunterricht zugrunde gelegt werden kann,
wesentlich unterstiitzen kénnen.

1 Warum und wozu Definitionen im Mathematikun-
terricht?

Begriffsbildung spielt eine zentrale Rolle in der Mathematik und findet einen (vorldufigen)
Abschluss in einer Definition'. Mathematik kann sogar als diejenige Wissenschaft verstan-
den werden, in der als einziger Definieren wirklich moglich ist. Ein solches Verstdndnis von
Mathematik kann sich u. a. auf KANT stiitzen, der sagt: ,, Definieren soll, wie der Ausdruck
selbst es gibt, eigentlich nur so viel bedeuten, als, den ausfiihrlichen Begriff eines Dinges
innerhalb seiner Grenzen urspriinglich darstellen.“ (KANT KrV, B 755) und ergénzt, dass
also nur die Mathematik ihre Begriffe definiert. Die ,, Ausfiihrlichkeit® eines Begriffs meint
namlich, dass dessen Bedeutung durch die Definition vollstéindig und endgiiltig erfasst ist;
empirische Begriffe (KANT wihlt als Beispiel Gold) lassen sich dagegen nie in allen (auch
zukiinftigen) Bestimmungen festlegen, neue Erkenntnisse kénnen uns bei empirischen Be-
griffen dazu notigen, Eigenschaften, die wir als wesentlich fiir einen bestimmten Begriff an-
gesehen haben, als nicht mehr essentiell oder gar mit dem Begriff unvertraglich anzusehen.
Mathematischen Begriffen dagegen kénnen wir unseren Willen aufzwingen; wie wir sie de-
finiert haben, so sind sie, und keine Erfahrung kann uns Anderes lehren — meint jedenfalls
KANT. Wir sind beim Definieren mathematischer Begriffe frei, laut KANT (wir , konstruie-
ren“ die Begriffe, wie er sagt), die Begriffe dagegen unterliegen in der Mathematik einem
starkeren Zwang als in allen anderen Wissenschaften.

!Einfithrende Darstellungen zur Frage ,,Was ist eine Definition?“ bietet z. B. SAVIGNY 1987 oder RAM-
HARTER (voraussichtlich 2011).



Abbildung 1: RAFFAELs Schule von Athen

Der KANT’sche Standpunkt soll hier nicht weiter diskutiert werden; im Folgenden wird al-
lerdings kurz eine besondere Art der Herausforderung fiir eine solche Auffassung von stren-
gen, unverdnderlichen Definitionen in der Mathematik vorgestellt werden: Begriffe konnen
aus anderen Gebieten in die Mathematik hinein wandern bzw. umgekehrt, mathematische
Begriffe konnen Begriffe auflerhalb der Mathematik pragen oder verdndern. Exemplarisch
beschéftigen wir uns mit dem Raum-Begriff?.

Die alltdglichen und aus anderen Wissenschaften stammenden Konzepte und Vorstellungen
von Raum, Linie, Ebene, Flache, etc. haben wohl seit jeher — jedenfalls seit der Antike —
die Entwicklung der Geometrie gepriagt. Umgekehrt hat die Geometrie das Verstdndnis von
Raum auch auflerhalb ihrer stark beeinflusst, so stark, dass im 19. Jahrhundert die Geometrie
zu einem dominanten Maf3stab fiir die Kunst geworden ist, mittels dessen auch frithere Epo-
chen beurteilt wurden: ,, Wenn man alles summiert, was in formaler Hinsicht gegen die Kunst
des Mittelalters spricht, so lauft es auf den Vorwurf hinaus: ,Es gibt kein Raumversténdnis',
und dieser Vorwurf bedeutet im Klartext, daf§ eine rdumliche Einheit fehlt, daf§ das Sche-
ma des euklidisch-kantischen Raums fehlt, das sich in der Malerei auf das Zusammenlaufen
der Linien und die Proportionalitit reduzieren léasst, genauer gesagt, auf eine einheitliche
Perspektive.“ (FLORENSKI 1997, 37; daher stammen auch die folgenden kunsthistorischen
Uberlegungen). Dieser Forderung nach der Einhaltung des Schemas halten auch bedeutende
Kunstwerke offensichtlich nicht stand: Abbildung 1. Die so méchtig wirkende Halle in RAF-
FAELS ,,Schule von Athen* ist, folgt man den Gesetzen der Perspektive, kaum mehr als zwei
Menschengréfen hoch, hat also nur etwa die Hohe einer Altbauwohnung. Die wesentlichen
Figuren des Gemaéldes miissten, wire es unter Einhaltung der Zentralperspektive gemalt,
winzig sein (Abbildung 2). Mehrfache Briiche der Perspektive machen es moglich, die Halle
majestitisch wirken zu lassen und gleichzeitig die Figuren, um die es ja geht in dem Bild, in
einer ihrer Wichtigkeit entsprechenden Gréfie erscheinen zu lassen.

RAFFAELs ,,Schule von Athen* zeigt also, dass es selbst am Hohepunkt der Perspektive Prin-
zipien — symbolische Ordnungen — gibt, die fiir wichtiger genommen werden als die Gesetze
des euklidisch-perspektivischen Raumes. (Man beachte in diesem Zusammenhang auch, dass
der Fluchtpunkt genau in ARISTOTELES’ Hand liegt.) Im 20. Jahrhundert setzt sich die-
se Auffassung eines abstrakter geordneten Raumes, die in der Praxis schon vorhanden war

2Gerade dieser ,,Begriff“ ist allerdings laut KANT keiner, sondern eine ,,Form der Anschauung®.



Abbildung 2: Fluchtpunkt in RAFFAELs Schule von Athen

(Tkonen etwa konnen als umso gelungener angesehen werden, je mehr verschiedene Ansich-
ten einer Person sie in einem Bild zeigen), auch in der Theorie durch. Auch die ,Rdume*
in der Mathematik werden abstrakter. Wechselwirkungen in den Entwicklungsprozessen der
heutigen Raumbegriffe in der Mathematik und der Kunst (DESCARTES’ Interesse an der
,Ordnung* etwa miisste dabei behandelt werden) kénnen hier nicht studiert werden, es ging
uns nur darum aufzuzeigen, dass Begriffe nicht immer innerhalb der Mathematik entstehen
und sich entwickeln und eine klare Trennung zwischen , unverdnderlichen® mathematischen
Begriffen und empirischen Begriffen sich jedenfalls gegen einige Schwierigkeiten durchzuset-
zen hitte.

Auch in der Mathematik-Didaktik ist man sich der Komplexitidt dessen, was im Umfeld
der fertigen Definitionen geschieht, bewusst und sieht darin einen Gegenstand notwendiger
Aufmerksamkeit. Folgt man dem Konzept der Fundamentalen Ideen, so sollten Definitionen
und ihre Genese auch im Mathematikunterricht prominent vorkommen. Die Struktur der
zugrundeliegenden Wissenschaft solle sich im dazugehorigen Unterricht widerspiegeln, so
lautet etwas vereinfacht eine Forderung, um nicht zu sagen die Forderung der Fundamentalen
Ideen.

Dazu zweierlei: Erstens haben wir gesehen (z. B. anhand des Raumbegriffs), dass Problem-
und Fragestellungen historisch betrachtet oft eine sehr lange Zeit gebraucht haben, bevor
yendgiiltige® Definitionen vereinbart worden sind. Sie stehen also héufig erst am Ende einer
langen Entwicklung. Das Reden iiber Mathematik, egal ob es sich dabei um einen Vortrag
oder den Unterricht handelt, bringt meist genau die umgekehrte Reihenfolge mit sich. Am
Beginn steht eine Definition (oder mehrere), und dann wird daraus abgeleitet, gefolgert
(Vortrag), oder damit gerechnet (Unterricht). Es ist natiirlich illusorisch, und es wire auch
gar nicht wiinschenswert, in jedem Fall die historische Genese eines neuen Begriffs in den
Unterricht einflielen zu lassen. Zahlreiche Vorschldge dazu gibt es natiirlich, stellvertretend
sei nur KRONFELLNER 1998 genannt.

Tatséchlich geht es uns um ein mehr oder weniger ausgewogenes Verhéltnis zwischen Defini-
tionen einerseits (die eher statisch gesehen werden) und der dahinter steckenden dynamischen
Begriffsentwicklung andererseits, wie das auch VINNER 1991 beschreibt. Dieses wechselseiti-
ge Verhiltnis, die gegenseitige Beeinflussung, kann das Verstédndnis fiir die Mathematik an
sich (wieder im Sinne der Fundamentalen Ideen) stérken.
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Abbildung 3: Die fldchenfiillende PEANOkurve

Zweitens interessiert uns das Spannungsfeld zwischen Erfindung und Entdeckung. Begriffe
wie z. B. der der Kurve werden letztlich (oft aus gutem Grund) erfunden und definiert. Je-
doch entwickeln sie dann manchmal ein Figenleben nach der Eingrenzung eines Begriffs: auf
einmal entdeckt man flichenfillende Kurven, an die man vielleicht (wahrscheinlich) bei der
Festsetzung des Begriffs ,, Kurve“ nicht gedacht hat, und es ist zu vermuten, dass diese Impli-
kation auch gar nicht gewollt war: Abbildung 3. Bevor wir anhand von konkreten Beispielen
aus der (Schul-)Mathematik zeigen werden, wie Definitionen sinnvoll (in obigem Sinne) in
den Unterricht integriert werden konnen, sehen wir uns an, was die gesetzlichen Vorgaben
durch den Lehrplan und die Bildungsstandards zu Definitionen im Mathematikunterricht
meinen.

2 Was sagt der Lehrplan?

Die folgenden Zitate aus dem Lehrplan sind einfach mittels Suchbefehls nach ,,Definieren®
bzw. ,,Definition* eruiert worden.

In der AHS-Unterstufe sind folgende mathematischen Grundtditigkeiten zu entwickeln: .. .|
Argumentieren und exaktes Arbeiten, insbesondere: préizises Beschreiben von Sachverhalten,
Eigenschaften und Begriffen (Definieren); Arbeiten unter bewusster Verwendung von Regeln;
Begriinden (Beweisen); Arbeiten mit logischen Schlussweisen; Rechtfertigen von Entschei-
dungen (etwa der Wahl eines Losungsweges oder einer Darstellungsform). [...]“ ([14], 1,
Hervorhebung von S. G.).

In der AHS-Oberstufe ([13]) findet sich so: Definieren

(Beschreiben und Untersuchen) von abschnittweise definierten Funktionen,

e von sin «, cos a, tan « fiir 0° < a < 360°,

von Potenzen mit natiirlichen, ganzen, rationalen und reellen Exponenten,

von Wurzeln und Logarithmen,

(intuitives Erfassen und Definieren) des Begriffes Grenzwert von Folgen,



e der EULER’schen Zahl,

e sowie Darstellen und Untersuchen von Potenzfunktionen, von Exponential- und Loga-
rithmusfunktionen sowie von Winkelfunktionen (Bogenmaf),

e des vektoriellen Produkts,

e des Differentialquotienten (Anderungsrate), ausgehend vom Differenzenquotienten
(mittlere Anderungsrate) und

e des bestimmten Integrals.

Bemerkenswert ist die ganz unterschiedliche Einbettung des Definierens in der Unter- bzw.
Oberstufe: wird zuerst noch ganz allgemein die Tétigkeit des Definierens angefiihrt, steht
dann die Kenntnis ganz konkreter Begriffe auf dem Plan. Doch nur die Wiedergabe von
mathematischen Begriffen erscheint uns zu wenig, um die Kraft, um den Sinn und um die
Auswirkungen dieser mathematischen Grundtéatigkeit wenigstens exemplarisch demonstrie-
ren zu kénnen.

3 Und die Bildungsstandards (fiir die achte Schulstu-
fe)?

Wie beim Lehrplan machen wir uns bei den Bildungsstandards fiir die achte Schulstufe ([23])
auf die Suche und werden auch fiindig.

Die bildungstheoretische Orientierung der Standards sieht neben der Lebensvorbereitung auch
die Anschlussfihigkeitvor. Sie ,erfordert nicht grundsétzlich andere mathematische Fihigkei-
ten als die unmittelbare Lebensvorbereitung, sie verweist jedoch auch auf inhaltliche Erwei-
terungen, nimmt auf eine deutlichere Explizierung (inner-)mathematischer Zusammenhénge
und Strukturen Bedacht und betont spezifische mathematische Tétigkeiten (Formalisieren,
Definieren, Beweisen u. A.) stirker.“ ([23], 8, Hervorhebung von S. G.).

Im Inhaltsbereich Zahlen und Mafle findet sich wieder bezogen auf die Anschlussfihigkeit:
,Im Hinblick auf eine tiefergehende Untersuchung funktionaler Zusammenhénge als mathe-
matische Strukturen bzw. Modelle (Funktionenlehre, Analysis) sind grundlegendes Wissen
iiber die Zahlbereiche N, Z, Q und R (definitorische und zentrale Eigenschaften, symbolische
und grafische Darstellungen — insbesondere Schreibweisen und Zahlengerade, Beziechungen
untereinander) sowie iiber Potenzen (mit beliebiger Basis, Exponenten aus Z) und Wur-
zeln (Schreibweise, Definition, zentrale Eigenschaften, Potenzrechenregeln) von Bedeutung.“
([23], 17, Hervorhebungen von S. G.).

Das Beispiel zur Illustration der Kompetenz H/ (Argumentieren, Begriinden)-/1 (Zahlen und
Mafle)-K1 (Einsetzen von Grundkenntnissen und -fertigkeiten) lautet:

., Potenzen
Gegeben ist folgende Aussage: g—z =52
Aufgabe: Zeige, dass obige Aussage gilt! [...]



Richtige Losung:
5 5-5-5-5-5
5 5.55
Hinweise zur Losung: Der Nachweis in der angegebenen Losung wird durch Riickgriff auf die
Definition von Potenzen erbracht. |...]

=52

Andere, ebenso als richtig zu wertende Lsungen:

Nachweis durch Ausrechnen und Anwendung der Definition:

5° 3125
—=""=25=5 [..]

53 125 -]

Der angesprochene Komplexitétsbereich K1 wird wie folgt erklart: ., Die Aufgabe kann durch
unmittelbares Anwenden einer elementaren Potenzrechenregel, durch direktes Anwenden der
Definition von Potenzen oder durch Ausrechnen und Anwenden der Definition von Potenzen

gelost werden.“ ([23], 37 f., Hervorhebungen teilweise von S. G.).

Der Vollstdandigkeit halber sei noch auf den Inhaltsbereich Statistische Darstellungen und
Kenngrifien hingewiesen, der fiir die Lebensvorbereitung Folgendes leistet: ,[...] ,Aktive’
Handlungen wie Darstellen, Modellbilden oder Operieren werden sich in alltéglichen Lebens-
situationen auf eher einfache Situationen beschrinken (oder technologieunterstiitzt durch-
zufiihren sein); Argumentieren, Begriinden wird sich auf grundlegende (definitorische) Ei-
genschaften statistischer Konzepte stiitzen. [...]* ([23], 95, Hervorhebung von S. G.).

4 Klassifikation von Definitionsbildungsprozessen

In OUVRIER-BUFFET 2002, 384, finden wir die folgende Einteilung der Moglichkeiten, zu
Definitionen in der Mathematik zu kommen:

P1: Eine Definition kann ausgehend von Beispielen und Gegenbeispielen konstruiert wer-
den.

Zum Beispiel: Funktionsbegriff, Stetigkeitsbegriff. Letzterer wird als unser erstes Bei-
spiel diskutiert werden.

P2: Eine Definition kann durch die Loésung einer Problemsituation, durch einen Beweis
erzeugt werden (beweiserzeugte Definitionen).

Zum Beispiel: Binomialkoeffizient. Ein Auswahlproblem, ndmlich k£ Elemente aus einer
n-elementigen Menge ohne Wiederholung auszuwéhlen, fithrt auf ihn.

P3: Eine Definition kann durch einen Modellierungsprozess motiviert sein.

Zum Beispiel: Momentangeschwindigkeit. Das Betrachten immer kleiner werdender
Zeitintervalle und der Wege, die in solchen zuriickgelegt werden, fordert die Modell-
bildung der Grenzwertberechnung dieser Geschwindigkeiten heraus. Was dabei mathe-
matisch entsteht, hat nur approximativ eine Entsprechung in der Realitdt. Dennoch
ist der so geschaffene Begriff sehr leistungsfahig bei der Erklarung von kinematischen
Phénomenen.
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Abbildung 4: Eine Funktion ohne Nullstellen

5 DBeispiele

5.1 Zum Stetigkeitsbegriff — P1

Wofiir ist dieser eigentlich im Mathematikunterricht (in der AHS in der zehnten Schulstu-
fe) vorgesehen? — Wir geben zwei (neue) Antwortversuche: Erstens kann er exemplarisch
das oben angesprochene FEntdecken von Konsequenzen zeigen, die folgender Wunsch mit
sich bringt: Wir wollen Funktionen, deren Graph ,fadenformig” verlauft, charakterisieren!
Warum? — Um zu sichern, dass Verfahren zur Nullstellensuche funktionieren, wenn posi-
tive Funktionswerte und negative Funktionswerte konstatiert werden, also Abbildung 4 ist
nicht erwiinscht (sieche GOTz/REICHEL 2005, 238). Bekanntlich ringen zwei Definitionen von
Stetigkeit um die Vorherrschaft in der Analysis 1 und auch in der sechsten Klasse AHS:

1. Die iibliche Definition 1 (HEUSER 1986, 215):

Die auf X C R definierte reelle Funktion f ist genau dann in £ € X stetig, wenn es
zu jedem € > 0 ein § = d(g) > 0 gibt, so dass fiir alle x € X mit |z — £| < 0 immer

|f(z) = f(€)| < € ausfillt.
2. Die iibliche Definition 2 (HEUSER 1986, 212):

Die reelle Funktion f ist an der Stelle £ ihres Definitionsbereichs X stetig, wenn fiir
jede Folge (z,,) aus X, die gegen & strebt, immer auch f(z,) gegen f(£) konvergiert.

Bemerkung: Die Aquivalenz der beiden Definitionen ist ein Satz, ebenda, 215.

Die Existenz konkurrierender Definitionen zeigt, dass eine willkiirliche bzw. absichtsvol-
le Wahl hinter der Heranziehung der einen oder anderen in einer bestimmten Situation
steckt. Das Auftauchen bestimmter Definitionen ist also (oft) begriindet, also reden wir
auch dariiber, machen wir diese Tatsache auch transparent!

sin i x#0
0 rx=0"
dung 5 zeigt. Sie ist bekanntlich nicht stetig in Null, was mit Definition 1 sofort einsichtig
ist: V6 > 0 3z mit |z] < § und |f(z)| > 3, d. h. die Schwankung der Funktionswerte in der
Néhe von Null ist nicht ,in den Griff* zu bekommen. Es bleibt die Frage offen, ob dieser
Graph fadenférmig ist. Wird die Eigenschaft ,,fadenférmig“ des Graphen einer Funktion da-
mit gleichgesetzt, dass sie, die Funktion, stetig ist, dann ist dieser Graph nicht fadenformig.
Andererseits, ,,Locher” hat er auch nicht.

Eine erste Konsequenz zeigt die Funktion f(z) = deren Graphen Abbil-
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Abbildung 5: Stetigkeit als Fadenformigkeit versus e-9-Stetigkeit

Abbildung 6: Erzwungene Stetigkeit

Die Definiton 2 hier anzuwenden, ist miihsam, betrachte die Folgen z, = ﬁ versus y, =

m von Argumenten, ihre (bis auf das Vorzeichen jeweils konstanten) Funktionswerte
stimmen im Grenzwert n gegen Unendlich, d. h. z,, und y,, gegen Null, nicht {iberein. Schon,
aber wie soll man da darauf kommen? Hier wird die nicht zu unterdriickende Schwankung
bei Null noch zusétzlich explizit gemacht, was nicht unbedingt nétig ist und einen kreativen

Akt erfordert.

Es ist also auch eine didaktische Frage nach der Wahl der ,,richtigen®, soll heiflen passenden,
adaquaten, bequemen Definition!

Abbildung 6 zeigt den Graphen einer iiberall stetigen Funktion. Sie ist durch

.gin 1
g(x) = { g S ifg definiert: die Schwankung wird durch den Faktor x um Null
eingedammt, aber dort ist sie nicht differenzierbar: lim,_,

limy, sin% existiert nicht nach Definition der Differenzierbarkeit einer reellen Funktion

9(0+h)—g(0)
0 h -
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Abbildung 7: Erzwungene Differenzierbarkeit

g in einem Punkt xo. Wir haben die Schwankung also nur ,,oberflichlich® unterdriickt.

Bemerkung: Den gegebenen Funktionsterm nach den {iblichen Differentiationsregeln abzu-
leiten und dann den Grenzwert x gegen 0 zu betrachten, ist nicht unbedingt zuléssig. Die
Funktion braucht ja nicht stetig differenzierbar in 0 zu sein. Hier ist sie ja nicht einmal
differenzierbar in 0.

Jetzt unterdriicken wir griindlicher: wir wihlen z? statt z als Faktor und erhalten so die
x? - sin% x #0

Funktion i(z) = 0 o0 Sie ist bekanntlich iiberall stetig und differenzierbar,
also auch in Null: die Schwankung der Schwankung wird durch den Faktor z? um Null
eingeddmmt:

. i(0+h)—i(0) . h2.sin & . .1 . . .
limy, o === — = limj_o —5—= = limy_o h-sin - = 0 wieder nach Definition. Abbildung 7

zeigt den zugehorigen Graphen.

Zusammenfassend halten wir fest, dass Stetigkeit einer Funktion die Fadenformigkeit des
zugehorigen Graphen nach sich ziehen kann, aber auch keine Sprungstellen bedeuten kann,
des weiteren eine beliebig klein zu bekommende Schwankung der Funktionswerte, wenn nur
die Argumente eng genug beisammen liegen.

Differenzierbarkeit kann keine Knicke im zugehorigen Graphen mit sich bringen oder kein
Verlassen des zugehorigen e-Sektorstreifens: Abbildung 8 nach T1ETZE/KLIKA /WOLPERS
1997, 192.

Betrachten wir nochmals Abbildung 4 im Lichte des eben Festgestellten. Was schwankt

hier? — Nichts: zwei konstante Funktionswerte rufen Definition 2 auf den Plan: z, = —%
und 7, = +.

n
Beachte: konstante Folgen konvergieren auch, obwohl sie sich nicht ndhern! Das passt so gar
nicht zur Vorstellung, dass bei Anndherung der Grenzwert im Endlichen nicht erreicht wird.

Im Gegensatz zu P2 (Kapitel 4: beweiserzeugte Definition) geben wir nun ein Beispiel fiir
eine beweiserzeugende Definition: Abbildung 9. Auf die Definition kommt’s an! — Also:

f(z) = { :f_ . i ; 8 . Obwohl der Graph nicht in einem Stiick ist, die Funktion nicht



Abbildung 8: Zum e-Sektorstreifen

v

Abbildung 9: Eine (?) stetige (?) Funktion



Abbildung 10: Eine stetige (7) Funktion

durch eine Formel gegeben ist und der Graph nicht kontrollierbar schwankt, was so gar
nicht zu den Vorstellungen einer (stetigen) Funktion passt, siehe TALL/VINNER 1981, 168,
ist f in % stetig. Wie kann man das zeigen? — Mit Hilfe von Definition 1! Zu zeigen ist:
}x—%} <6 — ’f(x)—f(%)} < e, weil:

1. z€Q: }x—%}<s,also§::5.

2. z ¢ Q: }1—36—%}:’%—95}<€,alsowieder(5::5.

Conclusio: Stetigkeit ist eine lokale Eigenschaft einer Funktion, sie bezieht sich primér auf
eine Stelle. Eine Funktion f ist global stetig, wenn f in jedem Punkt lokal stetig ist. Insofern
ergibt sich globale Stetigkeit als Konjunktion (i. Allg. unendlich vieler) lokaler Eigenschaften.

Last but not least Abbildung 10. Hierbei soll es sich um eine stetige Funktion handeln.
Tatséchlich, denn die Definition von f: Q +— Q lautet:

0 <0 oder 22 <2 e
f(z) = L 2> 0und 22> 9 (TALL/VINNER 1981, 168). Stetigkeit ist immer (auch)

beziiglich des Definitionsbereichs zu verstehen.

Bei diesen Beispielen geht es uns selbstverstdndlich nicht darum, mit ,, Taschenspielertricks®
Studierende bzw. Schiiler(innen) hineinzulegen, um Unsicherheit bei ihnen zu erzeugen. Nein,
es geht uns darum, eindrucksvoll und daher hoffentlich nachhaltig zu zeigen, wie komplex
einerseits (mathematische) Begriffe sein konnen, was unter eine scheinbar einfache Definition
alles fallen kann. Und andererseits, wie méchtig das Werkzeug ,, Definition verwenden, sich auf
sie berufen® sein kann, abseits von der bloflen versténdnislosen Wiedergabe eines Merksatzes.

5.2 Kegelschnitte

Sie spielen im Mathematikunterricht in Osterreich unterschiedliche Rollen: als Kegelschnitte
eine marginale, als Ortslinien bevorzugt in der Unterstufe, als algebraische Objekte gerne in
der Oberstufe und schliefflich als Graph gewisser funktionaler Abhéngigkeiten — prominentes
Beispiel: indirekte Proportionalitit — bleiben sie im real existierenden Mathematikunterricht
oft ein Mysterium. So deutlich wie sonst kaum bei einem Thema der Schulmathematik ent-
steht hier (ja muss entstehen!) das Bediirfnis, Zusammenhinge aufzuzeigen! Wie das gehen
kann, soll im Folgenden angedeutet werden.



Abbildung 11: y = &
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Abbildung 12: Hyperbel in erster Hauptlage

Das Mysterium ist gleich aufgeklirt: entweder durch eine (einfache) Hauptachsentransfor-
mation (so viele werden wihrend des Studiums gerechnet, warum diese nicht?) oder ,zu
Fuf3“, ein Bild zeigt den Weg: Abbildungen 11 und 12. FEine einfache Drehung um 45°
bringt also Klarheit: Aus den alten Koordinaten (z,y) mit y = % bzw. z -y = 1 bzw.

0o i
x,Y) - 2 ). () =1 werden mittels der Drehmatrizen
0 Y

N[ =

V2 V2 V2 V2
2 2 bZW 2 2
2 2 2 2

die neuen Koordinaten (Z,3) mit T2 — *> = 2, also eine (gleichseitige) Hyperbel in erster
Hauptlage mit a = b = /2.

Mit Hilfe der DANDELIN’schen Kugeln kann man bekanntlich zeigen, dass Kegelschnitte

wirklich den entsprechenden Ortsliniendefinitionen geniigen. Die Beweise sind nicht einfach:
siche GOTZ/REICHEL 2006, 218 f.

Wir zeigen einen anderen, einfacheren Zugang, wenngleich der nicht genau dasselbe meint.
Abbildung 13 liefert folgende Einsichten: Im rechten Bild ist Z(KT'C')=90°, in der (Zeichen-)
Ebene TCK liegt die Achse des Kegels. AP ist die Schnittgerade mit Ebene ¢ senkrecht auf
TK. Im linken Bild erkennen wir, dass diese Ebene € den Kegel in einer Kurve c schneidet.
Q, R € c werden auf Zeichenebene projiziert: P. Es sei weiters y := QP = PR und z :=
AP. Das rechte Bild zeigt, dass AI und GPH parallel zu KC sind, und den Schnittpunkt



Abbildung 13: Parabel als Kegelschnitt

{L} =en Achse. Dann gilt:

y> = GP-HP (THALES und Hohensatz)
— V2. AP-HP = (AG = AP und Z(GAP) = 90°)
= V2.AP-Al = (APHI ist ein Parallelogramm)
= V2.AP-V2-AL= (ALIT ist ein Quadrat)
= 2-AL -z .

Nun ist AL = AT =: p = const. fiir alle Punkte auf c.

Umgekehrt kann die Kurve ¢ mit y?> = 2px durch einen rechtwinkeligen Schnitt an einem
rechtwinkeligen geraden Kreiskegel realisiert werden, indem man T'A = p an der Erzeugenden
TK von der Spitze T aus abtrigt (siehe Abbildung 13, [25]).

Ein Ubersichtsdiagramm zeigt, welche Zusammenhiinge in diesem Themenkreis begriindet
werden kénnen:

exemplarisch
Kegelschnitte socben algebraische Objekte
exemplarisch
soeben Standard
Graph best. Fkt. Ortsliniendefinition

In ABLEITINGER/GOTZ 2009 findet sich ein schones Beispiel dafiir, wie unterschiedliche
Zuginge (algebraisch, geometrisch) zu einem bestimmten Problem verschiedene Definitionen
einer Hyperbel (algebraisches Objekt, Ortsliniendefinition) bemiihen.

Ein zweites Beispiel fiir das Auftreten von Kegelschnitten sei hier kurz dargestellt: Beim
FuBiball laufe ein Stiirmer im rechten Winkel auf die Toroutlinie zu. Der Abstand von der
naher liegenden Torstange zum Schnittpunkt der gedachten Verldngerung der , Laufbahn®
des Stiirmers mit der Toroutlinie ist gegeben. In welchem Abstand von dieser sieht er das
Tor unter maximalem Winkel? Es sei AB =: a = 7,32m die Breite des Tors AB, AF =: b
der oben beschriebene Abstand und PF =: z die gesuchte Entfernung in Abbildung 14.



A
y = 18.65617°
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Abbildung 14: Die Situation

Abbildung 15: Abhéngigkeit x von b

P ist der optimale Punkt. — Wie gro8 ist 27 Der Sekanten-Tangenten-Satz gibt Auskunft:

22 =b-(b+a) — z=+/b-(a+b) = /b- (7,32 +b) ergibt ausgeschrieben (b + 3,66)> —
2% = 13,3956, also die Gleichung einer Hyperbel: Abbildung 15. Fiir groSe Absténde b nithert
sich die optimale Entfernung x bis auf eine halbe Torbreite b an.

5.3 Primzahlen

Die iibliche Definition z. B. in BARTHOLOME/RUNG/KERN 2008, 80, lautet: Eine Zahl
p > 1 € N heifit Primzahl, wenn sie genau zwei Teiler hat, ndmlich 1 und sich selber.

Eine héufig gestellte Frage in diesem Zusammenhang ist: Warum lédsst man Eins nicht mit-
spielen?

Die fast ebenso haufig gegebene Antwort meint: ansonsten verliert man die Eindeutigkeit
der Primfaktorzerlegung!

Ein schon viel seltener gehorter Einwand konnte sein: Gut, aber so ist Eins die einzige
natiirliche Zahl, die keine Primfaktorzerlegung besitzt!



Wenn wir schon nicht von Willkiir bei der Definition von mathematischen Begriffen sprechen
wollen, dann halten wir jedenfalls aber fest, dass eine profunde a priori-Kenntnis iiber den
fest zu legenden Begriff an sich und iiber die Funktionen des Begriffs dabei vonnéten sind:
was soll er leisten (kénnen)? Nur dann kann iiber eine(n) vorliegende(n) Definition(sversuch)
fundiert geurteilt werden (P1imm 1993, 271).

Ubrigens ist Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in N keine Selbstverstiandlichkeit: Be-
trachten wir G = {2,4,6,8,10,12,14,16, ...}, also die Menge der geraden Zahlen, und defi-
nieren wir darauf eine G-Primzahl (KUBA/GOTZ 2004, 7): Eine gerade Zahl z nennen wir
eine G-Primzahl, wenn es keine geraden Zahlen m und n gibt, so dass z = m - n gilt.

Wie sehen diese aus? — {2, 6, 10, 14, 18, 22, 26, 30, 34, ... }, also die Doppelten von ungeraden
Zahlen: Fiir 60 = 2 - 30 = 6 - 10 liegen aber zwei verschiedene Zerlegungen in G-Primzahlen
vor. Und das ist natiirlich kein Einzelfall. Allgemein gilt fir n,m € N: 4-(2n+1)-(2m+1) =
2-Cn+1D]-[2-2m+1)]=2-2-2n+1)-(2m+1)].

5.4 Binomialverteilung

Beginnen wir mit der folgenden Definition:

Es seien X1, ..., X, unabhingig verteilte Zufallsvariable mit P(X; =0) = 1—p, P(X; =1) =
p,t = 1,...,n. Dann heifit die Verteilung der Summe S,, = X; +- - -+ X,, Binomialverteilung
mit den Parametern n und p.

Klingt plausibel, ist aber leider nicht wahr! Es handelt sich hierbei ,nur* um einen Satz!
Denn: Definitionen sind immer Genau dann, wenn-Beziehungen, diese aber nicht, sie gilt
nur in einer Richtung:

Satz 1 (falsch). Es seien Xi,..., X, Zufallsvariable dergestalt, dass ihre Summe S, = X, +
-+ X, binomualverteilt ist mit den Parametern n und p. Dann sind X4, ..., X, unabhdngig
voneinander und es gilt

PX;=0)=1-p, PX;=1)=p, i=1,...,n.

Ein Gegenbeispiel fiir n = 2 ist
P(X;=0) =g P(X;=1) =2
P(Xy; =0|X; =0) =

P(X;=0/X;=1)=3 P(Xp=1|X;=1)

3
4
5
8
Es gilt, dass X+ X5 binomialverteilt ist mit n = 2 und p = % Aber: Eine einfache Rechnung
zeigt, dass P(X, = 0) = 2 und damit P(X, = 1) = 1, das heift erstens, dass X; und X,
nicht unabhdngig voneinander sind, und zweitens, dass die Erfolgswahrscheinlichkeit p nicht
konstant ist (DAVIES 2009, 6).

Wenn man hingegen die obige ,,Definition® so liest:

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung V' auf der Menge {0, 1,...,n} heifit Binomi-
alverteilung, wenn es unabhéngig verteilte Zufallsvariable X1, ..., X, mit P(X; =
0)=1—p (mit p € [0,1]) und P(X; = 1) = p, i =1,...,n, gibt, deren Summe
die Verteilung V' hat.



Abbildung 16: Ein Flichenvergleich — wohldefiniert?

Dann ist ebenfalls die Genau dann, wenn-Beziehung erfiillt. (Warum?)

Was keinesfalls passieren darf, ist, dass ein falscher ,,Umkehrschluss® gezogen wird: Wenn die
betrachteten Zufallsvariablen nicht diese Eigenschaften haben, dann kann auch ihre Summe
nicht der Binomialverteilung geniigen. ,,Geben® schlieft eben nicht aus, dass es nicht auch
noch andere Wege gibt, eine Binomialverteilung zu erhalten. Und die gibt es tatséchlich.
Die Binomialverteilung mit den Parametern n = 2 und p = 1 kann auf (mindestens) zwei
Arten zustande kommen: erstens als Verteilung von S = X; + X5, wobei X;, X, voneinander
unabhéngige, identisch zweipunktverteilte Zufallsvariablen mit p = % sind. Oder als Summe
von jenen zwei abhingigen, zweipunkt- aber nicht identisch verteilten Zufallsvariablen, die
wir eben angegeben haben.

Zum Schluss sei noch darauf hingewiesen, dass fiir jedes p € [0, 1] genau eine entsprechende
1 mit P(X;=1)=p

Binomialverteilung auf {0, 1,...,n} existiert. Denn sei X; = 0 sonst (1=
1,...,n) eine zweipunktverteilte Zufallsvariable. Dann ist die Zufallsvariable S, :=>"" | X;
mit X; stochastisch unabhéingig voneinander geméf P(S, = k) = () - p* - (1 — p)" T =y,

k=0,1,...,n, verteilt. Damit haben wir die gesuchte Verteilung: V' = (po, p1, ..., Dn)-

5.5 Zur sogenannten Wohldefiniertheit

Eine , wohldefinierte* Aufgabe (aus MATHE-LMU.DE NR. 20 — Juli 2009, 22): Welcher
Flacheninhalt ist grofler, der des grau eingefirbten Kreisringes oder der des nach rechts
geriickten Kreises (Abbildung 16)?

Erst das richtige (im Sinne der Wohldefiniertheit) Deuten der Hilfslinien (teilweise strichliert)
klart die Lage des Kreises und damit auch die gesuchte Gréflenbeziehung zwischen Kreisring
und Kreis. Das heifit, die zugrundeliegende Frage lautet eigentlich: ,Wie liegt der Kreis?“
oder ausfiihrlicher: ,Woran erkenne ich, dass die in der Angabe gestellte Aufgabe eindeutig
bestimmt ist?* Das Konzept des Festlegens, des Definierens, soll als Werkzeug, als Methode
zum Problemlosen, mit einer weiteren Aufgabe (aus MATHE-LMU.DE NR. 21 — Januar
2010, 22) noch vertieft werden: Abbildung 17.

Auf einem Straflenbahngleis liegt ein Quadrat, dessen Seitenlénge gleich dem Abstand zwi-
schen den Schienen ist. Wie grof3 ist der Winkel zwischen zwei Geraden, die iiberkreuzt die
Schnittpunkte der Quadratseiten mit den Schienen verbinden?



Abbildung 17: Ein (?) gesuchter Winkel — wohldefiniert?

Abbildung 18: Der gesuchte Winkel — wenn es ihn gibt — betréagt 45°.

Wenn wir davon ausgehen, dass die Aufgabe, weil sie einer Rétselecke entstammt, wohldefi-

niert ist, dann sehen wir uns blof3 einen Spezialfall davon an, aus dem wir die Lésung sofort
erkennen: Abbildung 18.

Apropos Wohldefiniertheit: Ist v/4 = +2 oder nicht? Die Antwort findet sich sehr ausfiihrlich
in REICHEL 1992. Hier eine Kurzversion: Die reelle Zahl z heifit Quadratwurzel der reellen
Zahl a > 0, wenn £ > 0 und z? = a ist. Gibt es immer eine solche Zahl z? Ja, das garantiert
die Volistindigkeit der reellen Zahlen (ebenda, 122 f.). Sie stellt die Existenz sicher, die
Eindeutigkeit ist dann ein Dreizeiler (ebenda, 124).

In HEUSER 1986, 78 (leicht gekiirzt), finden wir dazu: ,Ganz unsinnig ist eine ,Gleichung
der Form v/4 = £2. [...] Die Losungen von 2> = 4 werden gerne in der Kurzschreibweise
715 = 2 angegeben, was dann zu dem Missverstindnis v/4 = 42 fiihren kann. [...] Es ist

zwar stets (y/a)® = a, jedoch nicht immer Va2 = a. Z. B. ist /(—1)2 # —1.¢

In C ist alles anders: Was meinen Sie zu folgender Rechnung:

A= =ii=v—1-vV=1=(=1)-(=1)=4/(-1)’=V1=17

Kann sie vielleicht damit erklirt werden, dass v/1 = +1 ist, weil ja sowohl 12 = 1 ist als
auch (—1)% = 1 ist?
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Abbildung 19: Eine Achsspiegelung

Die Rechenregeln fiir die Wurzeln, die wir aus R kennen, gelten in C nicht mehr: es gibt da
keine Wurzel funktion. Tatséchlich sind dort die Wurzeln mehrdeutig definiert. Die Bedingung
x > 0 in obiger Definition féllt zwangslaufig in C weg, C kann ja bekanntlich nicht so
angeordnet werden, dass C zu einem angeordneten Korper (wie R) wird.

5.6 Geometrie

Kongruenzabbildungen in der Ebene (nach KRAUTER 2005, Kap. 2) sind ein gutes Beispiel
fiir eine Definition, die durch P2 (Kapitel 4) entsteht. Wir beginnen mit einer einfachen
Achsspiegelung: Abbildung 19.

Zwei Achsspiegelungen entsprechen einer Drehung: Abbildung 20, oder einer Translation,
wenn die Achsen parallel liegen.

Die Verkettung von drei Achsspiegelungen kann entweder durch eine ersetzt werden: Abbil-
dung 21, das gilt auch fiir kopunktale Achsen, das sind solche, die durch einen gemeinsamen
Punkt gehen. Oder es ergibt sich eine sogenannte Schub- oder Gleitspiegelung: Abbildung 22.
Sie entsteht durch Kombination einer Achsspiegelung und einer Verschiebung in Richtung
der Achse.

Zwel Satze ...

Satz 2. Die Verkettung von drei Achsspiegelungen, deren Achsen nicht in Bischellage lie-
gen (sie schneiden einander also nicht in einem Punkt und sie liegen auch nicht parallel
zueinander), ist stets eine Gleitspiegelung.

Satz 3 (Reduktionssatz). Die Verkettung von vier Achsspiegelungen ldsst sich stets auf eine
Verkettung von zwei Achsspiegelungen reduzieren, sie ist also stets eine Translation oder
Rotation.



Abbildung 20: Zwei Achsspiegelungen = eine Drehung

Abbildung 21: Drei parallele Achsspiegelungen co b o a = eine Achsspiegelung d



¢

Abbildung 22: Zwei Achsen parallel, eine senkrecht darauf: ¢; o by o a; = eine Gleitspiegelung

...und drei Korollare

1. Jede endliche Verkettung von Achsspiegelungen lésst sich als eine Verkettung von ma-
ximal drei Achsspiegelungen darstellen.

2. Jede Verkettung aus einer

e geraden Anzahl von Achsspiegelungen ist stets eine Rotation oder eine Translati-
on.
e ungeraden Anzahl von Achsspiegelungen ist eine Achs- oder Gleitspiegelung.
3. Es gibt nur vier Typen von aus Achsspiegelungen erzeugten Abbildungen: Achspiege-

lungen, Drehungen, Verschiebungen und Gleitspiegelungen. Jede endliche Verkettung
aus solchen Abbildungen ist wieder von einem dieser Typen.

... beschlieBen eine (formale)?® Definition: Eine Kongruenzabbildung der Ebene ist eine Achs-
spiegelung oder eine Verkettung von endlich vielen Achsspiegelungen.

Eine andere Frage: Was ist ein Parallelogramm? — Antwort: Ein Viereck,
1. dessen gegeniiberliegenden Seiten jeweils parallel sind.
2. dessen gegeniiberliegenden Seiten jeweils gleich lang sind.

3. dessen gegeniiberliegende Winkel jeweils gleich grofl sind (je zwei benachbarte miissen
dann supplementér sein).

3Eine wesentlich anschaulichere Definition ist: Kongruenzabbildungen in der Ebene sind Abbildungen,
die jede Figur in eine dazu deckungsgleiche (kongruente) Figur abbilden.



4. dessen Diagonalen einander halbieren.

Hier ist die Aquivalenz von Definitionen wie schon in Kapitel 5.2 — allerdings auf viel
elementarerem Niveau — zu zeigen: z. B. mittels 1 <+ 2 A 1 < 3 A 1 < 4oder1l —
2 — 3 — 4 — 1. (Letzteres wére die elegantere Moglichkeit.) Dabei kann man sich auf die
Kongruenzsétze von Dreiecken stiitzen.

6 Didaktische Reflexion

Begriffsbildungen sprechen immer Grundvorstellungen nach voM HOFE und MALLE an,
wir haben das an der Stetigkeit einer Funktion gezeigt, wo sicher der Aspekt der ,Fa-
denférmigkeit” des zugehorigen Graphen bzw. seine Liickenlosigkeit oft im Vordergrund
steht. Dabei haben wir also die mathematischen Aspekte betont, vgl. concept image and con-
cept definition von TALL/VINNER 1981, 151-154. Die grundlegende Frage, die Motivation
unserer Betrachtungen in diesem Zusammenhang lautete: ,, Was bringen mathematische Be-
griffe, Konzepte an Konsequenzen mit sich, die urspriinglich (zum Teil wenigstens) gar nicht
intendiert waren?* Hier geht es uns demnach um eine Analyse mathematischer Begriffe bzw.
ihrer Festsetzungen (Definitionen), die auf verschiedenen Ebenen der Tiefe und Komplexitét
vonstatten gehen kann. Der/die Lehrer(in) kann daher — bei gegebenem fachlichen Hinter-
grundwissen — justieren, welches Exaktifizierungsniveau er/sie anstrebt. Entscheidend ist,
dass Aspekte eines mathematischen Begriffes bewusst weggelassen werden, und nicht blof3
aus eigener Unwissenheit. Dazu gehort auch, dass man sich im Klaren dariiber ist, welche
Konsequenzen man sich damit einhandelt bzw. einhandeln koénnte.

Der Aspekt der Willkiir einer definitorischen Festsetzung bzw. der Auswahl einer bestimmten
Definition unter mehreren, z. B. Eins eine Primzahl oder e-d-Stetigkeit versus Folgenstetig-
keit, ist ein eminent wichtiger. Virtuositdt im mathematischen Denken (auf jedem Niveau)
zeigt sich auch dadurch, ob immer die ,richtige” Definition fiir einen Beweis, fiir ein Problem
herangezogen wird. Welche Eigenschaften eines Begriffes werden in einer gegebenen Situation
eine Rolle spielen? Denken wir an das eben angefiihrte Beispiel der verschiedenen Definitio-
nen eines Parallelogramms. Wenn wir den Satz iiber das Mittenviereck beweisen wollen, das
namlich immer ein Parallelogramm ist, dann tun wir gut daran, die erste Definition des
Parallelogramms oben in Betracht zu ziehen. Es ist kein Zufall, dass das gewéhlte Beispiel
hierzu aus der Geometrie stammt, sie bietet ein reiches Feld an alternativen Definitionen,
vgl. VINNER/LINCHEVSKI/ KARSENTY 1993.

Definitionen sind kontext- und aufbauabhdngig: was ist eine Definition, was ein Satz? Nehmen
wir z. B. die Unabhéngigkeit von zwei Ereignissen A, B in der Wahrscheinlichkeitsrechnung
her: P(A|B) = P(A) oder P(AN B) = P(A) - P(B). Wir miissen argumentieren, warum wir
z. B. in der Vorlesung, im Unterricht so und nicht anders definieren. Die erste Definition
hier ist inhaltlich einfacher zu interpretieren als die zweite, sie ist intuitiver (Information
tiber B beeinflusst nicht mein Wissen iiber A), dafiir ist die zweite ausbaufihig in Hinblick
Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen. Auflerdem ist sie symmetrisch in A und B. Und die
bedingte Wahrscheinlickeit P(A|B) ist fiir P(B) = 0 nicht definiert.

Definitionen sind Ubereinkiinfte (a) zwischen Lehrenden und Lernenden, z. B. in einer Vor-
lesung, (b) innerhalb der mathematical community oder (c) lexikalischer Natur (scheinbar
objektiv), nach VINNER 1976, 425 ff. Sie fallen also nicht vom Himmel, diese Einsicht kann
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Abbildung 23: v/2 # 2

sehr erleichternd sein, weil sie relativiert und erinnert, dass Mathematik von Menschen ge-
macht wird. Sie ist in diesem Sinne nicht objektiv. Jede/r kann und darf in der Mathematik
definieren! Allerdings: Ob die Definition sinnvoll ist, ob die Festsetzung wohldefiniert ist, zei-
gen dann die (Spiel-)Regeln der Mathematik, nicht mehr das Individuum, welches definiert
hat. So gesehen wire es nicht unbillig, wenn Schiiler(innen) dieses Recht im Unterricht auch
einfordern.

Die Figentdtigkeit der Schiiler(innen) (vgl. SCHNEITER/ZIMMERMANN 1985) kann von selbst
Definieren von einfachen mathematischen Begriffen bis zum Definitionen Formulieren am
Ende eines Modellierungs- oder Problemlseprozesses fithren. Dabei sollten folgende Fragen
analysiert werden: (a) ist es das, was wir wollten?, (b) kdimen wir auch mit weniger aus? oder
(¢) brauchen wir noch etwas zusétzlich? — Die Eigenschaft der Minimalitit einer Definition
kann so thematisiert werden. Am Ende steht dann der Vergleich mit der Lehrbuchdefinition.

Eine (Vor-)Ubung in diesem Zusammenhang kann sein, graphisch vorgegebene geometrische
Figuren verbal jemandem zu beschreiben, der diese Figur vorher nicht gesehen hat. Dieser
muss dann aufgrund der verbalen ,Definition“ die Figur zeichnen, ein Vergleich mit der
Vorlage zeigt, wie sehr dem gefliigelten Wort ,,Ein Bild sagt mehr als tausend Worte* Tri-
but gezollt wurde. Auch hier kann das Gebot der Minimalitdt wenigstens im Nachhinein
iiberpriift werden.

Das Spannungsfeld Umgangssprache — Fachsprache spielt auch im Zusammenhang mit Defi-
nieren eine wesentliche Rolle. Wir haben das ,,sich Ndhern* einer konstanten Folge themati-
siert, sie ist ja immer schon ,da“, oder aber auch (z. B. MULLER 1982, 350) Abbildung 23.
Hier ist die Annédherung eine scheinbare, oder zumindest eine mit Tiicken. Die Bogenlédngen
der Treppenkurven konvergieren nicht gegen die Liange der Diagonale des Quadrats, auch
wenn es scheinbar so aussieht. Die Ecken der Stufen widersetzen sich, erinnern wir uns: die
Formel fiir die Bogenldnge einer Kurve enthélt die erste Ableitung der zugrundeliegenden
Funktion.

Eine reiche Quelle fiir Definitionsuntersuchungen bietet der Funktionsbegriff, z. B. in VINNER
1983.

7 Ausblick und zum guten Ende

Das erweiternde Umdefinieren hat Fritz SCHWEIGER in die didaktische Diskussion einge-
bracht. An zwei Beispielen sei zum Schluss demonstriert, was er damit meint (SCHWEIGER



0. J., 43, 46). Die Formel j(R) = ab fiir den Flécheninhalt eines Rechtecks mit Seitenléngen
a,b € N kann durch Auslegen mit dem Einheitsquadrat begriindet werden, fiir a,b € R
wird der Flicheninhalt durch dieselbe Formel definiert, um j(AR) = A%j(R) (A € RT) und
J(R1 4+ R2) = j(Ry1) 4+ j(Rs) zu erhalten. Dabei meint R; + Ry die disjunkte Vereinigung.

Zweitens definieren wir (—a)(—b) = ab in den ganzen Zahlen, um das Kommutativgesetz
beziiglich der Multiplikation zu erhalten. Dabei ist ab die a-fache Summe von b mit a,b € N.

Drei Zitate belegen endlich die in diesem Artikel angesprochenen Aspekte des Definierens
im Mathematikunterricht:

[...] Der Kundige andererseits wird unbefriedigt sein tiber den oft , halbfertigen®
Zustand der Begriffsdefinitionen, iiber das Fehlen einer strengen Axiomatik und
iiber die Vorlaufigkeit mancher Theorien. Dies aber gehtrt zum Lernprozess not-
wendigerweise dazu. Ich bin {iberzeugt davon, dass sich Begriffe nicht mit einer
einmal gegebenen Definition ausbilden, sondern in der laufenden Arbeit an einem
wissenschaftlichen Gebiet fortentwickeln und ausdifferenzieren. Diesem Prozess
will ich Raum geben. [...]

aus KRAUTER 2005, Vorwort, zeigt das Entwicklungspotential, das in mathematischen Be-
griffen steckt, wenn sie immer wieder unter anderen Gesichtspunkten, auf einer anderen
Ebene aufgegriffen werden.

Beriihmt ist natiirlich das folgende Zitat:
Das Wesen der Mathematik liegt in ihrer Freiheit.

von Georg CANTOR (KUBA/GOTz 2004, Cover). Die Kehrseite der Freiheit ist die Willkiir,
in jedem Fall sind die Folgen des Definierens zu tragen, sie konnen nicht negiert werden, dies
entspricht sozusagen der Verantwortung.

Von PASCAL stammt die erste Grundregel des Definierens (zitiert aus KrROLL 2010, 48):

Nichts definieren wollen, was in sich selbst so bekannt ist, dass man keine noch
klareren Begriffe hat, um sie zu erklaren!

Sie erinnert daran, das Kind nicht mit dem Bad auszuschiitten, also nicht ,alles* (im Ma-
thematikunterricht) definieren zu wollen, der Artikel dagegen soll ermuntern, das Wasser
wenigstens in die Wanne einzulassen, das heifit den Mathematikunterricht fiir diese mathe-
matische Grundtéatigkeit des Definierens zu 6ffnen, um bei dem Bild zu bleiben.
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