Modellbildung — Simulation — Interpretation
mit Beispielen aus der mathematischen Okologie

Gunther Karigl, TU Wien

Zusammenfassung

Mathematik einmal anders: Okologische Zusammenhérigmnen und in mathe-
matischen Modellen nachbauen, die Modelle am Coenputogrammieren, das
Losungsverhalten studieren, mit Parametern expetiaren und neue Einsichten
gewinnen. Dieser Beitrag soll Anregungen lieferie @in solches Vorhaben im
Unterricht umgesetzt werden kann.

0 Einleitung

Okologische Problemstellungen sind immer wiedeuakt Man denke z.B. an Fragen des
Bevolkerungswachstums, der Ausbeutung von Fiscébdsh in den Weltmeeren oder des
Klimawandels, die seit vielen Jahren regelméaRigdeikehrend die Berichterstattung in den
Medien bestimmen. Weitere Aufgabenstellungen dethemaatischen Okologie stellen die
Beschreibung der Wechselwirkungen zwischen ein odenreren Populationen und ihrer
Umwelt in einem Okosystem dar, Fragen der wirtstioh&én Nutzung eines Waldbestandes,
Probleme der Ausbreitung von Schadstoffen in Gesvassnd in der Luft, und viele andere
mehr.

Aus Sicht der Mathematik bieten Okosysteme dariiieaus ein interessantes und viel-
faltiges Losungsverhalten. Prinzipiell kann die Mibbildung und der Einsatz mathe-
matischer Methoden auf drei Ebenen erfolgen: (ijlén so genannten quantitativen Theorie
geht es um die Beschreibung von Okosystemen dumdeNgleichungen, zumeist Differen-
zen- oder Differentialgleichungen, und um derenlieitp Losungen. (ii) Die qualitative
Theorie dagegen beschaftigt sich mit globalen Fragem Modellverhalten, z.B. nach
mdglichen Gleichgewichten in Okosystemen und dé&tabilitat oder nach dem Langzeit-
verhalten eines Systems. (iii)) In der Computersatioh schliel3lich werden Lésungen auf
numerischem Weg generiert und deren Verhalten ihdAbgigkeit von Modellparametern
untersucht. Im Folgenden sollen

Standardmodelle und einfache Erweiterungen ausBeéeeichen Okologie und Um-
welt vorgestellt,

verschiedene Losungsmoglichkeiten (TabellenkalladatMathematiksoftware oder
Websimulation) diskutiert und

unterschiedliches Ldsungsverhalten (stabile undtalnie Gleichgewichtslagen,
mehrere Gleichgewichtspunkte, die durch Einzugstieeevon einander getrennt
sind, periodisches Langzeitverhalten einschliel¥Bcanzzyklen)

aufgezeigt werden.



1 Exponentielles Wachstum in der Okologie

Einer der grundlegendsten Wachstumsprozesse isexjamentielle Wachstum. Dieses ist
dadurch gekennzeichnet, dass der Zuwachs einereGr@portional zum jeweiligen Bestand
ist. Klassische Beispiele dafir findet man nicht imuder Biologie, sondern auch z.B. in der
Finanzmathematik (Zinseszinsrechung) oder in dgsiRl{radiaktiver Zerfall).

Die Grol3e einer Population in Abhangigkeit von deit t3 0 ist eine Funktion, die an und
fur sich nur ganzzahlige Werte annehmen kann. Wrivtithoden der Analysis anwenden zu
kénnen, approximieren wir jedoch die PopulationBgrdurch eine stetige, ja differenzierbare
Funktion x(t). Der Differentialquotient

dx
X'(t) =—
(1) it

beschreibt dann die Anderung der PopulationsgrdBeZgiteinheit, also die Wachstums-
geschwindigkeit. (Die Annahme, dass wir die Popailathur durch ihre Grol3e, unabhangig
von Altersstruktur, Geschlecht oder rdumlicher Aifing beschreiben, stellt nattrlich eine
deutliche Modellvereinfachung dar.)

Im einfachsten Fall des exponentiellen Wachstumsies Wachstumsgeschwindigkeit(t)

proportional zum Bestand, also
dx

(l) a =X

mit der Wachstumsrate r. Gleichung (1) besitztidikannte Losung(t) = x,e" zur Anfangs-
bedingung x(0) = xbzw. etwas allgemeinex(t) = x,&' ' zur Anfangsbedingung xft= xo
(siehe Abb. 1 fir r > 0).

Xy

Abb. 1. Exponentielles Wachstum
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Tatsachlich kénnen exponentielle Wachstumsvorgangebei Bakterien — zumindest durch
eine gewisse Zeit hindurch — recht gut beobachttden. Das exponentielle Wachstum
wurde auch schon vom britischen Nationalokonomeopnids Malthus betrachtet, der in
seiner Bevolkerungstheorie aus dem Jahre 1798erofFdlgen eines exponentiellen Anstiegs
der Bevolkerungszahl bei nur linearem Zuwachs ddrrbingsmittelproduktion warnte.

Vergleicht man die Entwicklung der Bevoélkerung ueseErde mit dem Exponentialmodell
(1), so ergibt sich das folgende Bild:



Weltbevdlkerung von 1750 bis 2000
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Abb. 2. Wachstum der Weltbevolkerung und expomrdes Wachstum

Die Weltbevolkerung ist von unter einer Milliardenudas Jahr 1800 auf 6 Milliarden

Einwohner im Jahr 2000 angestiegen. Derzeit (200&yagt sie etwas weniger als 7
Milliarden Menschen (siehe z.B. [16], [17]). Wahian den Bevdlkerungsstand von 1960 mit
X(1960) = 3 Milliarden und schétzt die jahrlichewachsrate grob mit r = 2%, so ergibt sich
die Gleichung

@) X(t) = X, € = 3x1§ @02 1950

Die entsprechende Kurve (vgl. Formel 1 in Abb. @preine sehr gute Ubereinstimmung mit
den tatsachlichen Bevolkerungsdaten fur den Zetird@50 bis 1990. Davor bzw. danach hat
jeweils ein langsameres Bevolkerungswachstum sfattgen. Aus Gleichung (2) findet man
sofort die Zeit, in der die Weltbevélkerung auf @asppelte anwachst, gemal

(3) x(t+Dt) =2x(t) Dt :In_2 =34,7 Jahr,
r

also eine Verdoppelung alle 35 Jahre.

Eine andere Approximation fur das Wachstum der Weéelblkerung erhdlt man durch
Regression mittels der Methode der kleinsten Quadizabei ergeben sich fir die Parameter
in der Lésung von Gleichung (2) die Werte x(196(,3540° und r = 1,4%. Diese Kurve ist
zum Vergleich als Formel 2 ebenfalls in Abb. 2 ergjchnet.

Die voraussichtliche Entwicklung des Bevdlkerungsiistums bis zum Jahr 2050 ist fur drei
verschiedene Prognosevarianten in Abb. 3 dargedeetianzend sei auch auf die eindrucks-
vollen Studien Uber die ,Grenzen des Wachstums“®ennis Meadows et al. ([8], [9], [10])
hingewiesen, die urspringlich im Auftrag des CliilRome erstellt wurden und die Zukunft
der Weltbevolkerung und der Weltwirtschaft bis zdamr 2100 zum Inhalt haben.
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Bevolkerung in abs. Zahlen und Wachstumsraten pro Jahr in Prozent, weltweit 1950 bis 2050
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Abb. 3. Wachstumsprognose der Welthevolkerun@®&0 (aus [12])

Wirde man das Bevdlkerungswachstum (2) weiter enZdikunft extrapolieren, so zeigt sich
die folgende Prognose:

Jahr Bev. (in Mrd.) | Bev.gem. (2)| Flache /Bev.
2000 6,09 6,68 2,5 ha/Ew
2009 6,79 7,99 2,2 ha/Ew
2100 50 3000 m2/Ew
2500 150.000 1 m2/Ew

In obiger Tabelle ist neben der prognostiziertendeerungszahl auch jene Flache der Erde
angegeben, die dann im Durchschnitt jedem Einwolmer Verfigung steht. (Der Be-
rechnung ist eine Landflache von 380 km? firr die gesamte Erde zu Grunde gelegt.) Damit
in Zusammenhang steht das Konzept des OkologisEb8abdrucks, das von Wackernagel
und Rees im Jahr 1994 eingefiihrt wurde (siehe [14]). Dabei versteht man unter dem
Okologischen FuRabdruck eines Menschen jene Flasheer Erde, die notwendig ist, um
dessen Lebensstil (Nahrung, Kleidung, Energie, Wbtesw.) auf Dauer zu ermdglichen.
Dieser Wert liegt schon seit den 1980-er Jahrendien Landern deutlich tber jener Flache,
die uns auf der Erde tatsachlich zur Verfugungtgtgbhe Abb. 4).
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2 Das Logistische Wachstum

In der Realitat sind dem exponentiellen Wachstutiirtieh Grenzen gesetzt, und zwar durch
Beschrankung des Wachstums in Folge der interspelzén Konkurrenz um vorhandene
Nahrung, begrenzten Lebensraum oder andere nagirlRessourcen. Diese werden in
einfacher Form beim logistischen Wachstum bertbkigit; das auf Pierre Verhulst 1837 und
Raymond Pearl 1930 (nach dem auch der so genaeatéIRdex als MaRRzahl fur die Zu-

verlassigkeit von Methoden der Empfangnisverhitoeigannt ist) zuriickgeht.

Schreiben wir wieder x(t) fur die Populationsgra®e Zeit t und nehmen diesmal an, dass die
Wachstumsrate r in (1) nicht konstant ist, sondiexar von x abhangt (also r(x) £+ rx),
so erhalten wir die logistische Differentialgleictou

dx 2 X
4 —=rX+r,X° =rx(1l- —
(4) it ( K)

mit den neuen Parametern r, K > 0. Dabei wird r(@gangliche) Wachstumsrate und K als
Umweltkapazitat bezeichnet.

Die Gleichung (4) liefert die explizite Losung

K
(5) X() =——7———
1+ (. e"

Xo

zur Anfangsbedingung x(0) 5xWie man die Gleichung lésen kann — in diesem &atth
Trennung der Variablen oder als Bernoulli'sche &iéntialgleichung (mit der Substitution
u = 1/x) oder im Zeitalter des Computers mit ergspender Computer-Algebra-Software —
ist fur die Schule sicher von untergeordneter Badey Viel wichtiger und auch leichter
machbar sind das Aufstellen der Differentialgleicpwnd die Interpretation der Losungen.
Insbesondere erkennt man aus (5), dass die Papuldiir % < K) streng monoton wachsend
ist und fur t® ¥ gegen die Grol3e K strebt, die man somit als UnkapHzitat interpretieren
kann.

Das Losungsverhalten der logistischen Differenteagtiung (4) kann aber auch sehr einfach
aus qualitativen Uberlegungen abgeleitet werdemnchaet man namlich den Graphen der
Funktion f(x) = rx(1- x/K) aus (4) in der (x$-Ebene und beachtet das Vorzeichen von



x¢= f(x), so erkennt man unmittelbar, dass x(t) X« K streng monoton wachsend und fur
x > K streng monoton fallend sein muss (siehe A)bAn der Stelle x = K befindet sich ein
so genannter global stabiler Gleichgewichtspunke. Bopulation wird also von jedem (posi-
tiven) Anfangswert ausgehend schliel3lich die Umkeglazitat K erreichen.

dxsdi Iy .‘\l

rxf 1-x/K)

& i .ﬂ,ﬁ ; Abb. 5. Phasenebene und logistische Kurve

Ferner befindet sich an der Stelle x = K/2 ein Wemuhkt von x(t), denn Differenzieren und
Nullsetzen von (4) liefert

2
d_;(:r(l- 21)%: 0 :El
dt K™ dt

Man beachte, dass alle diese Aussagen ohne egdienintnis der Losung (5) der Differen-
tialgleichung maoglich sind.

(6)

Als Musterbeispiel fur die Gultigkeit des logistmn Gesetzes betrachten wir das von Pearl
und Reed aufgestellte Modell fur das Bevolkerungswtum der Vereinigten Staaten wah-
rend der Jahre 1800 bis 1950 (siehe [3]). Aus degelthissen von drei Volkszéahlungen
bestimmten die Autoren die Werte der Parameter mund % und damit die logistische
Wachstumsgleichung. Der Vergleich in Abb. 6 zeigeebeinahe perfekte Ubereinstimmung
zwischen den erhaltenen Werten und den tatsadhdiobachteten Bevoélkerungszahlen.
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Abb. 6. Logistisches Modell fiir die Bevélkerung ¢#SA von 1800 bis 1950



Weitere Beispiele fur die Anwendung des logistischWachstums auf3erhalb der Demo-
graphie und Okologie findet man z.B. in der Epidaogie bei der Ausbreitung von Infek-

tionskrankheiten, in der Medizin beim Wachstum sif@mors, in der Wirtschaft bei der

Entwicklung des Marktanteils fur technologischedwationen, usw. (siehe z.B. [4], [7]).

Neben quantitativen und qualitativen Methoden zotedsuchung des Verhaltens der Losun-
gen von Differentialgleichungen bietet sich — vllera in der Schule — als dritter Weg die
Methode der Computersimulation an. Dabei geht eandadie Losungskurven einer Dif-
ferentialgleichung von einem Ausgangspunkt ausgelsahrittweise aus weiteren Punkten
aufzubauen, um diese dann tabellarisch oder grpldsrzustellen. Das Prinzip soll im
Folgenden am einfachsten derartigen Verfahren, dearer'schen Polygonzugverfahren
veranschaulicht werden.

Als Ausgangspunkt betrachten wir ein so genanntgamgswertproblem, d.h. eine Differen-
tialgleichung (erster Ordnung) einschliel3lich Argabedingung der Form

dx _ _
(7) a—f(X), X(to) =Xo,

wobei durch (@ Xp) genau eine Lésungskurve x(t) existieren moges®iedsungskurve soll
in einem vorgegebenem Intervall [a, b] mit apc=n&herungsweise bestimmt werden. Dazu
wéhlen wir eine Unterteilung des Integrationsinédis/[a, b] in n Teilintervalle

®) a=t,,t, b, b, L=

mit der Schrittweite h = (b a)/n, und berechnen zugehorige Naherungswertgx..., %
nach der Formel

iy =t +h
Xiq =X +hf(x) furi=0,1,...,n- 1

9)

Der Ubergang von;xu x.1 entspricht dabei dem Fortschreiten entlang deg@ate an die
Losungskurve von (7) im Punkt, (k) zum Punkt (t1, X+1), wodurch ein Streckenzug,(ko),

(t1, X2), ..., (b, Xn) als Naherung fur die Losung x(t) entsteht (sidbé. 7). Die Abweichung
dieser Naherungslosung von der exakten Losungaigirliich umso geringer, je kleiner die
gewahlte Schrittweite h ist. Eine weitere Verbeassgrerzielt man durch Verfahren héherer
Ordnung, z.B. das klassische Runge-Kutta-Verfalsihe z.B. [6]).

a=f f H i, L=h Abb. 7. Eulersches Polygonzugverfahren

Die praktische Durchfihrung kann in der Schule zBt Hilfe einer Tabellenkalkulation
erfolgen. Dabei sind lediglich die Spalten fur tieind x-Werte gemalR obiger Rekursion zu



erzeugen und als Graphik darzustellen. Ahnlichlgtrfdie Computersimulation mittels der
Geometrie-Software GeoGebra (siehe [13]), wie ith.Abzu sehen ist, in der das Wachstum
einer Bakterienpopulation mit den Parametern r & @yd K = 200 dargestellt ist. Die
Koordinaten der Stutzpunkte werden wieder in eifi@belle berechnet, die Losungskurve
selbst wird als Streckenzug, der die Stutzpunktebindet, dargestellt. Mit Hilfe von
Schiebereglern kann nun die Abhangigkeit der Losumgy Parametern und Anfangswerten
untersucht werden. Im CAS-System Derive (das leideht mehr weiter entwickelt wird)
standen sogar eigene Befehle fur das Euler-Venahrel das Runge-Kutta-Verfahren zur
Verfigung. Schliel3lich kann eine Computersimulatioatirlich auch in jeder hoheren
Programmiersprache oder Skriptsprache ausprogratnweeden und als Graphik am lokalen
Rechner oder bei Websimulation im Browserfenstegageben werden.

Abb. 8. Simulation des logistischen Wachstums @Gebra

3 Interaktion von Populationen

Im nachsten Abschnitt kommen wir nun zu Modellen Zivei Populationen, die einander
gegenseitig beeinflussen, und dadurch ein vielf@dtiund interessantes Verhalten zeigen
kénnen. Dabei sind im Prinzip drei verschiedenenfeor der Wechselwirkung maoglich,
namlich Kooperation, Konkurrenz oder ein RauberiBéterhalten. Kooperation, d.h.
positive Interaktionen zwischen den Populationéhytfi. Allg. zur Koexistenz, das Wachs-
tum wird nur durch die Konkurrenz innerhalb einespBlation (wie beim logistischen
Wachstum) beschrankt. Im Konkurrenzfall oder beuls®i-Beute-Systemen hingegen wirkt
zumindest eine der beiden Populationen negati&ujeweils andere Population, so dass es
zum Aussterben einer Population kommen kann, wéhdk@ andere Uberlebt. Von beson-



derem Interesse ist die Frage, ob bzw. unter welthastanden bzw. in welcher Form eine
Koexistenz der beiden Populationen maéglich ist.

3.1 Kooperation und Konkurrenz

Es bezeichne x(t) die GrolRe der ersten Populagiondie Grol3e der zweiten Population zur
Zeit t. In Verallgemeinerung von Gleichung (4) bestben wir das Verhalten der beiden in
einer Wechselbeziehung stehenden Populationen digdiodellgleichungen

(10) d
y y X
== -2 _p 2
at LY < K2)

mit den Parametern,rry, K;, K, und . Fur die Wachstumsraten und Kapazitaten der
beiden Populationen geltg rr,, K;, K, > 0. Die Parameter bzw. beschreiben den Effekt
der y-Individuen auf die (Umweltkapazitat der) xdividuen, bzw. umgekehrt, und kénnen
sowohl positiv als auch negativ sein. Wir untersde:

, > 0: Konkurrenz — die zwei Arten konkurrieren uraiWung und Lebensraum;
, < 0: Kooperation — beide Arten profitieren voneidar, sie kooperieren;
>0, <O0:R&auber-Beute-Beziehung — die erste Art diemtzweiten als Nahrung.

Eine explizite Losung des nichtlinearen Differelgi@ichungssystems (10) ist hier nicht mehr
moglich. Wir konzentrieren uns daher auf qualitatkragestellungen nach Gleichgewichts-
lagen, Stabilitat und asymptotischen Verhalten ldé&sungen fur t® ¥. Fir die Gleich-
gewichtslagen des Systems, d.h. die Losungen vt dxdy/dt = O, erhalten wir

%:0 Xx=0 oderxra y= K
(11) &
d—3t/= y=0 odeh x+ y= K

Folglich existieren im ersten Quadranten die drandleichgewichtspunkte (0, 0), 4K0),
(0, K2) und eventuell noch ein innerer Gleichgewichtspunkmlich dann, wenn die Losung
des obigen linearen Gleichungssystems
K,-aK, Kz;b K,

1-ab tab ’

im ersten Quadranten liegt (also x* > 0 und y* > @&nn nur dann ist sie in diesem Modell
sinnvoll interpretierbar.

(12) (x*,y%) =(

Das Losungsverhalten des Systems (10) kann selchaugh in der (x,y)-Phasenebene
diskutiert werden. In Abb. 9 sind die so genanrieii-Isoklinen fur dx/dt = O und dy/dt = 0

in der (x,y)-Ebene eingezeichnet, also fur dx/di die y-Achse x = 0 sowie die Gerade x +
ay = K, und analog fur dy/dt = 0. Die Schnittpunkte ergspender Isoklinen stellen

offensichtlich die Gleichgewichtslagen dar. Fermérd der erste Quadrant der (X,y)-Ebene
durch diese Geraden je nach deren Lage in dreiagdr vier Bereiche unterteilt, die jeweils
durch eine bestimmte Vorzeichenkombination von dufel dy/dt und damit ein bestimmtes



Monotonieverhalten der Losungen x(t) und y(t) ckegasiert sind. So gilt z.B. fur kleine x-
und y-Werte nach (10) dx/dt rix > 0 unddy/dt » rpy > 0, also sind x und y beide monoton
wachsend, wie in Abb. 9 jeweils im linken unteregréch eingezeichnet ist. Nach Uberschreiten der
Geraden durch den Punkt (0;)Kist dann im dariber angrenzenden Bereich dy/@t &lso y
monoton fallend, wéhrend x nach wie vor monotonhgaad ist, usw.

Abb. 9. Phasenebene fiir das Konkurrenzsystem (10)

Die beiden in Abb. 9 dargestellten Situationen kegesich bei einem Konkurrenzsystem fir
a < Ky/K; undb > Ky/K; (Bild links) bzw. fira < Ki/K, undb < Ky/K; (Bild rechts). Im
ersten Fall ist (I 0) der einzige stabile Gleichgewichtspunkt, imagdndiagramm streben
alle Phasenkurven, d.s. die Losungen des SystenuerirPhasenebene dargestellt, gegen
diesen Punkt. D.h., die zweite Population stirbs,awdhrend die erste Population ihre
Umweltkapazitat K erreicht. Dieses Verhalten ist als Exklusionsppnzon Volterra be-
kannt, wonach die Konkurrenz zweier Arten haufigud&iihrt, dass nur eine Art Uberlebt.

Abb. 10. Simulation eines Konkurrenzsystems: Esikin und Koexistenz



Im zweiten Fall schneiden die dargestellten Nuklgren einander im ersten Quadranten im
Punkt (x*, y*), der nun als vierter Gleichgewichisykt in Erscheinung tritt. Dieser ist im
betrachteten Fall stabil, wahrend die drei Randplgewichtspunkte alle instabil sind. Somit
ist nun eine Koexistenz beider Populationen aufdbdamdglich. Die Bedingung fir eine
derartige, stabile Situation ist, wie man zeigenrkalurchab < 1 gegeben, das bedeutet, dass
die interspezifische Konkurrenz (zwischen den beiBepulationen) schwach im Vergleich
zur innerspezifischen Konkurrenz (innerhalb deruaqmonen) ist.

Das qualitative Verhalten eines Zwei-Populationgat&ns lasst sich bequem mittels Com-
putersimulation erforschen. Abb. 10 zeigt zwei Satiansergebnisse eines Konkurrenz-
systems gemal3 (10) fur die beiden zuvor betrachteddle, welche mittels GeoGebra erzeugt
wurden. Dabei werden die Phasenkurven in der Tedielkulation nach dem Euler'schen
Polygonzugverfahren berechnet und in der Grafiki#isals Streckenzug dargestellt. Durch
einfachen Mausklick kobnnen dann der StartpunktRlesenkurve sowie Uber Schieberegler
die Systemparameter undb geandert und dabei das Losungsverhalten dynamsdblgt
werden.

3.2 Das Rauber-Beute-Modell von Rosenzweig und Mac  Arthur

Stehen zwei Populationen in einem Rauber-Beutedls zueinander, so kann deren
Entwicklung ebenfalls durch Gleichung (10) rait> 0 undb < 0 beschrieben werden. Wird
der Einfachheit halber die innerspezifische Kon&nerinnerhalb jeder Population gegentber
der interspezifischen Wechselwirkung vernachlasseghalten wir das klassische Lotka-
Volterra’'sche Rauber-Beute-Modell

dx _ x(a- by)
(13) "
y
— =y(-ct+ dx
ot y( )

fur die Beutepopulation x(t), Rauberpopulation y(i} den Modellparametern a, b, c, d > 0.
Das System besitzt, wie man zeigen kann, einenrenn&leichgewichtspunkt, und die
Phasenkurven bilden geschlossene Kurven um diesekt,Rvelche beliebig oft durchlaufen
werden. Daraus ergeben sich die fur Rauber-Beusee8ye charakteristischen Schwingungen
der Beute- bzw. Rauberpopulation in Abhangigkeih waer Zeit. Ausfuhrliche Beschrei-
bungen dieses einfachen Rauber-Beute-Modells fim#et an vielen Stellen, etwa in [1], [2]
oder [5].

Ein weiteres Rauber-Beute-Modell, das gegenuber detka-Volterra-System (13) ein
realistischeres und zugleich mathematisch reicigeaéis Losungsverhalten besitzt, ist das
Modell von Rosenzweig und MacArthur (siehe [11])

B - Xy &

(14) dt Kax b+
y y
dt 4 b+ x

mit den sechs Parametern a, b, e, r, s, K > O.iédseth Modellansatz ist sowohl eine
innerspezifische Konkurrenz fur die Beutepopulatigt) sowie ein Sattigungsverhalten der
Rauber y(t) berticksichtigt. Letzteres kommt im ZemiTerm der ersten Gleichung in (14)



zum Ausdruck und tragt der Tatsache Rechnung, jedss Rauber — selbst bei reichhaltig
vorhandener Beute — nur einen gewissen Teil detdBete fressen kann (siehe Abb. 11). Der
Parameter e in der zweiten Gleichung von (14) iistse genannter Effizienzparameter und
beschreibt, wie effektiv die Rauber ihre Beute vanten konnen.

Abb. 11. Sattigungskurve der Rauber

Um die Bedeutung der Parameter leichter zu erkenpemchnet man analog zu Abschnitt
3.1 die Gleichgewichtslagen des Systems (14) auBeldingung dx/dt = dy/dt = 0 und erhalt

dx

—=0 x=0 oder
dt
X a . r X
-2y Y= 3 pd ~@ =) x)
K” b+x a K
(15) q
—y:O y=0 oder
dt

ax - bs
-ste—= U xx ——

Demnach gibt es im ersten Quadranten die zwei Raiotigewichtspunkte (0, 0) und (K, 0)
sowie fur bestimmte Parameterkonstellationen nacéneweiteren, inneren Gleichgewichts-
punkt (x* y*) als Schnittpunkt der Geraden x = xnit der Parabel y = p(x). Die

Gleichgewichtslagen sind zusammen mit den Nulldisek in der Phasenebene in Abb. 12
dargestellt.

Abb. 12. Phasenebene zu (14)



Eine Computersimulation zeigt, dass in Abhangigkern Effizienzparameter e folgende drei
Falle moglich sind:

Fir kleine Werte von e, d.h., falls die Rauber Beute nicht ausreichend effizient
nutzen kdnnen, stirbt die Rauberpopulation aus.

Fur mittlere Werte von e ist — ahnlich wie im Lotalterra-Modell (13) — eine
Koexistenz beider Populationen maoglich, allerdikgavergieren die Losungen hier
gegen den inneren Gleichgewichtspunkt (x*, y*).

Auch fir groRe Werte des Effizienzparameters e arer®auber und Beute ko-
existieren. Allerdings wird der Gleichgewichtspurikt, y*) instabil und daftr tritt
ein stabiler Grenzzyklus auf, in den die Phasergwrvon innen wie von auf3en
hinein konvergieren (siehe Abb. 13).

Abb. 13. Simulation Rauber-Beute-System

Alle erwdhnten Datensatze und Simulationsprograniiixeel, GeoGebra, Derive) werden
auf Anfrage vom Autor gerne weitergegeben.
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