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1 KEinleitung

Die Themen ,,Rechnen mit ganzen (und rationalen) Zahlen* und ,Rechnen mit Poly-
nomen” spielen im Mathematikunterricht an héheren Schulen eine zentrale Rolle. Die
Theorie dieser zwei Teilgebiete der Algebra verlduft weitgehend parallel, Aufgaben
und Sitze des einen Gebietes haben meistens ein Analogon im anderen. In diesem Bei-
trag soll diese Parallelitit verdeutlicht und der Grund daftir aufgezeigt werden: sowohl
fiir das Rechnen mit ganzen Zahlen als auch fiir das Rechnen mit Polynomen gibt es
einen grundlegenden Satz und einen grundlegenden Algorithmus, ndmlich den Sazz
iiber die Division mit Rest (fiir Zahlen und fiir Polynome) und den Divisionsalgorith-
mus.
Wir betrachten zu Beginn einige einfach formulierbare Aufgaben (in der linken
Spalte fiir Zahlen, in der rechten fiir Polynome), deren systematische Losung in den
folgenden Abschnitten besprochen wird.
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Aufgaben

N sei die Anzahl der Euromiinzen in ei-
nem Sack. Berechne die Ziffern von N
zur Basis 10 und zur Basis 2 !

Berechne Bruchzahlen ¢y, ¢;, 2, c3 50, dass
3 4+202 -3z +1=
alz-1P¥+e(z—-1) % +ca(z-1)+c
ist!

i 1243168 4
Kiirze 1335557 !

2g%—323 722 —32—9 1

Kiirze 228 42X 325+ 43 +4z—3

Berechne die Anzahl der Nullstellen von
7 +228 2234322 — B2’ —2z4+324+ 11

Berechne ganze Zahlen u und v so, dass
187u + 102v = 34 ist!

Berechne Polynome f und g so, dass
(a* —-222+z - 5)f + (2B + 23 - B)g =

PRI

PRS-
R

=g24+z-5 ist!

Finde eine ganze Zahl z so, dass der Rest
von 182 nach Division durch 23 gleich 1
ist!

Finde Bruchzahlen s,t,u so,
1 —od 3 .
m—.ﬂ\/&'{'tﬁ‘i‘ﬂ ist!

dass

2

Wie iiblich bezeichnen wir mit

Division mit Rest von Zahlen

N:={0,1,2,...}

und mit
Z:={...,~2,-1,0,1,2,...}

die Mengen der natiirlichen Zahlen und der ganzen Zahlen. Wir setzen die Addi-
tion +, Multiplikation -, Ordnung < und die Rechenregeln dazu (wie zum Beispiel
SAa+b)-c=a-c+b- oder,ausa < b folgt a + ¢ < b+ ¢*) als bekannt vor-
aus. In der Algebra werden diese Voraussetzungen mit ,,(Z, +, -) ist ein kommutativer
Ring* und ,,die Rechenoperationen + und - sind mit der Ordnung < vertriglich” kurz
zusammengefasst.

Jeder, der einmal den Inhalt eines Sackes voller Zuckerln auf b Kinder gerecht
verteilt hat, hat schon einmal mit Rest durch b dividiert: Man schaut zuerst nach, ob im
Sack mindestens b Zuckerln sind. Wenn nicht, fingt man mit dem Verteilen gar nicht
an. Andemnfalls gibt man jedem Kind ein Zuckerl, die Anzahl der Zuckerln im Sack ist
dadurch um b kleiner geworden. Diesen Vorgang wiederholt man so lange, bis im Sack
weniger als b Zuckerln sind. Sobald die Anzahl der Zuckerln im Sack kleiner als b ist,
ist diese Anzahl der Rest und die Anzahl der Zuckerln, die jedes Kind bekommen hat,
ist der ganzzahlige Quotient. - _ : R N : e —

Formal sieht das so aus;
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Satz 1. (Division mit Rest von ganzen Zahlen)
Zu je zwei natiirlichen Zahlen a und b mit b # 0 gibt es eindeutig bestimmte natiirliche
Zahlen m und r mit den Eigenschaften

a=m-b+r und 0<r<b.

Die Zahl m heifit ganzzahliger Quotient von a und b, die Zahl v Rest von a nach
Division durch b.

Divisionsalgorithmus (Berechnung von m und r):
e Setzem :=0und r :=a.
e Solange r > bist, ersetze r durch » — bund m durch m + 1.

Die Bedeutung dieses Satzes liegt darin, dass die drei ,,Strukturen +, - und < auf
Z mueinander in Beziehung gesetzt werden.

3 [Eine erste Anwendung: Darstellung von Zahlen durch
Ziffern |

Nehmen wir an, Sie kommen mit einem Sack voller Euromiinzen in eine Bank und
wollen dieses Geld auf ihr Sparbuch einzahlen. Die Anzahl der Euromiinzen im Sack
ist eine eindeutig bestimmte natiirliche Zahl N. Bevor diese Zahl in Ihr Sparbuch ein-
getragen werden kann, muss der Bankbeamte ihre Zifferndarstellung (zur Basis 10)
berechnen. Eine Zahl ist also nicht immer schon in Zifferndarstellung gegeben, son-
dern diese ist eine ,,Zusatzinformation® iiber die Zahl. Wie wird di¢ Zifferndarstellung
zur Basis 10 von N ermittelt? Man bildet aus den Euromiinzen solange ,.Zehnersta-
pel“, bis nur noch weniger als zehn Miinzen iibrigbleiben, das heift: N wird mit Rest
durch 10 dividiert. Die Anzahl der iibriggebliebenen Euromiinzen ist dann die ,Einer-
ziffer* von N. Macht man dasselbe nun mit den Zehnerstapeln statt mit den Miinzen,
dann erhilt man die ,,Zehnerziffer von N, usw.

Satz 2. Seien a und b positive ganze Zahlen und b > 2. Dann gibt es eindeutig be-
stimmte natiirliche Zahlen n, 25, 21, . . ., 2, S0, dass

Zﬂ-',éo, 0520,11,...,Zn<b

und
=20+ 2a 10" ...+ 2b + 2
ist.
Wenn b fest gewdhlt ist, dann ist a durch die Zahlen n,zp,21, ..., %, eindeutig be-
stimmt. Man wdhlt Zeichen fiir die Zahlen von 0 bis b — 1 und schreibt dann

ZnZn—1.--20

statt
b+ 2 b T+ ab 2.

Die Zahlen 7o, 21, - . . , #n heiPen Ziffern von a zur Basis b (fiir b = 2 ,Bindrziffern*,
Sfiir b =10 ,.Dezimalziffern®).

—
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Algorithmus zur Berechnung der Ziffern Die Ziffern z; von a # 0 zur Basis b
konnen mit dem folgenden Verfahren berechnet werden:

e Setzei:=0.

e Solange a nicht 0 ist: Die i-te Ziffer z; ist der Rest von a nach Division durch b.
Ersetze a durch den ganzzahligen Quotienten von a und b. Ersetze i durch i + 1.

4 Polynomfunktionen und Polynome
Mit Q bezeichnen wir die Menge
{3 labezb#0}

der rationalen Zahlen (oder Bruchzahlen). Seien n € Nund ag, a3, - . . ,an, € Q. Dann
ist die Funktion
[:Q—-Q,

n
2 ag+a12+ a2+ + ap2” =Za¢z",
=0
eine Polynomfunktion von Q nach Q. Die Zahlen ay,...,a, sind die Koeffizienten
von f. Die endliche Folge a := (ao, .. .,a,) heiBt Polynom. Wir schreiben fiir a im
weiteren

n
ag + a1z + asx® + ... + anz™ oder Za,-z‘
i=0
und sprechen dann von einem Polynom in der Variablen x mit Koeffizienten in Q. Fiir
die Menge dieser Polynome schreiben wir Q[z].

Wenn a,, # 0 ist, ist grad(a) := n der Grad von f und lk(a) := a,, der Leitkoeffi-
zient von a.

Durch das Polynom a ist die Polynomfunktion f eindeutig bestimmt. Weil Q eine
unendliche Menge ist, kann aus Abschnitt 8 leicht abgeleitet werden, dass auch die
Koeffizienten ag,ai,...,a, durch die Polynomfunktion f eindeutig bestimmt sind.
Wir kénnen im weiteren daher ein Polynom und die entsprechende Polynomfunktionen

als gleich auffassen.
Fiir die Addition
hid 3 n . n n
Z a;z* + Z bzt = Z(a; + b)z*
i=0 i=0 i=0
und die Multiplikation
n . n ) 2n i ]
O air’)- O bia) =) (O a;-bi_s)z’
i=0 i=0 i=0 j=0

(mit a; := 0,b; := 0 fir i > n) gelten die gleichen Rechenregeln wie fiir die Addi-
tion und Multiplikation von ganzen Zahlen, genauer: (Q[z], +, -) ist ein kommutativer

"Ring. Die Rolle der Ordnung < auf Z wird (in gewisser Hinsicht) von der durch den
Grad bestimmten Teilordnung iibernommen.
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5 Division mit Rest von Polynomen

(vergleiche Abschnitt 2)

Satz 3. (Division mit Rest von Polynomen)
Zu je zwei Polynomen a und b mit b # 0 gibt es eindeutig bestimmte Polynome m und
T mit den Eigenschaften

a=m-b+r und [r=0oder grad(r) < grad(b)] .

Das Polynom m heift polynomialer Quotient von a und b, das Polynom r Rest von a
nach Division durch b,

Divisionsalgorithmus (Berechnung von m und r):
e Setzem :=Qundr := a.

e Solange r # 0 und grad(r) > grad(b) ist, ersetze r durch r — h - bund m durch
m + h, wobei

h:=1k(r) - lk(b) ! . g9rad(r)—grad(t) g
Der Grad von r — h - b ist kleiner als der Grad von r, weil (nach Definition von
h) die Grade und die Leitkoeffizienten von r und - b gleich sind. Wiirde man (wie
bei Zahlen) r nur durch die Differenz r — b ersetzen, wiire das nicht der Fall und der

Algorithmus wiirde nicht nach endlich vielen Schritten enden.
Der Zifferndarstellung bei Zahlen entspricht der folgende Satz:

Satz 4. Seien a und b Polynome # 0 und grad(b) > 1. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte natiirliche Zahl n. und Polynome zy, 21, . . . , zy, s0, dass

(%0 = 0 oder grad(zo) < grad(b)),..., (2a—1 = 0 oder grad(zn—1) < grad(b)),
Zn # 0 und grad(z,) < grad(b)

und
a=2pb" + 2, 10" L+ 2B + 2
ist.
Algorithmus zur Berechnung der Polynome z, . .., z,
e Setzei:=0.

e Solange a nicht 0 ist: Das Polynom z; ist der Rest von a nach Division durch b.
Ersetze a durch den polynomialen Quotienten von a und b. Ersetze i durch i+ 1.

Beispiel 5. Seia := 23+ 222 — 3z + 1 und b := z — 1. Wir berechnen die Polynome
20, - - - , 73 mit dem Computeralgebrasystem Maple 9. Mit rem(a,b,x) wird der Rest von
a nach Division durch b berechnet, mit quo(a,b,x) der polynomiale Quotient von ¢ und
b.

> b:=x-1;




X -105-

vy
bi=z-1
> z_0:=rem(a,b,x);
z.0:=1
> al:=quola,b,x)’;
al :=2%+4+3z
> z_l:=rem(al,b,x);
z.1:=4
> a2:=quofal,b,x);
a2:=z+4
> 2z 2:=rem(a2,b,x);
z.2:=58
> a3:=quo(a2,b,x);
a3 :=1
> z_3:=rem(a3,b,x);
z.8:=1

Also:z® 4202 32+ 1=(z—-1)*+5(z - 1)a? +4(z — 1) +1.

6 Der grofte gemeinsame Teiler von zwei Zahlen

Seien a, b, c ganze Zahlen, alle # 0. Dann ist

a-c

e

©

a
b
Der Ubergang von

heilt durch ¢ kiirzen.
Kiirze ,bestmoglich®!

Der grofite gemeinsame Teiler von zwei von Null verschiedenen ganzen Zahlen ist
die groBte ganze Zahl, die beide teilt.

Es sei a # ¢ - b. Dann ist

99T (a,b) = ggT(a —c-b,b),
insbesondere (falls a # b ist)
99T (a,b) = ggT(a — b,b) .

Satz 6. (Euklidischer Algorithmus fiir ganze Zahlen) Mit dem folgenden Verfahren
kann der gripte gemeinsame Teiler von positiven ganzen Zahlen a und b berechnet
werden:

e Solange die zwei Zahlen verschieden sind, ersetze die griPere durch die Diffe-
renz der griferen und der kleinerenf

® Wenn die zwei Zahlen gleich sind, dann ist diese Zahl der ggT'(a, b).
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Ersetzt man mehrfaches Abziehen derselben Zahl durch eine Division mit Rest,
dann hat dieses Verfahren die folgende Form:

o Solange keine der zwei Zahlen ein Teiler der anderen ist, ersetze die groBere der
zwei Zahlen durch ihren Rest nach Division durch die kleinere.

e Wenn eine der zwei Zahlen ein Teiler der anderen ist, dann ist sie der ggT'(a, b).

In Maple wird mit igcd(a,b) der groBte gemeinsame Teiler der ganzen Zahlen e und
b berechnet, mit iquo(a,b) der ganzzahlige Quotient von a und b.

Beispiel 7.
> 1iged(1243168,1832051);
53
> 1iquo(1243168,53);
23456
> 1iquo(1832051,53);
34567

Die Bruchzahl 1243188 yanp also einfacher durch 23455 dargestellt werden.

7 Der grofite gemeinsame Teiler von zwei Polynomen

Die Uberlegungen des letzten Abschnittes fiir ganze Zahlen kénnen direkt auf Polyno-
me iibertragen werden:

Seien a, b, ¢ Polynome, alle # 0. Dann ist

a_a-c
b b-c’
Der Ubergang von
8¢ eh O
boc 0%
heiBt durch c kiirzen.

Kiirze ,,bestmoglich*!

Der grofte gemeinsame Teiler von zwei von Null verschiedenen Polynomen ist das
Polynom grofiten Grades, das beide teilt und dessen Leitkoeffizient 1 ist.

Esseia # ¢ b. Dann ist

ggT(a’ b) = ggT(a —~c-b, b) .

Satz 8. (Euklidischer Algorithmus fiir Polynome) Mit dem folgenden Verfahren kann
der grifite gemeinsame Teiler von a und b berechnet werden:

o Solange keines der zwei Polynome ein Teiler des anderen ist, ersetze das Poly-

nom groferen (oder gleichen) Grades durch seinen Rest nach Division durch das
andere.

—eo Wenn eines der zwei Polynome ein Teiler der anderen ist, dann ist es (nach Divi-
sion durch den Leitkoeffizienten) der ggT(a, b).
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In Maple wird mit gcd(a,b) der groBte gemeinsame Teiler der Polynome @ und b
berechnet, mit quo(a,b,x) der polynomiale Quotient von a und b.

Beispiel 9. .
> ged(2*x74-3*x"3-7*x"2-3#%x-9, 2*X"5+X"4+4*X"2+4*X-3%x"3-3) ;
22+ 3
> quO(2*x"4-3%x"3-7*x"2-3%x-9,2%x+3,X%);
23 -322+z2-3
> quo(2*X"5+Xx"4+4*X"2+4%x-3*x"3-3,2%x+3,X) ;

zt—23422-1

Die rationale Funktion ;355857205320 ~ kann also einfacher durch £;=3¢"+z=3
dargestellt werden.
8 Die Anzahl der Nullstellen eines Polynoms

Seia:= )7 a;z' € Q[z]. Dannist
n. ,
Da = Z ia;zi~!
i=1

die Ableitung von f.

Im allgemeinen ist es nicht méglich, die komplexen Nullstellen eines Polynoms
(exakt) zu berechnen. Aber: die Anzahl seiner Nullstellen (ohne Vielfachheiten) kann
leicht berechnet werden. Auch der Beweis des folgenden Satzes ist nicht schwierig.

Satz 10. Die Anzahl der Nullstellen von a in C ist
grad(a) — grad(ggT(a, Da)) .

In Maple wird mit diff{a,x) die Ableitung des Polynoms a berechnet und mit

degree(a,x) der Grad von a.
Beispiel 11.
> a:=x"7+2*x“6-2*x"3+3*x*2-11/4*x“5-—3/2*x+3/4*x"4+1/4;
11 3 3 1
I ¢ 6 _ 0,3 2 _ 1, 5_9 O4 2
a:=z"4+2z°-22°43z 43: 2a:+4a: +4
> diff(a,x);
6 5 2 55 4_3 3
7z +12z° — 6z +6:L'—-I:z: —§+3:z;
> gecd(a,diff(a,x));
l+:z:
2
> degree(a,x); ,
S e e A;,,-,'I o e __};_‘;"5‘.}
* > degree(a,x) -degree (gcd(a,diff(a,x)),x);
6




- Delicrist 187+ (<2) 1024 =34 T T T %

Das Polynom a hat also genau 6 Nulistellen in C.

9 Ganzzahlige lineare Gleichungen
Satz 12. Es seien a und b positive ganze Zahlen. Es gibt ganze Zahlen u,v so, dass
u-a+v-b=ggT(a,b)

ist. Diese kinnen mit dem folgenden Verfahren (Erweiterter Euklidischer Algorithmus)
berechnet werden:

o Setze A := (A1, Az, As) := (a,1,0) und
B:= (Bh 32133) = (b,O, 1) .

e Solange B, die Zahl A, nicht teilt, berechne den ganzzahligen Quotienten m
von A, und B, und seze C := B, B =A-m-C:=
= (41 —m-Cy, Az —m-Cy, A3 —m-C3)und A:=C.

o Wenn B, die Zahl A, teilt, dann ist
u:= Byundv:=Bj.

Satz 13. Seien a, b, c ganze Zahlen, alle # 0.
Es gibt genau dann ganze Zahlen u,vmita-u+b-v=c wenn 99T (a, b) ein Teiler
von c ist.

In Maple werden mit igcdex(a,b,u,v) der groBte gemeinsame Teiler ggT(a,b) der
Zahlen a und b berechnet und dariiberhinaus Zahlen u und v mit g9T(a,b) = a-u+b-v.

Beispiel 14. Berechne ganze Zahlen u und v so, dass 187u + 102v = 34 ist!
> igcdex(187, 102,ul,vl1);

17
> ul;
-1
> vl;
2
> irem(34,17);
0
> iquo(34,17);
2
> u:=2%ul;
u:=-2
> v:i=2%Vvl;
v:=4
> -2%1B7+4*102;
34
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10 Polynomiale lineare Gleichungen
Satz 15. Es seien a,b Polynome, beide # 0. Es gibt Polynome u, v so, dass
u-a+v-b=ggT(a,b)

ist. Diese konnen mit dem folgenden Verfahren (Erweiterter Euklidischer Algorithmus)
berechnet werden:

o Setze A := (A1, A3, A3) := (a,1,0) und
B = (B]_,Bg,B3) = (b, 0, 1) .

¢ Solange B, das Polynom A, nicht teilt, berechne den polynomialen Quotienten
mvon A, und B, undsetzeC :=B,B:=A—m-C :=
= (41 —m-Cy, Ay —m-Ca, A3 —m-Cs)und A :=C.

e Wenn B, das Polynom A, teilt, dann ist
w:=1k(B1)™" - By undv := Ik(B,)"' - Bs.

Satz 16. Seien a,b, c Polynome, alle # 0.
Es gibt genau dann Polynome u,v mita-u+b-v = ¢, wenn 99T (a, b) ein Teiler von
c ist.

In Maple werden mit gedex(a,b,u,v) der groBte gemeinsame Teiler 99T (a, b) der
Polynome a und b berechnet und dariiberhinaus Polynome v und v mit 99T (a,b) =
a-u+b-v

Beispiel 17. Berechne Polynome f und g so, dass
(z* - 222+ 2-5)f + (z® + 23— 5)g =22 + 2 — 5 ist!
> gedex(x74-2*x"2+x-5,x"5+x"3-5,x,f1,gl);

1
> f1;
31 7, 3 39 , 136
539 2605 " T 539° 2695 ~ 2605 %
> gl;
3446 136 , 39
2605 ~ 2695~ ' 2695 > T 2695
> f£2:=(x"2+x-5)*f1;
31 7 3 39 136
— 2 - —— 2 — oy Y 4 YUY .3
2= +2-5)(~535 ~ 3605 ° 539° " 2605 ° 2695 %)
> g2:=(x"2+x-5) *gl;
384 46 136 39
e (2 _EV(_ — 2 3
92:= (=" +2-5) (3505 ~ 7555 ° + 2605 % T 5695 ©)

11 Restklassenringe

Sei n eine ganze Zahl > 2,
Die Menge Z,, := {0,1,...,n — 1} mit der Addition

@+ b := Rest von a + b nach Division durch n
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Dl

T

und der Multiplikation
a -n b:= Rest von a - b nach Division durch n

heiBt ,,Restklassenring Z modulo n. Diese Restklassenringe finden zum Beispiel in
der Kodierungstheorie oder bei Verfahren zum ,,schnellen Rechnen“ Anwendung.

Kann in Z,, dividiert werden? Das heiBt: Gibt es zu a € Z,, eine Zahl b € Z,, mit
a,b=17

Das ist genau dann der Fall, wenn gg7T'(a, n) = 1 ist: Dann gibt es nimlich Zahlen
uund v 50, dass u- a+v - n = 1 ist (sieche Abschnitt 9). Division mit Rest von u durch
negibtu=m-n+rmit 0<r <n.
Daraus ethélt manr-a+ (v+m-a)-n=1,alsor-,a=1.

Falls n eine Primzahl ist, ist ggT'(a,n) = 1 fiir alle 0 < a < n, also ist dann Z,,
ein Koérper.

Beispiel 18. Finde eine ganze Zahl 2 so, dass der Rest von 18z nach Division durch
23 gleich 1 ist!

> 1igedex(18,23,u,v);

1
> u;

9.
> direm(18%9,23);

1

12 Algebraische Zahlen

Sei h ein Polynom in Q[z] mit grad(h) > 1.
Die Menge Q[x]/h := { Polynome vom Grad < grad(h)} U {0} mit der Addition

a +p b := Rest von a + b nach Division durch A

und der Multiplikation
a -5 b:= Rest von a - b nach Division durch A

heiBt , Restklassenring Q[x] modulo & “. Diese Restklassenringe finden zum Beispiel
zur Konstruktion von Kérpererweiterungen von Q, in denen irreduzible Polynome in
Q[z] Nullstellen haben, Anwendung.

Kann in Q[z]/h dividiert werden? Das heiBt: Gibt es zu a € Q[z]/h ein Polynom
b€ Qz]/hmita-pb=17

Das ist genau dann der Fall, wenn ggT'(a, k) = 1 ist: Dann gibt es niimlich Poly-
nome u und v so, dass u - a + v - b = 1 ist (siche Abschnitt 10). Division mit Rest von
u durch h ergibt u = m - h+r, r = 0 oder grad(r) < grad(h).
Daraus erhdlt manr-a+ (v+m-a)-h=1,alsor-4a=1.

Falls h ein irreduzibles Polynom ist, ist gg7'(f, h) = 1 fiir alle f # 0 mit
grad(f) < grad(h), also ist dann Q[z]/h ein Kérper.

_ . Das Polynom h hat in diesem Kérper eine Nullstelle, und zwar z. _
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Beispiel 19. Finde Bruchzahlen s, t, u so, dass

1 3 3

_—— = 8V4 + V2 +

VAT3v5 12 sVi+tV2+u
ist! .
Sei b := 2% — 2und a := z? + z + 2. Wir schreiben ¥/2 fiir die Nullstelle z von A in
Qlz]/A. .

> h:=x"3-2;
hi=x3-2

> f:=x"2+3%x+2;
a:=2243z+2
> gcdex(a,h,x,u,v);

1
> u;
1 2 7,
—1—5—1—5$+-3—6$
> rem{u*f,h,x);
1
Also ist . 5 1
. [ 2__.. _——) =
Foul5pe — -5 =1
in Q[z]/h, somit
1 7 s 2, 1
= i 22— — .
Vi+§2+2 30‘/_ 15‘/5 15




