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Zusammenfassung

In diesem Artikel wird gezeigt, wie Schiiler Daten von
einer Kurve in parametrisierter Form fitten als auch ap-
proximieren kénnen. Als praktische Anwendung der ge-
fitteten Kurve wird das Bogenlédngenintegral vorgestelit.
Die gefittete Kurve wird verwendet, um die Linge des
Radweges entlang der Saar in Ockfen zu bestimmen.

1 Einleitung

Eine Landkarte enthilt eine Fiille von geometrischen
Objekten: Strassen, Fliisse, Biiche, Forstwege, etc. Im
allgemeinen ist es schwierig, diese Objekte analytisch
zu beschreiben. Eine Moglichkeit, diese Kurven zu er-
fassen, bietet das CAGD !: Interpolationskurven, Spli-
nekurven, Bézierkurven, etc.[5]. Die Herausforderung
besteht darin, durch Datenpunkte gegebene Kurven mit-
tels geeigneten, den Schiilern bekannten Funktionen an-
zunihern, Dabei férdert man zwei Wissensbereiche des
Schiilers:

e Spielerische Modifikation von Funktionen anhand
ihres Funktionsgraphen durch geschicktes Manipu-
lieren einzelner Parameter

e Sinnvolles Einsetzen von Computeralgebrasyste-
men (CAS)

CAS sollen in den Mathematikunterricht integriert
werden und stellen ein bedeutendes Hilfsmittel dar [1].
Diese Programme bieten dem Schiiler beim Aufsuchen
und Diskutieren von Zielfunktionen zu vorgegebenen
Datenpunkten eine gute Moglichkeit, sich intensiv mit
dem Modellieren von Funktionen zu beschiiftigen,

1Computer Aided Geometric Design

2 Der Radweg - ein Beispiel

Die Gemeinde Ockfen? plant einen Radweg von der
Briicke {iber die Saar bis zu einer als Erholungsgebiet
benutzen Sandbank. Dabei verlduft der Radweg genau
entlang dem Flussbett und kostet pro 100 Meter inklusi-
ve Schotterung und Asphaltierung 1200 Euro (Abb. 1).

Abbildung 1: Radweg entlang der Saar

Wie teuer kommt der Gemeinde der Radweg?

2.1 Einlesen der Daten

Um iiberhaupt eine Kurve entlang des Flussbettes zu le-
gen, benétigen wir zuerst Datenpunkte, die exakt dem
Flusslauf entsprechen. Mathematica bietet dazu eine zu-
gleich einfache wie perfekte Moglichkeit:

e Wir gehen davon aus, dass die Landkarte in digi-
taler Form® vorhanden ist. Mit dem Menii File —
Import importiert man die digitalisierte Landkarte
in das Mathematica Arbeitsblatt.

e Klickt man mit der Maus den Flusslauf entlang
withrend man gleichzeitig die STRG - Taste (COM-
MAND - Taste am Apple - Macintosh) gedriickt
hiilt, werden alle diese Punkte auf der Grafik mar-
kiert. Thre Koordinaten sind dabei in der linken
unteren Ecke des Mathematica Arbeitsblatt zu se-
hen®.

e Durch das Driicken der Tasten STRG + C und da-
nach STRG + V fiigt man die Koordinaten in Form
einer Liste in das Mathematica Arbeitsblatt ein.
Diese Liste wird gleich unter dem Namen river

hup://home.t-online.de/home/klemens.minn/Geo_Karte_1_n.JPG

3etwa im Bitmapformat bmp, Breite ca. 300 Pixel

4Mathematica setzt den Koordinatenurprung in die linke untere
Ecke der Grafik, der Punkt mit den Koordinaten (1, 0) wird in die rech-
te untere Ecke gelegt.
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abgespeichert, um so immer darauf zugreifen zu
konnen. river enthilt 43 Messpunkte.

In[1]:= river = {{0.1,0.246667},
(0.12, 0.256667},

,{'IJ .573333,1.07667}, {0.57,1.1));

¢ Ein Plot der Datenpunkte zeigt den Vergleich des
eigentlichen Flusslaufs und Position der eingelese-
nen Datenpunkte (Abb. 2).
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Abbildung 2: Datenpunkte und Flusslauf

3 Der Vorteil von Kurven in Para-
meterdarstellung

Schiller der Sekundarstufe IT bringen den Begriff Kurve
primér mit dem Graphen einer Funktion y = f(x) in Ver-
bindung. Jedoch sind diese Funktionsgraphen meist nur
schlecht geeignet, um beliebige Datenpunkte anzuni-
hern.

Aus diesem Grund ist es notwendig, die gegebenen Da-
tenpunkte mittels Kurven zu interpolieren bzw. approxi-
mieren. Die Definition einer ebenen Kurve lautet dann
[5]:

¥ - 2 s B [ x@)

X:[ablcR - R? wobei X(t)-(ym]
mit dem Parameter ¢ € [g, b] ¢ R und den Koordina-
tenfunktionen x, y : [a, b] » R

Ein Beispiel: Der Kreis mit dem Mittelpunkt O und dem
Radius r geniigt der Gleichung x* + y* = 2. Auflésung
nach y ergibt y = +VA -2 undy = -V2 -2,
also zwei explizite Funktionen, die jeweils auf [-r, r]
definiert sind. Dabei bekommt die Kreisdarstellung
eine gewisse ,,Unhandlichkeit“. Dariiber hinaus wird
von Schiilern oft die zweite, negative Losung vergessen
(Abb. 3, links).

Da der Kreis ein gut bekanntes geometrisches Objekt
ist, wird den Schillemn das Fehlen der zweiten Hilf-
te spitestens beim Zeichnen des Kreises auffallen. Bei

¥
o 2 za'.

Abbildung 3: links: explizit; rechts: parametrisierte
Darstellung

Funktionen, deren Graph nicht bekannt ist, besteht diese
grafische Kontrolle nicht mehr. Deshalb ist es wichtig,
den Schillern damit ein ProblembewuBtsein fiir das Fin-
den aller Lésungen zu vermitteln,

Diese ,,Unhandlichkeit“ der beiden Losungen fillt mit
der Parameterdarstellung des Kreises:

3 r sin(r)
x® =( r cos(t) )

mitz € [0, 2] (Abb. 3, rechis).

Man erkennt, dass mit parametrisierten Darstellun-
gen wesentlich mehr Modellierungsspielraum vorhan-
den ist. Damit steht uns ein Werkzeug zu Verfiigung, das
es erlaubt, den Verlauf von Kurven besser zu beschrei-
ben.

4 Koordinatenfunktionen und Da-
tenpunkte

Wie sind die 43 Datenpunkte durch eine Kurve X(¢)
zu beschreiben? Dazu wihlen wir folgende Vorgangs-
weise: Zuerst ist es notwendig, die Datenpunkte in die
Form x() und y(t) zu bringen. Danach werden x(t) als
auch y(#) von den Schiillern durch spezielle Funktionen
gefittet bzw. approximiert.

Die Kurve X(t) ist nun bestimmt und dient zur Be-
rechnung der Bogenliinge. Das Integral liefert dann die
Linge des Radweges

Der Parameter ¢ ist so einfach wie moglich zu wiihlen.
Da 43 Datenpunkte vorhanden sind, soll ¢ das Durch-
laufen der Datenpunkte beschreiben. Das ergibt einen
Wertebereich ¢ € [1,43]. Abbildung 4 visualisiert die
Die Punkte der Koordinatenfunktionen bezeichnen wir
mit X; und ¥, (Abb. 5):

X,=Gx)) Y= (3yD)
Zwei kleine Mathematica Programme [9] schreiben die
Datenpunkte in X(i, x(7)) und Y,(i, y(})) um. riverX
beinhaltet die Punkte X, riverY die Punkte Y,.




100

5 FUNKTIONEN BASTELN

(29|

1]

o & —l L1 ay
01 02 03 04 05 06

Abbildung 4: Datenpunkte P,,(x(29), ¥(29)) der gesuch-
ten Kurve
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Abbildung 5: Datenpunkte der Koordinatenfunktionen
der gesuchten Kurve

In[2]:= riverX = MDDataX[river]

outf2]= {{1,0.1},{2,0.12},
:}i2,0.5?3333},{43.0.57}}

In[3]:= riverY = MDDataY[river]

Out[3]= {{1,0.24565?},{2,0.256567},
;}}2.1.01667},{43,1.1}}

Zum Vergleich der Koordinaten wirde die Liste river

nochmals angefiihrt.

Inf4]:= rivers= ((0.1,0.246667), {0.12,0.256667),

:.('0.573333, 1.07667}), {0.57,1.1)};

5 Funktionen basteln

5.1 Eine Familie von Funktionen zum Mo-
dellieren von Koordinatenfunktionen

Um eine freie Kurve mathematisch zu modellieren,
geht man meist von einer bekannten, parameterab-
hiingigen Kurve aus. Man modifiziert die Parameter
um die bekannte Kurve den Datenpunkten der frei-
en Kurve moglichst genau anzupassen. Hier verfol-
gen wir eine andere Strategie: Die Ausgangsfunkti-
on anfang(t), die etwa durch lineare Approximati-
on der gegebenen Datenpunkte gefunden wird, soll

nun durch Addition geeigneter Deformationsfunktionen
deform,(t),... de  formy(t) veriindert werden:

N
ziel(t) = anfang(t) + Z deform()

i=1

Eine geeignete Deformationsfunktion soll bei Addi-
tion zur Ausgangsfunktion anfang(t) nur einen klei-
nen Bereich modifizieren. Dadurch bleibt das Modellie-
ren iiberschaubar. Diese Eigenschaften erfiillt folgende
Funktion:

k
detom = i —ap e

Abbildung 6 zeigt die Funktion fiir k = 1,/ = 1 und
a=0.

Deformationsfunktion
t
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+ t
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Abbildung 6: Deformationsfunktion

Familie von  Deformationsfunktionen
deform(t) = gt ist nur eine Moglichkeit.
Dariiber hinaus existieren nmoch eine Vielzahl von
geeigneten Funktionen, welche hier nicht behandelt
werden. Insbesondere besteht natiirlich die Moglich-
keit, die Kurve in zwei oder mehrere Kurvenstiicke zu
zerlegen. Die kreisformigen Teile konnen durch die
Parameterform des Kreises dargestellt werden. Beim
Auffinden der Ausgangsfunktion anfang(f) kann unter
anderem auch die Kurvendiskussion eingesetzt werden,

Diese

um eine passende Funktion zu finden.
5.2 Veriinderung der Deformationsfunkti-
on

Eine Funktion hiingt von einem oder mehreren Para-
meteren ab. Die Auswirkung einer Anderung dieser
Parameter 1iBt sich am besten am Bild des Funktions-
grafen studieren. M@th Desktop bietet eine Movie -
Funktion an’: Dabei wird ein kleiner Film erzeugt,
dessen einzelne Bilder durch verschiedene Werte des

SMenli M@th Deskiop — Movie erzeugen
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spezifizierten Parameters erzeugt werden. 6 Der Radweg - das hat die Ge-

Verschiebung von deform(t) liings der t-Achse meinde zu zahlen

Die Notwendigkeit der lokalen Veriinderung von
anfang(t) verlangt, den Hochpunkt der Funktion
deform(t) beit = 0 an eine bestimmte t-Stelle a zu ver-
schieben. Dies gelingt, fiir die Schiiler leicht verstiind-
lich, indem man ¢ durch (¢ — a) ersetzt. Die Funktion hat e In Abschnitt 2.1 haben wir die Datenpunkte in Ma-

Fassen wir zuerst einmal die bereits erfolgten Rechen-
schritte und gewonnenen Erkenntnisse zusammen:

dann folgende Form (k = I = 1): thematica eingelesen und unter river abgespei-
chert.
e In Abschnitt 4 wurden die Datenpunkte der Ko-
deform(t) = 1 ordinatenfunktionen bestimmt und unter riverX
(t-a)+1 bzw. riverY gespeichert.
e Eine Modellierungsmethode mit Deformations-
Fin Movie visualisiert den Vmchiemgseﬂ'ch funktionen de f onn.(t) wurde in Abschnitt 5.1 vor-
gestellt und genauer untersucht.

6.1 Generieren der Losungskurve

Koordinatenfunktion der y-Achse: y(r)

GemiiB Abschnitt 5.1 sucht man zuerst eine Funktion,
welche die Punkte annihert. Hier verwenden wir eine
lineare Funktion anfang[t], die durch graphisches
) ; Probieren oder durch lineare Approximation gefunden
Abbildung 7: Verschiebung lings der t-Achse wird. Dabei ist jedoch zu beachten, dass die Ausgangs-
funktion anfang [t ] wihrend des Modellierens even-
tuell veriindert werden muB, um Verschiebungen lings
2 ; der vertikalen Koordinatenachse, die bei Addition der
Damit ist es den Schiilern durch das Verschieben nun 5 ;
nligtich, die Panktion dn fingly) s Jedée Swlle 1 00- Defot:mahon&ﬁmkﬂonen deform[t] entstehen, aus-
dellieren. zugleichen.

Nun bleibt es den Schiilern iiberlassen, jene Bereiche,

Veriuderung der HiShe und der Steigung in denen eine zu starke Abweichung vorliegt, durch ge-

In analoger Weise kann der Lehrer auch die Auswir- eignete Deformationsfunktionendeform[t] zu korri-

kungen der anderen beiden Parameter k und / zeigen gieren. Dabei kann zusitzlich zu der graphischen Kon-

(Abb. 8). trolle ein Fehlerquadratsummentest (LST) durchgefiihrt

werden. Ein den Schillern vorgegebener Fehlerwert, den

die Zielfunktion unterschreiten soll, beschriinkt ein lan-

e i Y oy S2atan ges Herumprobieren. Dariiberhinaus lassen sich so auch

y in kleine ,Wettrennen“ organisieren. Fiir unser konretes

g Beispiel geben wir uns einen Fehlerwert von 0.003

4 vor. Wendet man den LST auf die Ausgangsfunktion
' anfang[t], so ergibt das:

In[5] := FehlerquadratSumme [anfang¥[t], riverY]
Abbildung 8: Veriinderung der Hohe bzw. Steigung oyt 157= 0.409236

Sechs verschiedene Funktionen deforml([t],...,

deformé6 [t] werden verwendet, um eine hinreichend
Mit dieser Deformationsfunktion und ihren ,Klonen* kleine Abweichung zu bekommen. Man beginnt mit der
konnen sich Schiller nun spielerisch daran versuchen, Funktion deforml [t], die den Hdcker beit = 29 er-
die Datenpunkte der Koordinatenfunktionen zu appro- zeugt und fihrt mit den weiteren Deformationen analog
ximieren. fort:
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In[6]:= anfang[t_] :=0.019¢t +0.225;

0.22
s R T Ty B

deform6[t_] := + 9.0a%
i=
= 0.08(t-0)2+1"

ylt_] := anfang([t] + deforml [t]
+deform2[t] + deform3[t]+
deformd [t] + deform5([t]+
deform6[t];

Ein Plot der Kontrollpunkte und der Zielfunktion y [t ]
zeigt den Schiilern die Qualitiit der Ergebnisse (Abb. 9).

Abbildung 9: Kontrollpunkte mit Zielfunktion y [t ]

Dariiber hinaus ergibt der LST einen Fehler von 0.0029.

Koordinatenfunktion der x-Achse: x(r)

Die Schiller sollen nun auch die in Mathematica
implemtierten Algorithmen kennen lernen. Neben
der manuellen Methode zur Funktionsfindung bietet
Mathematica nimlich auch interne Programme an,
welche dies automatisch erledigen.

Die Funktionen heiBt PolynomialFit, Sie berech-
net ein approximierendes Polynom vom Grad n. Dabei
ist zu beachten, dass die Erhthung des Polynomgrades
nicht immer zu einem besseren Ergebnis fiihrt, da Poly-
nome fiir grosse n leicht oszillieren.

Ein Plot der Datenpunkte und der Zielfunktion x [t ]
(Abb. 10) zeigt den Schiilern die grafische Qualitiit des
Ergebnisses.

Kombinieren der Zielfunktionen zur Kurve in Para-
meterdarstellung

Im letzten Schritt sollen die Schiiler die beiden im vor-
angegangenen Kapitel berechneten Funktionen mittels
eines parametrischen Plots anzeigen lassen (Abb. 11)
und mit den Datenpunkten vergleichen. Dabei befindet
sich die Briicke, wo der Radweg beginnt, beim Para-
meterwert 1 und das Ende des Radwegs, die Sandbank,
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Abbildung 10: links: x(¢) mit n = 10, rechts: n = 30

beim Wert 41. Die beiden zusitzlichen Punkte P,, und
P, helfen beim Modellieren.
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Abbildung 11: links: Fertigen Modell, rechts: Messda-
ten

Den Schiilern ist nun die Kurve bekannt. Sie kiinnen die
Liénge des radweges ausrechnen.

6.2 Bogenlinge zur Berechnung der Fluss-
Liinge

Der Radweg kostet pro 100m Euro 1200.-. Somit miis-
sen die Schiller die Linge des Flusses von der Briicke
bis zur Sandbank bestimmen. Mathematisch entspricht
das dem Berechnen der Bogenlinge / einer parametri-
sierten Funktion in den Grenzen ¢ € [q, b]. Die Formel
dafiir lautet [6]:

la, b) = f\jx'(;)hy'(ﬂ)d;

M@th Deskiop bietet dafiir die vorgefertigte Palette Bo-
genliinge® (Abb. 12), mit der man die Bogenliingenbe-
rechnung schnell und einfach durchfiihren kann,

In[7]:= NIntegrate [‘\}:’ [t12+y'[t]3,

{t,1,41)]//chop
Out[7]= 1.13629

Beriicksichtigung des MaBstabes
SMenti MD Integr — Bogenléinge
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Abbildung 12: Bogenlidnge Palette

Da die Linge von 500 Metern auf der Quellgrafik einge-
zeichnet ist, braucht man nur die Linge dieser Strecke
bezogen auf das Bildkoordinatensystem von Mathema-
tica bestimmen, um dann den MaBstab zu berechnen.
dist sind der Anfangspunkt und Endpunkt der 500
Meter Markierung.

Damit wissen die Schiiler, dass den 500 Meter 0.22 Ein-
heiten des Mathematica Koordinatensystems entspre-
chen. Durch Umrechnung der berechneten Bogenlinge
ergibt sich schlussendlich eine Flusslinge von 2582 Me-
tern. Der Radweg schliigt sich somit mit Euro 30948.- zu
Buche.

7 Weiterfiihrendes und Ergénzun-
gen

In der Praxis wird man bei dicht gesetzten Datenpunk-
ten einfach die Summe der Differenz benachbarter
Datenpunkte bilden, um zur Kurvenlinge zu kommen.

Insbesondere sei hier auch vermerkt, dass die in Mathe-
matica implementierten Algorithmen zur Interpolation
/ Approximation von Punkten im allgemeinen genauer
und vorallem schneller arbeiten als dies mit der hiindi-
schen Methode méglich ist. Dies soll jedoch nicht davon
abschrecken, sich mit weiteren Deformationsfunktionen
zu beschiftigen, da Schiiler erst durch manuelles Rech-
nen Sicherheit im Umgang mit Funktionen bekommt.
Niihere Informationen zu Mathematica findet man unter
www.wolfram.com

M@th Desktop ist eine Mathematiklernsoftware fiir
die Sekundarstufe IT und baut auf Mathematica auf.
Nihere Informationen findet man im Intermet unter
www.deltasoft.at. -

Die

Mathematica-Programme MDDataX[],

MDData¥[] und Fehlerquadratsumme[]
werden Interessierten gerne zugesandt: markussmo-
le@gmx.at
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