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Wie verbessere ich meine
Gewinnerwartung?

. Wolfgang Wertz

1 Motivation: ein einfaches Spiel

Ein Spieler setzt den Einsatz e und erhilt 2e, wenn eine geworfene Miinze
»Kopf“ zeigt, und er verliert seinen Einsatz, wenn ,, Wappen* geworfen wird.
Nach jedem Verlust setzt er den doppelten Einsatz wie beim vorhergegange-
nen Spiel, gewinnt er hingegen, so bricht er das Spiel ab. Welchen Gewinn
erzielt er mit dieser Strategie? (Martingal- oder Verdoppelungsstrategie; alt-
provencalisch: ,Jouga a la martegalo“ — dahinter steht die Idee, durch fort-
schreitende EinsatzerhShung einen Gewinn sicherzustellen).’

Da die Spieldauer nicht beschrankt ist, bietet sich als Modell
Q={r=(z1,-.-,Zn,...) : z; € {0,1}} (1)

an mit folgender Interpretation: x; = 1 | falls beim i-ten Spiel Kopf und = 0,
falls beim ¢-ten Spiel Wappen kommt. Das Ereignis A,: ,,Spielabbruch beim
n-ten Spiel“ hat daher folgende Gestalt:

A,={r=1(0,...,0, 2041, Zp42,-..) : Tnyi € {0,1} Vi>1}. (2)
(n—1)—mal

Dem Modell liegt also eine unendliche Folge von Spielen zugrunde, von denen
natiirlich nur die ersten n tatsachlich gespielt werden und der Rest als fiktiv
angenommen werden kann. Es gilt: W(A4,)) =27, 2

1Gliicksspiele sind seit je an der Wiege der Wahrscheinlichkeitstheorie gestanden: Bi-
schof Vibold von Cambrais berechnete im Jahre 960 die Anzahl der Ausginge beim Werfen
mit drel Wiirfeln — allerdings war seine Losung falsch; eine richtige Losung findet sich beim
Troubadour Richard de Fournivals (etwa 1200-1250) in seiner Dichtung ,De vetula®. - Erst
dekadente Gesellschaften unterwerfen die Wissenschaft wirtschaftlicher Gewinnmaximie-
rung.

ZDies bedarf freilich einer niheren Begriindung, die sich aus der Theorie der unendlichen
Produktrdume ergibt, welche in den meisten neueren Biichern iiber Wahrscheinlichkeits-
theorie zu finden ist.
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Zur Berechnung des Erwartungswertes des Gewinnes ist es zweckmifig,
einen weiteren Wahrscheinlichkeitsraum zu benititzen: ¥ := N ; ist n der
Zeitpunkt des letzten Spieles, so sei

W{{n}) := W(4,) =27".

Die Zufallsgrofie X : (* - R beschreibe den Gewinn des Spielers. Weil er bei
der Verdoppelungsstrategie beim k-ten Spiel den Einsatz 25! - e leistet, bei
den ersten n — 1 Spielen diese Einsitze verlorengehen, und er zuletzt 2" ! - e
gewinnt, gilt

n—1
X(n) = —e- ) 2 42 = —e (27 -1) + e 27 =
k=1

d.h. der Gewinn X ist konstant e und somit folgt auch E(X) = e.

Die Voraussetzungen fiir das obige Spiel sind aus zwei Griinden unreali-
stisch: )

1. Niemand kann beliebig oft spielen.

2. Das Spielkapital ist begrenzt, und es besteht gewohnlich eine feste Ein-
satzbeschrankung, wie in Spielcasinos.

Andern sich die Voraussetzungen also dahingehend, daB e, der maximal
mogliche Einsatz pro Spiel ist (eg > €), so 1aBt sich die Verdoppelungsstra-
tegie hochstens N-mal durchhalten, wobei NV die gré8te natiirliche Zahl mit
2N-1. e < ep ist, also N = [1 + Zlog(ep/e)]. Es kommt hier also auf das
gleiche heraus, ob die Spieldauer oder der Einsatz begrenzt ist.

Anstelle von (1) eignet sich hier ein Laplaceraum (der Ordnung 2V) iiber
der Menge

Oy ={r=(z1,...,2n5) 1z € {0,1},i=1,... ,N} (3)
als Modell. A,, wird analog zu (2) definiert:

A.={r=(0,...,0,1,zp41,... ,ZN) : Tuys € {0,1} Vi=1,... N —n},
(n—1)—mal

(4)

und es folgt wieder W(A,) = 27". Der Gewinn des Spielers ist jetzt
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(e fallsx € A:= ", 4,
X(®) = { —e-(2V —1) fallspre A° = {(0,...,0)}.

Dabei bezeichnet A° die Komplémentéirmenge von A. Weil offensichtlich
W(A°) =27V und daher W(A) =1 — 27V gilt, folgt:

E(X) = e-W(A)—e- (2" ~1)- W(4) = e- [1-2) - (2" —-1)-27V] =,

das heift, fiir dieses Spiel betragt die Gewinnerwartung nur 0.

Jedes Einzelspiel ist fair, denn die Gewinnerwartung pro Miinzwurf ist 0.
Mit der Verdoppelungsstrategie 1a8t sich also die Gewinnerwartung fiir den
Spieler verbessern, aber nur, wenn Spielkapital und Spiellange unbegrenzt
bleiben. Es mag der Eindruck entstehen, daf dafir die sehr speziellen Spiel-
regeln eine entscheidende Rolle spielen; in der Folge wird sich aber zeigen,
daf8 dahinter ein recht allgemeingiiltiger Sachverhalt steht.

Beim ersten Spiel erhebt sich die Frage nach der Wartezeit T bis zum
Abbruch des Spieles:

S fallsz, =0Vn e N
T(x) - { min{n €N: Ty = 1} andernfalls (5)

ist also eine ZufallsgréBe 7' : @ — Ny, := NU {oo}. Thre Verteilung ist durch
W({T=n]) =27" VneN

gegeben. T ist also fast sicher (d.h. mit Wahrscheinlichkeit 1) endlich, aber

nicht beschrdnkt. Fir den Erwartungswert gilt:

]E(T):f:n-2“”=2,
n=1

was sich durch einfache Rechnung ergibt.
2 Irrfahrten

Es sei (Yi)ken eine Folge unabhingiger, reellwertiger Zufallsgrofien (ZGen),
die alle die gleiche Verteilung haben, die integrierbar und die nicht fast sicher
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(f:s.) konstant sind ® mit n := E(Y,,) Vn € N, ferner

n

X.:=) Vi VneN (6)

k=1

der Summenproze}; dann heift die Folge (X, )nen eine Irrfahrt (auf R).

Beispiel 2.1 Wie in Kap. 1 wird eine Miinze geworfen, nur setzt der Spieler
tmmer den gleichen Einsatz 1. Es bezeichne

Y 1 falls Kopf kommt
T -1 falis Wappen kommit.

Xn 15t dann der Gesamtgewinn zum Zeitpunkt n.

Ohne auf die teilweise schwierigen technischen Einzelheiten einzugehen,
fiihre ich einige bemerkenswerte Ergebnisse an:

Satz 2.1 Unter den gegebenen Voraussetzungen sind folgende Bedingungen
dquivalent:

n=0 (7)

Ve > 0 gilt: |X,| < e fiir coviele n f.s. (8)

'+ —oo = liminf X, < limsup X,, = 0o f.s. (9)
n—co n—0o

Bezeichnet also wieder Y den beim k-ten Spiel erzielten Gewinn, so ist das
Spiel genau dann fair, das heift, es gilt (7), wenn X,, immer wieder beliebig
nahe an 0 herankommt (8) - im Falle von Beispiel 2.1 also 0 erreicht - aber
auch, wenn sowohl der Gesamtgewinn als auch der Gesamtverlust beliebig
oft beliebig grof werden (9). Sogar bei einem fairen Spiel lassen sich also
beliebig groBe Gewinne erzielen, die Frage ist nur, wann sie auftreten!

Fiir den Fall des Beispiels 2.1 leite ich in Kap. 6 die Verteilung der Warte-
zeit T' bis zum ersten Gewinn her; dabei zeigt sich, daB bereits dieses einfache
Beispiel einiges an Hilfsmitteln erfordert.

3Fiir f.s. konstante ZGen lassen sich entsprechende Aussagen angeben, die sich aber als
trivial erweisen.

iy
L
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Fiir die obige Folge (6) gilt:

Es sei
T := min{n € N: X,, > 0}, (10)
im Falle von Beispiel 2.1 (X, nimmt nur ganzzahlige Werte an!) also:
- T:=min{fn e N: X, =1}. (11)
Wegen (9) ist T f.s. endlich, es gilt aber
E(T) = co. (12)

Obwohl das Spiel mit W. % bereits beim ersten Spiel im Gewinn ist:
W([T =1]) =1/2,

weist (12) auf eine zu erwartende lange Wartezeit hin. (12) 18t sich mit mar-
tingaltheoretischen Methoden leicht beweisen; darauf gehe ich in Kap.6 noch

ein. Eine Erklérung fiir diese paradoxe Erscheinung bietet das sogenannte
Arcus-Sinus-Gesetz:

Satz 2.2 Unter den gegebenen Voraussetzungen und zusdtzlich
E(Y)) <o VkeN

bezeichne R, die relative Hiufigkeit derjenigen Zeitpunkte, zu denen sich der
Spieler bei n Spielen in der Gewinnzone befindet:

1
R,,::;;-#{k:lgkgn,xk>0}. (13)
Dann gilt:

lim ‘W([R,, <t]) = F(t) := % -arcsin vt Vt € [0, 1]. (14)

n—ro0

F besitzt die W.-Dichte
te f(t) = (r/t(1—¢))™" te (0,1) (15)

w

-

w

~»

=

0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Wie die Abbildung zeigt, ist f in (0,1) U-férmig und strebt an den Inter-
vallenden gegen Unendlich. Daher sind sehr lange Gliicks- und Pechstrihnen
(d.h. grofie bzw. kleine Werte von R,) viel wahrscheinlicher, als ein ausge-
glichener Gewinnverlauf. Die in diesem Abschnitt geschilderten Sachverhalte
erweisen sich insgesamt als noch iiberraschender als die im ersten Abschnitt!

3 Bedingte Erwartungen

In den Lehrplénen und Lehrbiichern fiir die héheren Schulen werden die
grundlegenden Begriffe der bedingten Wahrscheinlichkeit und der bedingten
Erwartung nur sehr oberflichlich bzw. gar nicht behandelt, obgleich ohne sie
Regression, Abhéangigkeiten, stochastische Prozesse u.v.a. mehr unverstind-
lich bleiben. Daher fasse ich die wichtigsten Eigenschaften kurz zusammen
und verweise im iibrigen auf das Schrifttum: mathematisch korrekte, aber
anspruchsvolle Darstellungen, die tragfihige Begriffe liefern, finden sich z.B.
bei Bauer [2], Génssler-Stute [7] oder Schiirger [15] ¢, didaktisch anspre-
chend gestaltete Einfithrungen, die jedoch Kompromisse eingehen, geben z.B.

Foata-Fuchs [5], Gut [6] oder Ross [13].

Ist (2,2, W) ein W.-Raum (siehe auch Reichel-Hanisch-Miller [11]), dann
heifit

W(AN B)

WB(A) := W(A|B) := W(B)

VA,Be Amit W(B) >0 (16)
die bedingte W. von A unter B (oder: gegeben B, oder: unter der Bedingung
B). Fiir jedes festgehaltene B ist W2 ein W.-Ma8. Ist X eine reelle ZG, so

E(X|B) := E®(X), (17)

wobei EP(X) den mit dem W.-MaB W2 gebildeten Erwartungswert von X
bezeichnet (soferne er existiert)®. E(X|B) heifit der bedingte Erwartungswert
von X unter B.

“Die W.-Theorie kommt heute ohne umfangreichen maBtheoretischen Apparat nicht
aus; der ,klassische®, ,elementare“ oder wie auch immer genannte Zugang verstellt mit
Fallunterscheidungen den Blick auf das Wesentliche und st&8t bei nichttrivialen Problemen
schnell an seine Grenzen. Dies zeigen auch die folgenden Ausfithrungen.

®Diese Definition liefert zunichst nur den engeren Begriff einer reguliren bedingten
Erwartung, welcher aber fiir unsere Zwecke ausreicht.

6Technische Einzelheiten wie Existenzfragen von Erwartungswerten u. dgl. lasse ich
kiinftig beiseite; die dadurch bedingte unbefriedigende Darstellung ist angesichts der ge-
botenen Kiirze unvermeidlich.

,.J:::%z
2, .f
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Sind Z, Zy, ..., Z, diskret verteilte ZGen, so ergibt (17):
E(Z|Zy=2,...,Zn=2.):= Y 2-W(Z=2Zi=2,..., 2, = 2],

. z (18)

wobei iiber die (hochstens abzahlbar unendlich vielen) Werte z zu summieren
ist, welche Z annehmen kann. (18) ist nur dann brauchbar, wenn

B:=[Zy=2,...,2, = z,]
positive W. hat (d.h. W(B) > 0).

Besitzen Z,Z,,...,Z, jedoch eine gemeinsame, (n 4+ 1)—dimensionale
Dichte f (liegt also der stetige Fall vor), so definiert man:

f(z,21,- .. 2n)

z|z1,. .. 20) 1= ; (19)
/.../f(z,zl,...,z,,)dzl...dz,.
—_—

n--mal

I

z = f(z|z1,... ,2,) heift die durch [Z, = 2,..., 2, = z,] bedingte Dichte
von Z; ferner

E(Z|Zy = 2z1,...,2, = 2,) := /f(z|z1, ey Zn)dz. (20)
In beiden Fillen (18) und (20) ist also der bedingte Erwartungswert von
Z unter [Z; = Z1,... ,Zn = zp| eine Funktion von (z,..., Zn):
E(Z|Zy = zy,. .. vin = 2n) = P(21,... ,2,). (21)
Einsetzen von Zi,...,Z, fir z,,... 2, in (21) ergibt die Definition des be-
dingten Erwartungswertes von Z unter Zy,... ,2, "
E(Z|Zy,... ,2Z0) = §( 2, ... , Z,). (22)

Bedingte Erwartungswerte haben Eigenschaften, die denen der Erwar-
tungswerte dhnlich sind, etwa die Linearitat, Positivitat, Monotonie, Daniell-
Stetigkeit. Zum Beispiel gilt:

E(aX +BY|Z, ..., Z0) = a E(X|Z1,... , Z2) + BE(X|Z4, ... , Za) fos.
(23)

"Die kiirzere Bezeichnung ,bedingte Erwartung* ist gebrauchlich.
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Der wesentliche Unterschied besteht darin, daf die bedingten Erwartungs-
werte Funktionen sind, und daB die Aussagen nur fast sicher gelten. Drei
wichtige Gleichungen spielen in der Folge eine Rolle:

]E(Z. g(Zl,. .. ,Zn)[Zl,. . 7Zn) =
= g(Zl,. .. ,Zn) ]E(ZIZ], .. ,Zn) f.S. (24)

und, falls Z von (Z;, ..., Z,) unabhingig ist:

E(Z|Z,,...,Zn) =E(Z) f.s. (25)
Sind (Y3, ... ,Y,,) weitere ZGen, und gilt mit einer geeigneten Funktion
g:R™ > R"

(Z1,-..,2,) =g(1h,...,Ys), so folgt:

E(E(Z|Z1,... , Za)[YA, ... ,Y,) =
=E(E(ZYs,-.. . Yo)lZi,-.. , Z) =EB(Z|21,... . Z) fs.  (26)

(26) 148t sich mittels bedingter Erwartungswerte beziiglich o -Algebren ein-
facher und viel allgemeiner ausdriicken, siehe z.B. [2] oder [15].

4 Martingale

Beispiel 4.1 Fir die Irrfahrt (6) gilt folgende Beziehung:

Yn:{Xl furn=1

X, — X,_, firn>1. (27)

Dabei ist also (Xj,...,X,) eine Funktion von (1i,...,Y,), aber auch um-
gekehrt. Zweimalige Anwendung der Formel (26) ergibt:

E(Yi|Xi,...,Xn) =E(Yi|V,...,Y,) fs. Vk. (28)
Dies fiithrt auf
E(Yi|Xq,...,Xn) =EYi|Yy,... . Y) =Y. fs. Vk<n
und

]E(Yn+1|X1, eee ,Xn) = E(Yn-i-lhfly e ,Y;,) = E(Y;l-l»l) =n f.S. (29)

PR N
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Die Addition dieser Gleichungen und (23) fithren auf &

n+1 n
EQ) YlXi,-oo s Xn) = Y Y+ E(Yan) fs.,
k=1 k=1
=  E(Xnn|X1,--, Xa) = Xp + E(Yop1) fos. (30)

und daher ist

E(Xn41]X1,... , X0) {

IA I IV
IA IV

} Xhn, je nachdem, ob E(Y,4,) { } 0 ist.

(31)
Der erste Fall entspricht einem (fiir den Spieler) vorteilhaften, der zweite
einem fairen, der dritte einem nachteiligen Spiel. Dies fithrt auf folgende

Definition 4.1 3 = (Z,),¢en, und X = (Xn)neNn, seien Folgen reeller ZGen,
Zy und Xy konstant, und fir jedes n sei

(X5, X)) =902, .. , Z,). (32)
X heifit Martingal beziiglich 3, wenn
E(Xn41lZ1,...,2.) =X, fs. VneN, (33)

gilt. Steht in (33) anstatt des Gleichheitszeichens ,> “ bzw. ,<“ so heifit X
ein Submartingal bzw. ein Supermartingal beziiglich 3 .

(32) bedeutet, daB (Z,,... , Z,) mindestens ebensoviel Information wie
(X1,...,X,) enthilt.

Beispiel 4.2 Ist X eine integrierbare ZG und
Xn :=E(X\|Zy,...,2,), (34)

s0 bildet diese Folge ein Martingal beziiglich 3.

8Kiinftig lasse ich den Zusatz »f.8. fort, auBer er ist entscheidend.
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Beispiel 4.3
Es sei (Yn)neN, eine Folge von unabhingigen ZGen, Y, > 0,

E(Y,) =1VneN, Y :=1,X, := [[ % (35)
k=0

Dann ist (X,)nen, €in Martingal.

Dieses Martingal kommt in Zusammenhang mit Geburts- und Todesprozes-
sen vor, vgl. [16] - angesichts der katastrophalen Bevélkerungsentwicklung

in den modernen Gesellschaften der westlichen Wertegemeinschaft die Zu-
kunftsfrage.

Gilt Z,, = X, Vn € N, so 1a8t man den Zusatz ,beziiglich 3“ gewshnlich
weg und spricht auch von kanonischem Martingal usw. - Obige Definitio-
nen lassen sich wortwértlich mit {0,1,... , N} und anderen totalgeordneten
Indexmengen anstelle von Ny geben.

Folgerung 4.1 1. (X,)) ist Martingal <= (X,,) ist Super- und Submar-
tingal.

2. (Xn) ist Submartingal < (—X,,) ist Supermartingal.
3. (Xn) ist (Sub-, Super-)Martingal =—>
E(Xny1) (>,L)=E(X,) Vn (36)

Definition 4.2 U = (V,),en und 3 = (Zn)nen, seien Folgen reeller ZGen,
Vi und Zy seien konstant. 0 heifit 3-vorhersehbar, wenn gilt:

Vo = ha(Zoy ..., Zur) ¥ > 1 (37)

(Zo, .. , Zn—1) beschreibt die ,n-Vergangenheit“ des Prozesses 3; Ereig-
nisse, die nur von (Zy,...,Z,;) abhingen, machen zum Zeitpunkt n nur
von der Information aus der Vergangenheit Gebrauch.

Beispiel 4.4 Fir eine Spielfolge bezeichne 3 = (Zs)nen die Folge der Spiel-
gewinne mit jeweiligem Finsatz 1 und Zy := 0.

Setzt ein Spieler beim n-ten Spiel den Einsatz V,, = ha(Zo, ... , Zn-) (fiir
n > 2), der nur vom bisherigen Spielverlauf abhingt, und V; = v (v>0), so
folgt fiir den Gesamtgewinn X, zum Zeitpunkt n:
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Nk
=
S

s

T

X, = (38)

k=1

Fiir jede vorhersehbare Folgé U heifit X = (X, )nen, (wie in (38) definiert mit
Xo := 0) Martingaltransformation von 3 beziglich 0 oder stochastisches
Integral von U beziiglich 3 und wird X := U ¢ 3 bezeichnet. Dafiir gilt der
folgende wichtige

Satz 4.1 1. U se: ein nichtnegativer, beschrankter, vorhersehbarer Pro-
zef (0 <V, <c<oo Vn€N) 3 ein Supermartingal (beztiglich 3).
Dann bildet X = U © 3 auch ein Supermartingal (mit Xo = 0).

2. Y sei ein nichtnegativer, beschrankter, vorhersehbarer Prozefl und 3
ein Martingal. Dann ist X = U ¢ 3 ein Martingal mit X, = 0.

Bewezs:
E(Xn - Xn-—l‘Zly Y Zn—l) == E(Vn . (Zn - Zn_1)|Z1, ‘e aZn—l) =

=V,- []E(Z,,|Z1, ceisZnr) = Z, _1] < 0, falls 3 ein Supermartingal und = 0,
falls U ein Martingal ist. Q.E.D.

Wird bei einer Irrfahrt (6)

Ly = Y. VneN
k=1

E(Y,) = 0 fiir jedes n vorausgesetzt, so bildet (Z,) ein Martingal und es
gilt E(Z,) = 0 Vn. Fiir den ProzeB (38) gilt ebenso E(X,) = 0 Vn; weil die
Folge U die Spielstrategie vollig beschreibt, bedeutet dies, dafi unabhangig
von ihrer Wahl die neue Spielfolge fair bleibt - allerdings immer unter der
Voraussetzung der Einsatzbeschrankung

Vi < c< 0. (39)

Gerade diese Bedingung ist bei der Verdoppelungsstrategie in Kap. 1 nicht
erfullt! Wird hingegen (39) wvorausgesetzt, so lift sich die Gewinnerwartung
nicht verbessern. Weil Supermartingale unvorteilhafte Spiele beschreiben, gilt
das erst recht fiir diese.
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5 Stoppzeiten

Es sei X = (X,)nen,, Xo konstant, eine Folge von ZGen.

Definition 5.1 Eine ZG T mit Werten in Ny, heifit (¥-)Stoppzeit, wenn
gult:

[T < n] hingt nur von X3,... , X, ab VneN. (40)
Beispiel 5.1 1. T =ng (no € N, fest) ist Stoppzeit.
2. (5), (10) und (11) sind Stoppzeiten.
3. Sind Th, T; Stoppzeiten, dann ist auch Ty AT, := min(Ty, Ty) Stoppzeit.
4. Ist T Stoppzeit und ng € N, dann ist T + no Stoppzeit.
5. Es sei A C R gegeben und

{oo . falls X, ¢ AVnEN
TA =

min{n € N: X,, € A} andernfalls (41)

T4 heift Eintrittszeit in die Menge A. (5), (10) und(11) sind Sonderfille
von (41).

Bemerkung : Bedingung (40) besagt, da$§ fiir das Beenden eines Prozesses
zum zufélligen Zeitpunkt T keine Information aus der Zukunft beniitzt wird.

Satz 5.1 X = (X,)nen, sei ein (X- Super-, Sub-) Martingal, T} < T, <
... < Tn seien beschrinkte Stoppzeiten, das heift:

dceN: Ty <c<oo fs. (42)
Dann st

(X71;)j=1,..,N (43)
ein (X - Super-, Sub-) Martingal.

Zu (43): In Kapitel 4 habe ich erwihnt, daff sich Martingale usw. auch
fiir endliche Indexmengen definieren lassen.
Der Ubergang von X zu (43) heifit optionale Auswahl.
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Folgerung 5.1 1. Ist X ein (Super-, Sub-) Martingal, so hat

(XT/\n)neNo (44)

die gleiche Eigenschaft.

2. Bei der optionalen Auswahl (42) ergibt sich:
E(X:) > E(X1,) > E(X1,) > ... > E(X1y,) 2 E(X.)  (45)

fiir den Fall eines Supermartingales. Fir Submartingale bzw. Martin-
gale steht in (45) ,<“bzw. ,=*

Bemerkung : (44) und die analoge Aussage fir Martingale besagen, daf
sich durch einen geschickten Abbruch des Spieles nichts an der Martingalei-

genschaft andert. Dieser Sachverhalt steht in vélliger Ubereinstimmung mit
Satz 4.1!

Ein niitzlicher und nicht iiberraschender Satz ist die folgende Wald’sche
Gleichung:

Satz 5.2 (Y, )nen seien unabhdngige, integrierbare ZGen, die alle die gleiche
Verteilung besitzen, X, := > ._, Y Vn € N die zugehirige Irrfahrt (vgl.
(6)), T eine integrierbare Stoppzeit. Dann ist auch X7 integrierbar und es
gilt

E(XT) = E(T)-Eh). (46)

6 Eintrittszeiten bei Irrfahrten

Gegeben seien die Voraussetzungen von Beispiel 2.1, und T sei wie in (11)
definiert. Hier deute ich die Losung des in Kap. 2 angesprochenen Problems
des ersten Eintritts des Spieles in die Gewinnzone an. Weitergehende Un-
tersuchungen, die bisweilen bis an die Front der heutigen Forschung reichen,
wiirden den Rahmen dieses kurzen Uberblicks weit iiberschreiten.

Zunichst zur Formel (12): Nach Definition von T ((11)) gilt X7 = 1;
ferner ist

E(Y;) = 0.
Wire nun E(T') < oo, so folgte nach der Wald’schen Gleichung (46):

E(X7) = 14 0=EY) ET).
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Dieser Widerspruch zieht E(T') = oo nach sich.

Nun zur Berechnung der Verteilung von T'! Es bezeichne

et + e—t
2

c(t) :=E(e') = >1 (47)

= E((c(t))'eM) =1 Vt>0
= Z{ :=(c(t))™ - e'* bildet nach Beispiel 4.3 ein Martingal

= Ez® =1

Dabei definiert man natiirlich zusétzlich Zét) :=1. Weil n AT eine be-
schrankte Stoppzeit ist, ergibt sich aus Folgerung 5.1:

EzY. =1 VneN.

Es ist klar, daB limn oo 297 = Z¥ gilt, und weil 2%, < e ist, folgt (nach

nAT =
dem Satz von der majorisierten Konvergenz, s. z.B. [3], [1], [15])

1= lim EZ.%r = E(Z}) = E(2))), (43)
weil 3 ein Martingal ist und wegen Folgerung 5.1.
Falls T' < oo, folgt

etXT et

()T ~ ()T’

daher wegen (48):

1

E(

) =€t (49)
Nun hat die Gleichung

(N '=u 0<u<l (50)

die Losung
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(50) in (49) eingesetzt ergibt daher
1

Eul)==-1-vV1-u?) fir 0<u<l (51)
u .
Einerseits gilt
CEWT) =3 un W(T =n), (52)
n=1

andererseits 1aft sich die rechte Seite von (51) wie folgt in eine Potenzreihe
entwickeln:

o

(1+z) =) (:)x" Va € (0,1)

n=0

mit (%) := a'(a—ll)_;::f:—"ﬁ) und (%) := 1, daher

Ein Koeffizientenvergleich von (52) und (53) liefert

W((T =20 —1]) = (}) - (1)

W([T = 2n]) = 0 }V" 21

7 Beziige zum Mathematikunterricht

Dieser kurze Uberblick kann nur einige einfache Probleme darlegen und
Losungen andeuten; er soll vor allem Anregungen fiir ein weitergehendes
Studium der neueren Entwicklungen der Wahrscheinlichkeitstheorie geben,
welches das notige Hintergrundwissen fiir einen fruchtbaren, aktuellen und
lebendigen Unterricht liefert, gehdrt doch die Wahrscheinlichkeitstheorie zu
denjenigen Gebieten der Mathematik, die sich in einer besonders stiirmischen
Entwicklung befinden; auch erweist sie sich in allen Natur-, aber auch in vie-
len anderen Wissenschaften als unentbehrlich.

Die zahlreichen begrifflichen und technischen Schwierigkeiten der Wahr-
scheinlichkeitstheorie machen sich auch im Unterricht an héheren Schulen
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bemerkbar, ein Umstand, dem nur durch entsprechendes Wissen, das weit
tber das iibliche Schulbuchwissen hinausgeht, sowie geschickte didaktische
Umsetzung beizukommen ist. Andererseits lassen sich gerade hier viele an-
regende und praxisnahe Fragestellungen behandeln, die sich relativ einfach
formulieren lassen; manchmal sind auch, wie hier dargelegt, einfache Ant-
worten moglich, wenngleich die Losungen die Méglichkeiten des Mathema-
tikunterrichtes weit iiberschreiten. Die Ungunst, in der die Mathematik in
der Ministerialbiirokratie (Stichwort: Stundenkurzungen) und der journali-
stischen Offentlichkeit steht, engen die Entfaltung eines wirksamen Mathe-
matikunterrichtes gegenwirtig weiter ein °; vielleicht vermégen unbedankte
Eigeninitiative unserer Lehrer und optimistische Hoffnung auf zukiinftiges,
radikales Umdenken die Talsohle durchschreiten helfen.

Als gute, nicht iibermé8ig formale Lehrbiicher sind [8], [5], [14] oder [10]
zu nennen (besonders [10] enthilt eine Reihe sehr interessanter, nichttrivia-
ler Anwendungen), eine stiarkere Betonung der Martingaltheorie findet sich
bei [6] und vor allem [16]. Auf maBtheoretischer Grundlage entwickeln etwa
[7], [15] oder [2] die Theorie; [2] setzt griindliche maStheoretische Kenntnis-
se voraus, wie sie etwa in [1] oder [3] ausgezeichnet vermittelt werden. Das
sehr reichhaltige, klassische Standardwerk [4] baut zwar nicht auf maBtheo-
retischer Grundlage auf, ist dennoch nicht einfach lesbar, jedoch besonders
vielseitig. Eine elementare Einfithrung in die Theorie der stochastischen Pro-
zesse (einschlieflich Martingale) bietet z.B. [13], speziell den Martingalen
sind die anspruchsvollen Werke [9], das es auch in englischer Ubersetzung
gibt, und [12] gewidmet.
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