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Lassen Sie mich — véllig unpsdagogisch — nicht mit dem Einfachen, sondern
mit dem Schwierigen beginnen: mit einem fiir die Mathematik typischen Irrationa-
litdtsbeweis, der fiir den Schulunterricht wegen seines hohen Anspruchs wohl nur
fiir sehr Begabte geeignet ist. Ich will begriinden, warum die beriihmte »Kreiszahl“
7 irrational ist.

1. DIE IRRATIONALITAT VON 7

1.1. Eine Vorbemerkung. Vor dem eigentlichen Beweis sei die folgende Tatsache
in Erinnerung gerufen: Wenn n und m > n irgendwelche natiirliche Zahlen und ¢
irgendeine ganze Zahl darstellen, dann gilt fiir das Monom P (z) = cz™ die folgende
Aussage: Sowohl P (0) als auch alle an Null ausgewerteten Ableitungen P’ (0),
P’ (0), P"(0), ..., P®) (0), ... sind durch n! teilbar.
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Der Grund ist klar: Es sind
P(z)=ca™
P (z) = mex™ 1
P'"(z)=m(m—1)cz™ 2
P" (z) = m(m— 1) (m —2) cg™3

‘}:.;(.k)(x):_m(m_i)(m-—Z),..(m——k-Fl)me_k

und, allein den Fall ¥ = m ausgenommen, alle P(*) (0) = 0, also sicher durch n!
teilbar. Im Ausnahmefall & = m ist P(™) (0) = mlc, also wegen m > n ebenfalls
durch n! teilbar.

Was fiir ein einzelnes Monom zutrifft, kann man sofort auf Polynome verallge-
meinern: Sind n irgendeine natirtiche Zahl und

@) =cot’ + iz’ M +... + o1z + ¢

irgendein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten co, ¢, ..., cj—1, Cj, dann trifft
fiir die durch P (z) = z™p (z) gegebene Polynomfunktion P zu, daff sowohl P (0) als
auch alle an Null ausgewerteten Ableitungen P’(0), P"(0), P (0), ..., P(*)(0),
... durch n! teilbar sind. Denn die in P (z) addierten Monome sind von der Gestalt
cz™ mit einem ganzzahligen ¢ sowie mit m > n, und auch die Summe von lauter
durch n! teilbaren Zahlen bleibt durch n! teilbar.

1.2. Beginn des Beweises: ein Polynom. Nun nehmen wir an, die , Kreiszahl“
w wére rational. Es gibe also positive ganze Zahlen a und b mit der Eigenschaft
m = a/b, bzw. b = a. Dann wire, egal wie man die natiirliche Zahl n festlegt,

P(z)=z"(a—bz)"
ein Polynom mit ganzzahligen Koeflizienten, welches man wegen a — bz = b (m—z)
auch in der Form

P(z)=b"z" (r—z)"
schreiben kann. Ja es wiirde sogar noch mehr gelten: sowohl P (0) als auch alle an
Null ausgewerteten Ableitungen P’ (0), P” (0), P (0), ..., P} (0), ... wéren durch
n! teilbar. Anders formuliert: Definiert man die Polynomfunktion f durch

_P() _z"(a—-bx)" bz (r—2z)"
J o) = nl n! . nl

wdren sowohl f(0) als auch alle an Null ausgewerteten Ableitungen f' (0), (0,
F70), ..., f®(0), ... ganze Zahien.

Nun ist P(r —z) = b* (7 —z)" (n — (1 - 2))" = " (r —2)" 2™ = P(z) und
folglich

?

f(m~2) = f (@)
7' (r~z) =1 (2)
1" ~2) = " @)

allgemein f® (1 —z) = (—1)* f®) (z). Setzt man z = 0, erkennt man: es wiren
sowohl f () als auch alle an 7 ausgewerteten Ableitungen f'(w), f" (m), f (),
veey F®) (1), ... ganze Zahlen.
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1.3. Was eigentlich ist 77 Bisher wurde véllig unberiicksichtigt gelassen, daf es
sich bei 7 um die ,Kreiszahl“ handelt. Wie kann man diese kennzeichnen? Die aus
der Sicht der hoheren Mathematik einfachste Definition lautet: 7 ist die kleinste
positive Nulistelle des Sinus. Mit anderen Worten: fiir 0 < r < 7 stimmt stets
sinz > 0, aber es ist sin7 = 0. Nun kénnte man dieser Kennzeichnung entgegnen:
wenn man Winkel im GradmaB miBt, ist 7 = 180°, und 180 ist alles andere als
eine irrationale Grofle, 180 ist sogar eine ganze Zahl! Also ist auBerdem zu beriick-
sichtigen, daB8 die Winkel, welche in den Sinus eingesetzt werden, im Bogenmaf
angegeben sind — das BogenmaB spiegelt némlich die Tatsache wieder, daB ein
Kreis mit Radius 1 den Wert 27 als Umfang besitzt. Welches Charakteristikum
aber ist fiir das BogenmaB als Winkelma8l kennzeichnend? Grob gesprochen: die
Tatsache, dafl die Kreissehne eines Winkels fast mit seinem Bogenma$ iiberein-
stimmt — und dies umso genauer, je kleiner der gewihlte Winkel ist. In Formeln
gefaBt: sina ~ a, wobei das ~-Zeichen bei & — 0 in das =-Zeichen iibergeht.
Exakter formuliert: Man mifit Winkel a genau dann im BogenmaB8, wenn

sin o

lim =1
a—0 o

zutrifft. Eben diese Grenzwertrelation ist dafiir maBgeblich, daB Sinus differenziert
den Cosinus ergibt, denn es ist

. . sin(z+ Az) —sinz
sin'x = lim =
Az—0 Az

bei o = Az/2 und unter Beachtung der bekannten Summensitze!:

sin(x +2a) —sinz . 2cos(z + )sina
= lim = lim =
a—0 2 a—0 20
sin o

= lim cos(z+ @) - lim =cosz-1l=cosz .
a—0 a—0

—

1.4. Fortsetzung des Beweises: ein Integral. Nun kommt es darauf an, diese
Kennzeichnung von 7 in die Argumentation einflieen zu lassen. Es zeigt sich, da8
dies mit der Ermittlung des Integrals

O/f(a:)sina:-d:z:

gelingt. Um das Ergebnis, das direkt durch eine sehr miihsame partielle Integration
ermittelt werden konnte, gleich vorwegzunehmen, fithrt man das aus dem Polynom
f (z) gebildete Polynom

F(z) = f(2) = " (&) + " (@) = .+ (=) £ () 1 (-1)" O ()

ein, welches zweimal differenziert

F” (.’E) =f" (x) — (.’1!) +o+ (__1)""1 f(2'n) (:l:) +0

Lunter Beachtung von sin (z+2a) =sin((z+ @)+ a) = sin(z + &) cos @ + cos (¢ + a) sin o,
sing = sin((z+ o) - @) = sin(z+ a)cosa — cos(z + a)sine, was zu sin(z + 2a) — sinz =
2cos(z + o) sin e fithrt

iy
B -/'
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ergibt — der zuletzt angeschriebene Summand 0 spiegelt die Tatsache wieder, da8
f (z) ein Polynom vom Grad 2n darstelit, folglich die (2n + 2)-te Ableitung ver-
schwindet. Also gilt einerseits

F(z) + F"(z) = f (z)

und andererseits miissen aufgrund der zu Beginn durchgefiihrten Erliuterungen
F (0) und F () ganze Zahlen sein (denn F (0) und F () ergeben sich aus Summen
und Differenzen ganzer Zahlen). Die Differentiation
(F'(z)sinz — F () cosz)' = F" (z)sinz + F (z)sinz =
(die beiden anderen aus der Produktregel auftretenden Summanden F’(z)cosz
und —F" (z) cos z heben einander offensichtlich auf)
= (F(z)+ F" (z))sinz = f (z)sinz
belegt somit:

/f(:c)sinx-da: = [F' (z)sinz — F (z) cosz]y = F (7) + F (0) .

L.5. Schluf3 des Beweises: ein Widerspruch. Wir fassen alles Bisherige zusam-
men: Geht man von zwei positiven ganzen Zahlen a und b mit 7 = a/b aus, wire
— unabhéngig davon, wie grofl man die ganze Zahl n > 0 wiahlt — das Integral

w

i i - n
In'—‘/—x%)—smz-dx

0

stets eine ganze Zahl. Nun ist aber, weil z (7 —z) fiir 0 < £ < 7 an der Stelle
z = 7/2 sein Maximum 72/4 einnimmt und sonst, genauso wie der durch 1 nach
oben beschrénkte Sinus, stets positiv bleibt, fir 0 < z < 7

0

< b ™ (r — z)" sing < Pt 1 (aw)"
n! “4qr.nl T ol \ 4

Weil die Reihe

n=0
konvergiert, mufl
1 samy\»
Jm 5 (F) =0

zutreffen®. Folglich kann man die natiirliche Zahl 7 so groB voraussetzen, dafl
1 (a7r)ﬂ < 1
n! \ 4 g

2Man kann auch elementarer argumentieren: Fiir jede positive Konstante g konvergiert g™ /n!
nach 0. Denn wenn die natiirliche Zahl j > g ist, kann man bei n > 2j wegen

37'; - (%) ((,-+1)(,~fz)._,..2,~) ((21+1)(q27;-:j2)-...-n)

den Quotienten g™ /n! in drei Faktoren aufteilen: der erste ist eine von n unabhingige Konstante,
der zweite ist durch 1 beschrankt und der dritte konvergiert schneller als (1/2)" % nach Null.

Ay
5
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stimmt. Dadurch wiirde man aber
™

™
T —_ \" n 1 n
o< [YFE—2) rda< [L (Z)" 4z =L (). x <1,
n! n! \ 4 nt\ 4
0 0
also 0 < I, < 1 erzwingen, und dies ist fiir eine ganze Zahl I, ausgeschlossen.

Folglich kann 7 nicht rational sein.

2. WAS BEDEUTEN IRRATIONALITATSBEWEISE?

2.1. Eine Vorbemerkung. Der 1767 von Johann Heinrich Lambert erstmals er-
sonnene Irrationalitétsbeweis fiir 7 war weitaus komplizierter als der vorliegende,
und selbst nachfolgende ,,Vereinfachungen* blieben immer noch verwickelter als der
hier erst vor weniger als 50 Jahren von Ivan Niven erdachte Beweis®. Aber dennoch
geht in dem rechentechnischen und gedanklichen Aufwand dieses ,einfachen“ Be-
weises fast unter, welch fundamentale Erkenntnis mit der Einsicht der Irrationalitit
einer gegebenen GréBe mitgeteilt wird.

Um dies entsprechend wiirdigen zu kénnen, ist es nétig, sich iiber rationale Zah-
len Klarheit zu verschaflen: Wie kommt man zu diesem Begriff und wie kann man
ihn méglichst konzise fassen?

Eigentlich sind rationale Zahlen nichts anderes als verkappte natiirliche Zahlen:
es handelt sich um Briiche p/q mit einem ganzzahligen Zshler p und einem positiven
ganzzahligen Nenner q. Und auch die ganzen Zahlen p kann man als verkappte
natiirliche Zahlen verstehen: als angeschriebene Differenzen p = n — m mit zwei
natiirlichen Zahlen n und m als Minuend und Subtrahend: je nachdem, ob . > m,
ob 7 < m, oder ob n = m ist schreibt man p = k mit kK = n — m (dies ist wegen
n > m nun wirklich eine natiirliche Zahl), oder p = —I mit I = m — n (auch
dies ist wegen m < m nun wirklich eine natiirliche Zahl), oder aber p = 0. So
gesehen sind rationale Zahlen unmittelbar aus dem Zihiprozefl gewonnene Objekte,
gleichsam angeschriebene arithmetische Operationen, die sich stets nach endlich
vielen Schritten auf die Grundzahlen 1, 2, 3, ... zuriickfiihren lassen.

So sahen die Pythagorder die rationalen Zahlen und so begreifen auch wir sie,
wenn wir die modernen Rechenmaschinen mit Zahlen fiittern. Uber diesen Zahl-
begriff geht némlich die Rechenmaschine, wie raffiniert sie auch gebaut sein mége,
nie hinaus: alles ,Digitalisierte* ist letztlich anf die Grundzahlen beziehungsweise,
wenn man nicht ganz bis zu den Wurzeln rekurrieren mochte, auf die rationalen
Zahlen reduzierbar. Wenn die Zivilisation des 21. Jahrhunderts in fast religitser
Euphorie nur das als ,wirklich“ zur Kenntnis nehmen mdochte, was digitalisierbar
ist, verkiindet sie das uns von Pythagoras iiberlieferte Dogma aufs Neue: ,Alles ist
Zahl“.

Somit ist die Entdeckung irrationaler GroBen die Erschiitterung des Glaubens
an die Digitalisierbarkeit der Welt. Und es ist wert, dieser Entdeckung in allen
Einzelheiten nachzuspiiren, um das Ma8 der Glaubenskrise ermessen zu kénnen —

3Niven hat seinen Beweis offensichtlich aus dem sehr komplizierten Beweis der , Transzendenz“
der ,Kreiszahl“ 7 entnommen: Carl Louis Ferdinand von Lindemann bewies 1882 in Anlehnung
an Uberlegungen von Charles Hermite, da8 fiir kein Polynom p (z) mit ganzzahligen Koeffizienten
p(m) = O zutreffen kann. Wenn man sich auf Polynome p(x) = a — bx ersten Grades beschrankt,
erhilt man als unmittelbare Folgerung die Irrationalitit von . Nivens Idee bestand nun darin,
alles aus dem Transzendenzbeweis von 7 zu eliminieren, was fiir Polynome ersten Grades uner-
heblich ist.
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einer Krise, die in dem oben gebrachten Irrationalititsbeweis von 7 im Wirrwarr
der Einzelargumente iibertiincht wird.

Zu diesem Zweck bemiihen wir uns, alle rationalen Zahlen der Reihe nach ken-
nenzulernen:

2.2. Die Fareyzeilen. Es geniigt, wenn wir uns auf die rationalen Zahlen zwischen
0 und 1 beschréinken; alle anderen werden ja durch Additionen von ganzen Zahlen
erhalten.

Es werden die rationalen Zahlen zwischen 0 und 1 nach einer vom Geologen
John Farey 1816 ersonnenen Devise der Reihe nach in Zeilen, den sogenannten
Fareyzeilen, aufgelistet: In der ersten Fareyzeile stehen die Zahlen 0/1 und 1/1.
Aus der (n — 1)-ten Fareyzeile erhilt man die n-te Fareyzeile nach folgender Re-
gel: man schreibt zundchst die (n — 1)-te Fareyzeile ab. Sodann setzt man zwi-
schen die aufeinanderfolgenden Briiche a/b und a’/b’ deren sogenannten Median
(a+a’)/(b+ V) (also den Bruch mit der Summe der Zshler im Zshler und der
Summe der Nenner im Nenner), falls b + b’ < n zutrifft. Es ist zum Beispiel
1+1 < 2. Daher setzen wir in die zweite Zeile den Bruch (0+1) /(1 +1) zwi-
schen 0/1 und 1/1. In der zweiten Zeile sind also die Zahlen 0/1, 1/2, 1/1. Die
dritte Zeile lautet: 0/1, 1/3, 1/2, 2/3, 1/1. Um die vierte Zeile zu erhalten, set-
zen wir noch die Briiche (0+1) /(1 +3) =1/4 und (2+1)/(3+1) = 3/4, nicht
aber (1+1)/(3+2) und (1+2)/(2+ 3) dazwischen. Die ersten fiinf Fareyzeilen
lauten dementsprechend:

0 1
1 1
0 1 1
1 2 1
0 112 1
1 3 2 3 1
o 11 1 23 1
1 4 3 2 3 4 1
011121323491
1 5 4 3 5 2 5 3 4 5 1

Eine wichtige Eigenschaft der Briiche in den Fareyzeilen besagt:

Sind a/b und a'/V' aufeinanderfolgende Briiche in der n-ten Zeile, dann ist
a'b—ab' =1.

In der Tat stimmt dies fiir n = 1. Wenn diese Eigenschaft schon bis zur (n — 1)-
ten Zeile bestdtigt ist und a/b, a’/b’ aufeinanderfolgende Briiche der (n — 1)-ten
Zeile sind, also sicher a’b — ab’ = 1 zutrifft, dann bleiben sie im Fall b+ ¥ > n
auch in der n-ten Zeile aufeinanderfolgende Briiche und die Relation bleibt genauso
richtig. Hingegen sind im Fall b4 b’ < n in der n-ten Zeile a/b, (a + a’) / (b + ¥')
und a'/b’ aufeinanderfolgende Briiche. Aber dann bleibt wegen

(e+aYb—a(b+b)=ab—ad =1
und

o' (b+b)—(a+a)b' =adb—ab =1
die Aussage ebenfalls fiir die n-te Zeile richtig,

Zwei Folgerungen kann man hieraus unmittelbar ziehen:
Alle Briiche in den Fareyzeilen sind gekiirzt.

IRIL
pav
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Denn ein gemeinsamer Teiler von ¢ und b mufl wegen a’b — ab’ = 1 auch Teiler
von 1 sein, also kommt nur 1 als groBter gemeinsamer Teiler von Zahler und Nenner
des Bruchs a/b in der Fareyzeile in Frage.

Die Briiche in den Fareyzeilen sind der Grifle nach geordnet.

Denn wenn a/b, a’/b' aufeinanderfolgende Briiche in der n-ten Fareyzeile sind,
lautet ihre Differenz ) '

a a adb—abt 1
v w mw

bbb
was a/b < a' /b beweist.

2.3. Alle Briiche sind Fareybriiche. Als néchstes behaupten wir: Sind a/b und
a’/b" aufeinanderfolgende Briiche einer Fareyzeile, ist der Median (a + a') / (b + ¥')
Jjener eindeutig bestimmte Bruch, dessen Wert zwischen den beiden gegebenen Brii-
chen liegt, der den kleinstmdoglichen Nenner besitzt.

Einerseits wissen wir namlich, daB der genannte Median zum ersten Mal in der
(b + b’)-ten Fareyzeile auftreten wird und in der Tat

a a+a a

b b+ ¥
zutrifft. Bezeichnet andererseits p/q einen zwischen a/b und a’/b’ liegenden Bruch,
bedeutet dies:

o _a_ (a_’_e)_ (e_e)za’q-b'z’+bp~aq>i+i=b+_”
o b ¥ gq q b bq bg ~bq bq bb'q
Die daraus folgende Ungleichung
b+d _ a'b—abd 1
bb'g — bbb
belegt ¢ > b+ ¥. Darum kann bei ¢ > b+ ' der Bruch p/q nicht jener Bruch
zwischen a/b und a’/b’ mit kleinstméglichem Nenner sein. Ist hingegen ¢ = b+ ¥/,

erzwingt dies in den beiden obigen Ungleichungen, das <-Zeichen bzw. >-Zeichen
durch das Gleichheitszeichen zu ersetzen, woraus insbesondere

a/¢g—bp=1 und bp—ag=1

folgen. Die erste Gleichung mit a, die zweite Gleichung mit o’ multipliziert und
danach die'Summe gebildet, liefert

—ab'p+a'bp=a+ad alko (a'b—ab)p=a+a,
was neben ¢ = b+ b’ auch p = a + a’ beweist. Daber ist in der Tat p/q der Median
zwischen a/b und a'/b’.

Damit ist man im wesentlichen bereits zur folgenden Einsicht gelangt: Wenn P,
q teilerfremde ganze Zahlen mit 0 < p < q sind, dann tritt p/q in der g-ten und in
allen darauffolgenden Fareyzeilen auf.

Fir ¢ = 1 ist dies klar. Angenommen, es ist bei einem g > 1 bereits fiir ¢ — 1
als richtig erkannt. Dann kann p/q definitionsgem#8 nicht in der (g — 1)-ten Zeile
auftauchen, also mu8 sich p/q dem Wert nach zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Briichen a/b und a’/b’ der (g — 1)-ten Zeile befinden:

a p !

5<%
Auch der Median (a+a') / (b+ ') befindet sich seinem Wert nach zwischen a/b
und @'/’ und kommt in der (¢ — 1)-ten Zeile noch nicht vor, denn sonst wéren a/b
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und a'/b’ in dieser nicht aufeinanderfolgend. Demgema8 ist b + b’ > qg—1, das
heiit b+ b’ > ¢q. Die oben gerade bewiesene Minimaleigenschaft des néchsten in
den Fareyzeilen zwischen a/b und o’/b’ auftauchenden Bruchs p/q besagt jedoch
umgekehrt g > b+ b', was ¢ = b+ b’ zur Folge hat. Da p/q durch diese Mini-
maleigenschaft eindeutig bestimmt ist, handelt es sich bei P/q notwendig um den
Median (a +a’) / (b +b'). Also tritt dieser in der g-ten und in allen darauffolgenden
Fareyzeilen auf. Mit anderen Worten:

Die n-te Fareyzeile besteht aus allen gekiirzten Briichen a/bmit 0 < a/b<1
und 1 < b < n. Die Briiche sind der Grofie nach geordnet.

2.4. Die ,erste“ irrationale GréBe. Nun betrachten wir das von den Pythago-
réern als geheimnisumwittertes Symbol verehrte Pentagramm, jene Figur, die sich
aus dem Ziehen der Diagonalen des regelmiBigen Fiinfecks ergibt. Das Verhaltnis
der Seitenlénge s zur Diagonalenlinge d des regelmaBigen Fiinfecks wird — spite-
stens seit Johannes Kepler — der ,goldene Schnitt¥, die ,sectio aurea“ = s8/d
genannt?. Die Diagonalen bilden mit ihren Schnittpunkten ein kleineres regelma-
Biges Fiinfeck, dessen Seitenléinge s’ und dessen Diagonalenléinge d’ heifien sollen.
Deren Quotient liefert ebenfalls den goldenen Schnitt:
_s_ ¢

¥EaT e
Es gilt selbstverstiindlich

dl

d

4Tatséichlich nennt man meistens das reziproke Verhiltnis 1/¢ den goldenen Schnitt; der Un-
terschied spielt wegen der Tatsache, daB — wie gleich gezeigt wird — die Differenz zwischen diesen
beiden genau 1 betrigt, kaum eine Rolle.

s'
=,
S

ey

[P
g
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denn dieser Quotient nennt das Gréf8enverhiltnis der beiden Pentagramme zuein- s
ander. Die Symmetrie der Figur belegt unmittelbar, da§

d=s+d und s=d +5s
zutrifft. Daraus folgt, daB .
s d-d d s s—s d

=373 TlTaTlT 5T TS
gilt. Darum stehen die vier, der Grofe nach angeordneten, im Pentagramm vor-
kommenden Langen s, d’, s, d der Reihe nach im stets gleichen Verhiltnis des
goldenen Schnitts:

=S _d_s
Y= TS T
Vor allem die Rechnung _
‘p__.s_l_ 1 1 1
“d d s+d | d
d e s+ 1"’}' 1+¢

ist bemerkenswert. Denn mit ihr werden wir @ als irrational entlarven:
Bezeichnen py/go = 0/1, also pp =0 und ¢p = 1, und fiir k =1,2,3,...

Pk 1 k-1

—_ = = ,]SOk=_.undk=k_+k—

ar 1+Iﬁc_—_1_ T1 +Pr1 p Gx-1 q Jx—-1 T Px-1
dr—1

erhslt man einerseits p;/¢; = 1/1 und andererseits fiir k = 1,2, 3,. .. die Formel

Petr _ 1 - % _Petpr
1 1425 ge+pr e+ gra
qx

Sie besagt, da der Bruch px41/qx41 immer der Median zwischen den beiden vor-

angegangenen Briichen px/gx und pr_1/gk—1 ist. Mit anderen Worten: die Folge
der Briiche

po_0 p_1 p2_ 1 ps _ 2 &:__3 pPs 5

o 1" @ 1’ g 2 g 3 @ 5 g 8’
beschreibt in den untereinandergeschriebenen Fareyzeilen eine Zick-Zack-Linie von
immer zwischen den beiden Vorgéngern neu ermittelten Medianen. Die mit geraden
Indizes versehenen Briiche bilden eine streng monoton wachsende Folge

&=9<E:}.<&_—_§<P—6=ﬁ<£§___2

% 1 ¢ 2 @ 5 ¢ 13 ¢ 34
die mit ungeraden Indizes versehenen Briiche bilden eine streng monoton fallende
Yolge

<oy

1 2 5 13 34
BB 2 B 3 P B P A,
@ 1 g 3 ¢ 8 ¢ 217 g 55
und es gilt stets paj1/92j+1 > P2i/g2i.
Weil ¢ > 0 = py/qq ist, erhalten wir wegen

Pk+1 1 1
=/ = und = —
Gerr 14 P Elve

9%
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der Reihe nach®
D1 D2 P3 P4 43 Ds
Na e e T e T
BEs liegt daher fiir alle £ = 0,1,2,... der goldene Schnitt immer zwischen den
beiden Briichen px/qx und pxy1/gr+1. Nie jedoch kann ¢ mit einem dieser Briiche
exakt iibereinstimmen — und andere rationale Zahlen als die in den Fareyzeilen
angeschriebenen gibt es nicht. Folglich ist ¢ mit Sicherheit nicht rational.

2.5. Ein Absturz in das Bodenlose. Der hier vorgefiihrte Beweis der Irrationa-
litdt von ¢ ist bei weitem nicht der kiirzeste. Aber er macht am intensivsten klar,
was diese Erkenntnis in sich birgt: Um die GroBe ¢ fassen zu kénnen, miiite man
die bei 0/1 und 1/1 beginnende Zick-Zack-Linie der zwischen den beiden jeweiligen
Vorgéngern ermittelten Mediane immer weiter und weiter verfolgen — und dieser
schaurige ,Absturz in die Tiefe“ der untereinander aufgelisteten Fareyzeilen finde
kein Ende. Er entpuppt sich als Fallen ins buchstibliche Nichts. Die verstérenden
Parabeln Kafkas wie jene von der kaiserlichen Botschaft, die trotz des dringen-
den kaiserlichen Auftrags, trotz aller ibermenschlichen Anstrengungen des Boten
ihren Adressaten nie, nie erreicht, die in wunderbare Worte gefaite Schilderung
Musils, wie das quélende Erlebnis, in das Unendliche unaufhaltsam einzudringen,
den hochsensiblen jungen TérleB zum blanken Entsetzen treibt — all dies schil-
dert in dichterische Worte gefaBit die intellektuelle Bestiirzung, irrationalen Grofien
ausgeliefert zu sein. :

Diese Bestiirzung kulminiert schlieBlich darin, da8 wir von einer irrationalen Gré-
Be wie ¢ zwar wissen, was sie nicht ist, namlich nicht rational, da8 die Arithmetik
aber keinerlei Hinweis darauf gibt, was sie sein kénnte. Wir haben also eine Eigen-
schaft — die Irrationalitét — von ,etwas“ — dem goldenen Schnitt p — festgestellt,
wobei gar nicht klar ist, worum es sich bei diesem ,etwas* iiberhaupt handelt! Wer
gestattet uns, wenn wir von ¢ nur wissen, was es nicht ist, Ungleichungen wie ¢ > 0

oder
P2k P2k+1

— << —= firk=0,1,2,...

P2k q2k+1
anzuschreiben? Diese vernichtende Kritik, die bekanntlich Arthur Schopenhauer
den Mathematikern vorwarf®, scheint im nachhinein die ganze Beweisfithrung der
Irrationalitét von ¢ ad absurdum zu fiihren.

Wir werden erst ganz am Ende darauf zuriickkommen. Vorerst bemithen wir
uns darum, ,Wege entlang der Fareyzeilen hinab“ zu beschreiben — mogen sie
bei irgendeinem Bruch anhalten oder endlos weiter fiihren: Wenn a/b und a’/¥
benachbarte Briiche einer Fareyzeile sind, erweisen sich die Briiche

a+a 2a +a' 3a+a ka+a’
b+¥ ' 2040 3b4+¥V T kb4 b’

5Dies ergibt sich aus der folgenden, fast trivialen Aussage: Bezeichnen a eine positive (ganze)
Zahl, x, y positive Grifen und sind
1 1
u = =

atz’ a+y’

dann besagt ® <y das gleiche wie u > v und es besagt x > y das gleiche wie u < w.

8Vermutlich haben bereits die aus der pythagoridischen und eleatischen Schule stammenden
Sophisten wie zum Beispiel Zenon &hnlich argumentiert. Die Paradoxa vom »fliegenden Pfeil, der
immer ruht* oder von ,Achill, der eine Schildkréte nicht einzuholen vermag* deuten jedenfalls
auf dhnliche Gedankengénge hin.

w0
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als der erste, zweite, dritte, ..., k-te, ... Median unter den zwischen a/b und a'/b’ in
den nachfolgenden Fareyzeilen befindlichen Medianen, die immer unmittelbar auf
a/b folgen, und es erweisen sich die Briiche

a+ta a+2a’ a+ 3a’ a+ ka’'
b+b ' b4=20' 7 b3 T b+ kb’

als der erste, zweite, dritte, ..., k-te; ... Median unter den zwischen a/b und a//¥’ in
den nachfolgenden Fareyzeilen befindlichen Medianen, die immer unmittelbar vor
a’/b' auftreten. .

Ein ,Weg“ [0;a1,az,-..,ax,...] sentlang der Fareyzeilen hinab”“ besteht aus
der Angabe von positiven ganzen Zahlen a,, as, ..., ax, .... Der ,Weg* beginnt bei
Po/g0o = 0/1. Danach ist p;/q = [0;a,] der a;-te Median unter den in den nach-
folgenden Fareyzeilen befindlichen Medianen, der unmittelbar bei 0/1 benachbart
ist (wobei 1/1 als erster dieser Briiche in der ersten Fareyzeile mitgezéhlt wird).
Angenommen, wir sind bereits bis zu

DPk-1
qr-1
gelangt. Dann ist

=[0;0.1,...,0,k_1] ) %2[0;0'1,'--70'19—1:0*]

Pr+1 Ok+1Pk + Pr—1
— =[0;a1,...,0k-1, 0k, 04 41] = ——————
qr+1 10;a1 ! +l ax41qk + Gr—1
der ay1-te Median unter den in den nac}ifolgenden Fareyzeilen zwischen py_1/qx_1
und p/qr befindliche Medianen, der unmittelbar bei pr/qx beachbart ist.
Wenn die Folge der positiven ganzen Zahlen a,, as, ..., ag, ... bei a, abbricht,
dann landet der ,,Weg* bei der rationalen Zahl

D

= = [O;a’l,---;ak""’an] 3

an
die wir der Einfachheit halber mit diesem Weg gleichsetzen. Wenn jedoch die Folge
der positiven ganzen Zahlen a4, a2, ..., ax, ... nie abbricht, dann verliert sich der

»Weg entlang der Fareyzeilen hinab“ in den bodenlosen Abgrund, wie wir es, im
einfachsten Beispiel, beim goldenen Schnitt

o=1[0;1,1,1,...,1,.. ]

gerade erlebten.

3. DAS EINFACHE UND DAS SCHWIERIGE DER IRRATIONALITAT

3.1. Die Irrationalitéit bestimmter Wurzeln. Ein ganz shnliches Beispiel wie
das des goldenen Schnitts erhélt man folgendermaBen: Es bezeichnen po/ge = 0/1,

"Mathematiker nennen einen derartigen Weg einen ,Kettenbruch“ und definieren fiir ein be-
liebiges ganzzahliges ag
lag; 81,02,...,8k,...] = ao + [0; a1,02,...,0k,.. .} .
Der Name ,Kettenbruch“ griindet auf der Beziehung
1
lao; a1,02,...,a,...] = a0 + —————,
lai;a2,...,a8x,...]

die man beim erhaltenen Nenner noch einmal ins Spiel bringen kann und auf diese Weise eine
Kaskade ineinandergeschachtelter Briiche erhilt.

vy
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also pp =0 und go = 1, und fiir k=1,2,3,...

1 _
Pr Pl 1 , also px = gx—1 und gx = 2gx—1 + Px-1 -
g 24 21 2gk1+Pr

Qk—-1

So bekommt man einerseit$ p;/q; = 1/2 und andererseits fir ¥ = 1,2,3,... die
Formel :

Petr _ 1 @ _ 2Pkt Pe

&1 24+PE 2qc+Pr 20+ Q-1

9k

Sie besagt, daB der Bruch pi+1/qx+1 immer der zweite Median unter den in den
nachfolgenden Fareyzeilen zwischen pi_1/qx-1 und pi/qx befindlichen Medianen
ist, der unmittelbar an px/qx anschlieft. Mit anderen Worten:

P1 1 p 2 P
==0;2]==, —=[0;2,2] =~ e, —=1[0;2,2,...,2] .
B_pg=g, Beopag=g, .., =y )
Weil die positive GréBe ¥ = v/2 — 1 die Eigenschaft
1 1 1 1
v 1 V2+1 2+ (V2-1) 2+9
V2-1 21
besitzt, erhalten wir wegen ¥ > 0 = pp/ go sowie wegen
Pr+1 1 1
— = und = —
+r 94 PE v 2+
qx

der Reihe nach

D1 D2 P3 Pa Ps Ds
< — >—, < =—, > — < — > —
¥ ‘h,"p @ v @ ¥ q4’¢ qs"p %

Es liegt daher fiir alle £k = 0,1,2,... die Grole ¥ = V2 — 1 immer zwischen den
beiden Briichen py/qx und Pgyy/gk41- Nie jedoch kann sie mit einem dieser Briiche
exakt iibereinstimmen — und andere rationale Zahlen als die in den Fareyzeilen
angeschriebenen gibt es nicht. Folglich sind ¥ und daher auch V2 mit Sicherheit
nicht rational.

Es ist klar, wie man dieses Beispiel verallgemeinern kann: Man ermittelt bei
einer beliebig vorgegebenen positiven ganzen Zahl m die positive GroBe ¢ aus der
Gleichung

1

= Imty’
also aus der quadratischen Gleichung %% +2my —1 =0 als

Pp=yvym2+1-m

und geht nun ganz analog wie im obigen Spezialfall fiir m = 1 vor: Es bezeichnen
Po/gq0 =0/1,alsopp =0und go =1, und fiir k =1,2,3,...

L

Pr _ 1 Qr-1

G 2m4 Pl 2mge_y +Pra
dr—-1

, also px = qx—1 und g = 2mqx_1 +Pr—1 -
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So bekommt man einerseits p; /¢ = 1/2m und andererseits fir k = 1,2,3,. .. die
Formel

Ph+1 1 _ . _ 2mpr + pr-1

Tr1 om+PE 2mgr+pr 2mgr +qr_y

ak

Sie besagt, daB der Bruch Py41/qx+1 immer der 2m-te Median unter den in den
nachfolgenden Fareyzeilen zwischen px_1/gx—1 und px/gx befindlichen Medianen
ist, der unmittelbar an p;/qi anschliet. Mit anderen Worten:

1 1« po Pk
B_opo2m=—, 2_02m,2 ey 2 —0,2m,2m,...,2m] .
c=zml=g, Bopoman, ., 2 =0omom, .. 2m
Wegen 9 > 0 = pp/qo sowie wegen
Pr+1 1 1
= ——— und =
1 94 PR ¥ 2+
U

erhalten wir der Reihe nach

R - T - DY - I L)
a1 22 a3 q4 as s
Es liegt daher fiir alle k = 0,1,2,... die GréBe ¥ = v/m2 + 1 — m immer zwischen
den beiden Briichen px/gr und pxy1/qx+1- Nie jedoch kann sie mit einem dieser
Briiche exakt iibereinstimmen — und andere rationale Zahlen als die in den Farey-
zeilen angeschriebenen gibt es nicht. Folglich sind vy und daher auch vVm2? + 1 mit
Sicherheit nicht rational,
Somit sind mit einem Schlag die Irrationalititen von

v2, V5, VIo, VIT, V26, V3T,

hergeleitet?.

3.2. Einfachere Irrationalitiitsbeweise von /2. Von Aristoteles wird iiberlie-
fert, da8 er einen viel einfacheren Beweis der Irrationalitst von v/2 kannte als den
oben mit Fareyzeilen gefiihrten. Es ist der scheinbar am wenigsten voraussetzende
und zugleich der populirste unter allen Irrationalititsbeweisen:

Wire V2 = p/q ein Bruch mit positiven ganzen Zahlen p und g als Zshler und
Nenner, kbnnen wir von der Annahme ausgehen, mindestens eine dieser beiden
Zahlen wire ungerade — ansonsten liefle sich der Bruch so lange durch 2 kiirzen,
bis man zu dieser Annahme gelangt. Weil aber wegen 2 = p?/q?, also p? = 2¢2, das

8Diese Beweismethode kann man auf alle Wurzeln positiver ganzer Zahlen, die keine Quadrat-
zahlen sind, verallgemeinern. Man kann den gleichen Beweis auch fiir die Basis e des natiirlichen
Logarithmus fithren, wenn man wei}, daf

e—2=[0;1,2,1,1,4,1,1,6,1,...,1,2n,1,.. ]

zutrifft (was allerdings nicht auf der Hand liegt). Leichter erkennt man die Irrationalitit von e
direkt aus der Formel
— 1
e= e
j=0 !
denn fiir alle natiirlichen Zahlen k lautet die nichstkleinere ganze Zahl an (k!) e

k1
! TR}
ka=:oj!

sie ist demzufolge stets kieiner als (k!)e, was der Annahme, e wire rational, widerspricht.
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Quadrat p? gerade wire, diirfte p selbst micht ungerade sein — ungerade Zahlen
besitzen nimlich ungerade Quadrate’. Also miiBte p gerade und folglich von der
Gestalt p = 2r mit einem ganzzahligen r sein. Dann folgte aber aus 2¢2 = p? = 4r?,
daB wegen ¢® = 2r? auch g nicht ungerade sein diirfte, was den Widerspruch zur
Annahme, eine der beiden Zahlen p oder g wire ungerade, herbeifiihrt.

Trotz — oder wegen — "seiner Knappheit vermittelt dieser Beweis wenig Ein-
blick dafiir, welches strukturelle Moment im mathematischen Gedankengebsude
tatséchlich die angenommene Rationalit#it von /2 verhindert. Uberdies ist der
aristotelische Beweis' fiir den Anfénger gar nicht so leicht nachzuvollzichen, wie es
seine Knappheit suggeriert: nicht nur die Tatsache, daB es sich bei ihm um einen
indirekten Beweis handelt — wir erwihnten bereits, daB die Fiihrung indirekter
Beweise eine hochst problematische Angelegenheit darstellen kann —, noch mehr
die Tatsache, daBl in ihm ein weiterer indirekter Beweis verschachtelt liegt — daB
ndmlich ein gerades Quadrat eine gerade Wurzel besitzen muB, wird, obwohl aus
philosophischer Sicht véllig unproblematisch, dennoch indirekt begriindet —, tra-
gen zur anféinglichen Verwirrung des unbedarften Laien bei.

Fast genauso knapp wie der aristotelische Beweis, aber weitaus einsichtiger und
zugleich viel mehr verallgemeinerungsfshig ist der folgende Irrationalitstsbeweis
von V2: Wire V2 = P/q ein Bruch mit positiven ganzen Zahlen p und g als
Zéhler und Nenner, kiime in der Primfaktorenzerlegung von p der Primfaktor 2 mit
einer Vielfachheit m vor, d.h. 2™ teilt p, aber 2™+ teilt p nicht mehr. Ebenso
kéme in der Primfaktorenzerlegung von'q der Primfaktor 2 mit einer Vielfachheit
n vor'®, In der Primfaktorenzerlegung von p? kime demnach der Primfaktor 2 mit
der Vielfachheit 2m, also mit einer geraden Vielfachheit vor, genauso kime in der
Primfaktorenzerlegung von ¢? der Primfaktor 2 mit der geraden Vielfachheit 2n
vor, a fortiori kime in der Primfaktorenzerlegung von 292 der Primfaktor 2 mit der
ungeraden Vielfachheit 2n + 1 vor, was der Identitit p? = 2¢? widerspricht.

Es sei zugestanden, daB die Kenntnis der Eindeutigkeit der Zerlegung positiver
ganzer Zahlen in Primfaktoren fiir das Verstehen dieses Beweises Voraussetzung ist.
Der Gewinn, den man fiir diesen Preis erzielt, ist jedoch ein tieferes Verstindnis

dafiir, warum V2 oder allgemeiner: keine aus einer Primzahl gezogene Wurzel
rational sein kann.

3.3. Der einfachste Irrationalititsbeweis. Noch einfacher als die bisher ge-
filhrten Irrationalititsbeweise ist der folgende, welcher die Irrationalitit von /10
belegt. Er ist sogar so elementar, da man nicht einmal die sonst in der Mathema-
tik unumgingliche Formelsprache einzusetzen braucht. Der ganze Beweis beruht
auf der folgenden, unmittelbar einsichtigen Feststellung: Jede Quadratzahl besitzt
am Ende ihrer Zifferndarstellung entweder keine, oder aber zwei, oder aber vier, ...
— Jjedenfalls immer eine gerade Zahl von Nullen, namlich genau doppelt so viele
Nullen wie ihre Wurzel.

Wire v/10 ein Bruch zweier ganzer Zahlen, miilte der Zzhler dieses Bruches
mit sich multipliziert den exakt 10-fachen Wert des mit sich selbst multiplizierten
Nenners ergeben. Dann hatte aber eine dieser beiden Quadratzahlen eine gerade

%Dies belegt die Formel (2n +1)* = 4n2 + 4n+1=2(2n2 + 2n) + 1.

101 aristotelischen Beweis wird eine dieser Vielfachheiten m oder m als Null angenommen
(eine der Zahlen p und g wire ungerade); hier brauchen wir diese Annahme nicht, d.h. wir miissen
gar nichts vom Kiirzen von Briichen wissen.
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und die andere eine ungerade Zahl von Nullen am Ende der Zifferndarstellung, was
— wie wir eben sahen — unméglich stimmen kann.

Leider scheint dieses wunderbar einfache Argument nur auf v/10 zugeschnitten
zu sein. Aber mit ein wenig mehr an Mathematik kann man es sogar fiir eine
Fiille weiterer Wurzeln verallgemeinern. Denn 10 besitzt in dieser Beweisfithrung
allein die Rolle der Basis des Ziffernsystems. Geht man zum Beispiel vom binsren
Ziffernsystem mit 2 als Basis aus, verliert das Argument nichts von seiner Kraft!!:
Es bestitigt somit erneut /2 als irrationale Gréfe.

3.4. Das schwierigste Problem. Bis jetzt haben wir die Frage umgangen, worum
es sich bei den Gréflen, deren Irrationalitit mit so vielen raffinierten I"Jberlegungen
belegt wurde, eigentlich handelt.

Fir Richard Dedekind, den philosophisch wohl unbekiimmertsten aller Mathe-
matiker des 19. Jahrhunderts, lag die Antwort auf der Hand; das Bild des ,Wegs
entlang der Fareyzeilen hinab“ dréngte ihm die ,Loésung® des Problems férmlich
auf: Eine (zwischen O und 1 liegende) reelle Grifle — Dedekind sprach von einer
reellen ,Zahl“, und dieser véllig unpassende Ausdruck hat sich seither eingebiir-
gert, obwohl nichts Arithmetisches an ihm haftet — ist in seinen Augen einfach ein
senkrechter ,Schnitt“, der alle Fareyzeilen in zwei Teile trennt.

Beschreibt

[0;011,&2,...,ak,...,an]

einen endlichen ,,Weg entlang der Fareyzeilen hinab“ und endet dieser Weg exakt
beim Bruch p
n

an
dann ist dieser Schnitt die genau auf diesen Bruch treffende, senkrecht zu den
Fareyzeilen eingetragene Trennlinie. Beschreibt hingegen

=[0;0y,02,...,01,...,a,] ,

[0;041,(12,...,0"",...]

einen unendlichen , Weg entlang der Fareyzeilen hinab“, denkt sich Dedekind diesen

Schnitt als jene senkrecht zu den Fareyzeilen eingetragene Trennlinie, bei der alle
Briiche

&:[0;a1,a2,...,a2k_1,(12k] ) (k=0,1)2$"') ]
92k
links und alle Briiche
%:‘-[0;0‘170'27'”}“27070'2704-1] ) (k:071a2$"') ]
q2k+1

rechts von ihr liegen. Mit anderen Worten: der ,Weg entlang der Fareyzeilen hinab“
umgarnt den geradlinigen Schnitt wie eine dieser senkrechten Geraden immer n&her
entlangkriechende Zick-Zack-Linie.

So augenfillig dieses anschauliche Bild des Dedekindschen Schnitts auch sein
mag, so wenig h&lt es noch den Anspriichen der abstrakten, von jeglicher sinnlichen
Anschauung gelosten Mathematik stand. Um seine Idee des Schnittes auf eine
formale Basis zu stellen, nutzte Dedekind die Mengentheorie aus, die sein ihm geistig
sehr verbundener Kollege Georg Cantor schuf: Ein (zwischen 0 und 1 befindlicher)

Upag Argument behilt allgemein filr all jene Basen m von Ziffernsystemen Giiltigkeit, bei
denen die Reste »r = 1,2,...,m — 1 keine durch m teilbaren Quadrate 72 besitzen. Denn dann
bewirkt das Quadrieren einer ganzen Zahl in der Zifferndarstellung zur Basis m ein genaues
Verdoppeln der Anzahl von Ziffern Null am Ende der ganzen Zahl. Daraus 148t sich folgern, daB
v/ genau dann rational ist, wenn /m ganzzahlig ist.
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Dedekindscher Schnitt ¥ = (P | Q) ist ein Paar zweier Mengen P und @ mit den
folgenden vier Eigenschaften:

1. O liegt in P und 1 liegt in Q.

2. Die Vereinigung von P und () besteht aus allen rationalen Zahlen zwischen 0
und 1.

3. Der Durchschnitt von P und Q ist entweder leer, oder er besteht aus genau
einer rationalen Zahl zwischen 0 und 1.

4. Mit jeder rationalen Zahl aus P ist auch jede kleinere rationale Zahl Element
von P, mit jeder rationalen Zahl aus ¢} ist auch jede groBere rationale Zahl Element
von Q) (wobei nur rationale Zahlen zwischen 0 und 1 in Betracht gezogen werden).

Beschreibt

[0;01,0a2,...,ak,...,an]
einen endlichen ,Weg entlang der Fareyzeilen hinab“, besteht P aus allen rationalen
Zahlen zwischen 0 und 1, die hdchstens so groB wie p,, /¢, sind, und Q besteht aus
allen rationalen Zahlen zwischen 0 und 1, die mindestens so grofl wie p,,/gn sind.
Beschreibt hingegen
[0;ay,a2,...,a,,..]
einen unendlichen ,Weg entlang der Fareyzeilen hinab*, liegt eine rationale Zahl,
die (fiir ein £ = 0,1,2,...) in der gox-ten Fareyzeile zu liegen kommt, genau dann
in P, wenn sie hdchstens so grof§ wie
P2k
Q2K
ist, und es liegt eine rationale Zahl, die (fir ein ¥ = 0,1,2,...) in der gox4;-ten
Fareyzeile zu liegen kommt, genau dann in @, wenn sie mindestens so grof8 wie
D2k+1
Q2k+1

=[0;a1,02,...,02%-1, agk]

=[0;a1,0z, .. 5 G2k, Q2k+1)
ist.
Dedekind war davon iiberzeugt, mit dieser Festlegung irrationale GroBen so exakt

%efaﬁt zu haben wie die ganzen Zahlen — und fast alle Mathematiker teilen seine
Uberzeugung bis an den heutigen Tag.

3.5. Rationalitét, Irrationalitit und Illusion. Da die von Dedekind vorge-
schlagene ,Losung® jedoch gar nicht so glasklar ist, wie er selbst glaubte, zeigt
sich, wenn man das zu Beginn erorterte Beispiel der ,Kreiszahl“ 7 erneut aufgreift.
Mit sehr raffinierten und aufwendigen Berechnungen'? gelang es, den 7 — 3 kenn-

zeichnenden ,,Weg entlang der Fareyzeilen hinab“ jedenfalls in den ersten Schritten
zu verfolgen:

T—3=1[0;7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,1,2,2,2,2,1,84,2,1,1,15,3,.. ] .

125in sebr effektives Verfahren zur Berechnung von # verwendet die von John Machin ersonnene
Formel

(=1y (=1y
r=16Y ——2 ]
jz:;)(zj+1) 55 2 @+ 1) 239 T km
mit 16 4
|"9k,m| <

(2k +1) -5k + (2m + 1) - 230m ’
die es fir jede natiirliche Zahl n erlaubt, 7 auf n exakte Nachkommastellen zu ermitteln, wenn
man k > 3+ (3n/2) und m > 1+ (3n/7) festlegt.

iy
N
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Damit ist der Schnitt 7—3 = (P | Q), der zugleich 7 festlegt, mit bewundernswerter
Akribie erfaBt. Aber selbst mit der oben genannten Angabe von vielen, aber eben
doch nur von endlich vielen Schritten dieses, wegen der Irrationalitit von 7 mit
Garantie unendlichen Wegs haftet an der bisher ermitteltelten Position von 7 — 3
eine nicht tilgbare UngewiBheit. Noch ist der Schnitt nicht messerscharf. Und
niemand kann versichern, daB er je haarscharf zu fiihren sein wird.

Ja es ist nicht einmal sicher, ob es den ,,Weg entlang der Fareyzeilen hinab“ fiir
Dedekindsche Schnitte iiberhaupt ,gibt !

Betrachten wir, uh diesen Einwand zu verstehen, nur die ersten vier Zahlen 7,
15, 1, 292, mit denen der ,Weg* von m — 3 seinen Anfang nimmt: Es sind

7041 1 12
[0,7]—‘—7.1_*_0—? also 1r<3+7—7 ,
15-140 15 15 333
M = ———— 3 _— e —
[0:7,18) = o= = 106 also 7 >3+ 106 = 106 °
1-15+1 16 16 355
: 2o+l 16 34 0 390
G715 = 1067 =13 2 T<3+iE=1s3
Nun ist der Bruch
355 _ 3 1415920203
TR

bereits so nahe an
T =3,1415926535.. . ,

daB man bis zum 292. Median unter den in den nachfolgenden Fareyzeilen zwischen
15/106 und 16/113 befindliche Medianen vordringen muff um den letzten unmittel-
bar vor 16/113 liegenden zu erhalten, der sich gerade noch kleiner als 7 — 3 erweist.
Es handelt sich dabei um den Bruch
292-16+15 4687
10:7,15,1,292] = 292-113+106 ~ 33102 ’
der erst in der 33102-ten Fareyzeile auftaucht!

Niemand kann garantieren, daB das ,Gliick“, unter den unendlich vielen un-
mittelbar vor 16/113 befindlichen Medianen doch noch einen letzten entdeckt zu
haben, der sich auf der gegeniiberliegenden Seite des Dedekindschen Schnittes von
7 — 3 befindet, immer und fiir alle denkbaren Dedekindschen Schnitte wihrt —
ganz im Gegenteil: dies ist im héchsten MaBle unwahrscheinlich.

Denn dieses ,,Gliicks* gewil zu sein, bediirfte es eines Beweises, daB jeder der
unendlich vielen denkbaren Dedekindschen Schnitte (P | Q) entweder genau auf
eine rationale Zahl trifft oder aber entlang seines unendlichen Absturzes entlang
der Fareyzeilen von jeder der unendlich vielen an ihn grenzenden rationalen Zahlen
einen berechenbaren positiven Abstand besitzt — und einen solchen Beweis fithren
zu kénnen, ist vollig hoffnungslos ...

Ein Dedekindscher Schnitt, eine ,reelle Zahl®, ist um nichts realer als eine Fata
Morgana. Die sich auf Dedekindsche Schnitte berufende Mathematik verkommt zu
einem leeren Spiel mit Illusionen. Es bedarf viel ernsthafterer Anstrengungen, um
das noch schemenenhafte Konzept der irrationalen GréBe auf eine tragfihige Basis
zu setzen, Anstrengungen, iiber die zu berichten vielleicht in einem anderen Vortrag
Gelegenheit sein wird.




