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Heinrich Biirger, Wien

GEDANKEN ZUR ANALYTISCHEN GEOMETRIE

Warum sollen Schiler Analytische Geometrie betreiben? Antworten
auf diese Frage hiangen von den Zielsetzungen des Mathematik-
unterrichts und von den Méglichkeiten der Kealisierung solcher
Ziele durch einen entsprechenden Unterricht in Analytischer
Geometrie ab. Im Zusammenhang mit konkreten Aufgabenstellungen
fur die Schiiler sollen Frobleme aufgezeigt und Unterrichts-—

vorschlige vorgestellt werden.

1. ANALYSE EINER AUFGABE IM HINBLICK AUF MOGLICHE ZIELE

Die in der Unterrichtspraxis geforderten Tatigkeiten der
Schiiler sind weitgehend auf das rechnerische Lésen von Aufgaben

beschrankt. Als Eeispiel dazu die

Aufgabe 1:
Ein Dreieck hat die Eckpunkte A = [—2], B = (_;), cC = [ ;].
Man berechne a) den Schwerpunkt, b) den Umkreismittelpunkt des

Dreiecks.

Von den Schitlern wird erwartet {(und verlangt), daBl sie eine
Aufgabe dieser Art einwandfrei ldésen kdonnen. Die Lésungen

dieser Aufgabe sind:

_ (a/3 _(171/166
a) S = [7/;] b U ‘[735/166]

Schiilerfrage: Warum missen wir diese dufgabe ldsen kénnené
Welchen Sinn hat sie@
(Diese Frage kdénnte auch von der Lehrerin bzw. vom Lehrer

gestellt werden.)

Augenscheinlich ist das numerische Ergebnis weder von Interesse
noch von Bedeutung, auch wenn der Aufgabensteller sich bemuht
hatte, "schonere"” Zahlen zu erhalten. (Das numerische Ergebnis
ist allerdings fiir eine Beurteilung der Schilerleistung von

Bedeutung.)
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Warun wird also eine solche Aufgabe gestellt?®

Welche Ziele, konnen mit dieser Aufgabe beabsichtigt sein?

C1) Wissen und Konnen (Kenntnisse und Fertigkeiten) aktivieren,

festigen, uberprtifen.

Notiges Wissen und Konnen:

a) 8 = é-(A+B+C)
b) - Umkreismittelpunkt = Schnittpunkt zweier Seitensymmetralen
- Seitensysmmetrale von [AB] = Normale zu AE durch den

Mittelpunkt M von [AB1

- Aufstellen einer Gleichung der Geraden normal zu AB
durch M

- Schnittpunkt zweier Geraden ermitteln, System von zwei

linearen Gleichungen mit zwei Unbekannten ldsen

Daran kann die Frage anschlieflen:
Wozu muB dieses Wissen und Xonnen erworben werden?
Mogliche Antwort: Um Analytische Geometrie betreiben zu kénnen.

Wozu Analytische GeometrieZ (Antwort in Abschnitt 2.)

Ein Vergleich der Anforderungen zeigt, dal der Aufgabenteil a)
nur das Kennen einer Formel und das Einsetzen in diese Formel
erfordert. Geometrische Vorstellungen und Kenntnisse
(Schwerpunkt? Schwerlinie?) sind nicht notig. Diese sind im
Aufgabenteil b) ndtig. Dariiber hinaus stellt dieser Aufgaben-
teil noch die folgenden Anforderungen, die als Ubergeordnete

Ziele fiir diese Aufgabenstellung angesehen werden koénnen.

(2) Sachverhalte analysieren, Wissen und Kénnen kombinieren

Diese Aktivititen (analysieren., kombinieren) konnen als Formen
von "Produktivem geistigen Arbeiten” angesehen und damit einem
zentralen allgemeinen Lernziel des Unterrichts zugeordnet

werden.

Froblem: Uben dieser Aufgabe kann zum Abarbeiten eines Rezeptes

fuhren.




e e A e A e+ e A e A A SRS 5

Kénnen durch Erweiterung der Aufgabenstellung weitere

allgemeine Lernziele angestrebt werden?

(3) Zeichnerisches Darstellen

{Allgemeines Lernziel: "Darstellen und Interpretieren”)
fufgabe 2Z:

Man ermittle die Koordinaten des Umkreismittelpunktes in einer

Zeichnung.

(4> Beschreiben des Liosungsweges in allgemeiner Form
(verbal oder formal)

(Allgemeines Lernziel: "Darstellen von Sachverhalten”

e

Aufgabe =:

Man beschreibe, wie man aus den Koordinaten der Eckpunkte eines

Dreiecks den Umkreismittelpunkt berechnen kann.
Lésungsmiglichkeiten:

a) verbal:
"Man berechnet die Mittelpunkte zweier Seiten, dann ermittelt

man Gleichungen der Normalen =zu diesen Seiten, ..."

b) formal:

"Map = 5 (A+B), Mae = 5 (A+D)

S

b

Normalvektor der Seitensymmetrale von AR ist AR
Normalvektor der Seitensymmetrale von AC ist AC

AB-X = AB'M,, . AC'X = AG'M,, = Umkreismittelpunkt X "

c) formal:

"Schreiben eines Programms zur Berechnung des Umkreis-—

mittelpunktes fir eine geeignete Software"
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(5) Begriinden des Ldsungsweges und von Zusammenhingen

(Allgemeines Lernziel: Argumentieren)

Aufgabe 4:

Man begrinde:
a) Die drei Seitensymmetralen eines Dreiecks schneiden sich 1in
einem Punkt.

b) Es gibt nur einen Umkreismittelpunkt.

Bemerkung:

Die unter (3) bis (5) geforderten Schuleraktivitaten kénnen zu
cinem vertieften Verstandnis von Inhalten und EBeziehungen
fiihren. Insgesamt erfolgt durch die Aufgaben 1 bis 4 eine
Bearbeitung eines Problems aus verschiedenen Sichtweisen, die
sich von der blofen rechnerischen Einlibung einer Aufgabenldsung

abhebt.

2 WARUM ANALYTISCHE GEOMETRIE M MATHEMA TIKUNTERRICHT?

a) Geometrie ist ein grundlegender Jeilbereich der Mathematik.
Die Behandlung geometrischer Sachverhalte mit Mitteln der
Analytischen Geometrie kann zu einer Erweiterung und
Vertiefung von geometrischen Kenntnissen und Einsichten
fiihren. Insbesondere kann durch die Behandlung von
entsprechenden Problemen riumliches Vorstellungs— und
Anschauungsvermigen gefirdert werden.

b) Der Wechsel zwischen algebraischen Darstellungen und
geometrischen Interpretationen ist eine fundamentale
mathematische Methode. Er kann eine Hilfe beim Gewinnen von
Erkenntnissen und beim Problemlbsen sein.

c) Die Analytische Geometrie bietet ein reiches Feld fir
vielfiltige Froblemstellungen, die durch Kombinieren
relativ einfacher Mittel pearbeitet werden kénnen.

d) Beim algebraischen Darstellen geometrischer Sachverhalte,
beim geometrischen Interpretieren algebraischer
Sachverhalte und beim Froblemlésen haben die Schiler viele

Méglichkeiten, selbstdndig Eegrindungen durchzufihren.




Zusammenfassend: In der Analytischen Geometrie kionnen
grundlegende mathematische Kenntnisse, Fahigkeiten und
Finsichten vermittelt werden und die Schiiler kinnen

mit wichtigen mathematischen Methoden und Denkweisen vertraut
werden. Ebenso kdénnen wesentliche Beitrdge zu den allgemeinen
Lernzielen "Darstellen und Interpretieren”, "Produktives

geistiges Arbeiten” und "Argumentieren” geleistet werden.

3. ZUR ROLLE vON VEKTOREN IN DER ANALYTISCHEN GEOMETRIE

Grundlage der Analytischen Geometrie ist die umkehrbar
eindeutige Zuordnung von Zahlenpaaren und Funkten der Ebene
bzw. wvon Zahlentripeln und Punkten des Raumes durch Vermittlung
eines cartesischen Koordinatensystems. Die algebraische
Darstellung weiterer geometrischer Objekte wird erleichtert,
wenn man auch Pfeile durch Zahlenpaare bzw. Zahlentripel
beschreibt, wobei allen Pfeilen mit gleicher Lange, gleicher
Richtung und gleicher Orientierung dasselbe Zahlenpaar bzw.

Zahlentripel entspricht.

-
So kann dem Zahlenpaar [i] zugeordnet werden:

2
- der Punkt A = (:],

=y

.  he - [O)_[4
- der Pfeil PO = 0-F = [7] (4]

3.

~l

-
- jeder Pfeil 3 = [:], der aus FO

puy

durch Parallelverschiebung

hervorgeht.

Es ist zweckmafig, Zahlenpaare
und Zahlentripel so wie die

jeweils entsprechenden

geometrischen Objekte zu

bezeichnen.




Zusammen mit der geometrischen Deutung der rechenoperationen
: 2 ERE .

im R bzw. R™ konnen geometrische Sachverhalte in knapper
Form algebraisch dargestellt werden, wobei diese algebraische

Darstellung vielfach sehr einfach anschaulich gedeutet wer den

kann.

Beispielsweise kann man zu zwei in einem Koordinatensystem
gegebenen Punkten A und B jeden pPunkt X der Geraden g = AR
durch entsprechende geometrische Deutung von Rechencperationen
im R bzw. ®’ erfassen:

Xeg « 3teR: AR = ¢ 7P e 3 teR: X = A+ tFB

A T B X
— © = © g
........................... BB o
.............................. Y = £ B
....... % BB

Insbesondere kann man damit auch Teilungspunkte einer Strecke
2

[AR] berechnen. So teilt der Punkt T=A+ 5-5% diese Strecke

im Verhaltnis 2: 3.

e
n

Ein weiteres Beispiel:

Die Darstellung einer Ebene E im

m

Raum, von der ein Punkt A und ein
Normalvektor % bekannt sind,
ergibt sich daraus. daR ein Punkt

X genau dann in E liegt, wenn die

Pfeile 7 und A% normal sind:

XeE & h AX =0 e X = A

Diese Beispiele zeigen, dap die Verwendung von vektoren in der
angegebenen Weise sowohl algebraisches Darstellen geometrischer
sachverhalte als auch geometrisches interpretieren
algebraischer Darstellungen erleichtern und verstandlicher
machen kann. Damit wird einem Hauptanliegen des Unterrichts in
Analytischer Geometrie Rechnung getragen. Ferner kann dies auch
fiir das Problemlosen, fiir produktives Arbeiten und fur das

Argumentieren hilfreich sein.




AuBerdem ermiglicht die Verwendung von Vektoren in der
Analytischen Geometrie (gegeniber einer Analytischen Geometrie
chne Vektoren) eine einfachere Bearbeitung von Sachverhalten
und Problemen im Raum und kann so zur Fdérderung der
Raumanschauvung beitragen, die im Mathematikunterricht meist
stiefmitterlich behandelt wird.

Im Hinblick auf die Lernziele in Analvtischer Geometrie und auf

die beschriebenen Moglichkeiten bei Verwendung von Vektoren
spllten die Schiuler mdglichst selbstindig Aufgaben bearbeiten,
in denen sie geometrische Sachverhalte darstellen, insbesondere
Formeln aufstellen, Problemlosungswege beschreiben und

Begriundungen durchfihren.

Die Verwendung von fertigen Formeln zum Ldsen von Aufgaben
hilft, Teilschritte der Aufgaben rasch durchzufihren und
erméglicht oft erst die Lisung komplexer Probleme. Die
Verwendung von fertigen Formeln befreit auch von der
Denkarbeit die zur Herleitung dieser Formeln nétig ist.
Andererseits sollte diese Denkarbeit, die zum Herstellen von
Beziehungen zwischen geometirischen Sachverhalten und
algebraischen Beschreibungen notig ist, im Hinblick auf die

Ziele des Unterrichts mdglichst oft durchgefihrt werden.

4. 7UrR UNTERRICHTSPRAXIS

Im Unterricht und vor allem bei Leistungsfeststellungen
herrscht das numerisch - rechnerische Lisen von Aufgaben vor.
Die dazu notigen Formeln werden sehr oft von der Lehrerin bzw.
vom Lehrer an der Tafel hergeleitet. Hiufig werden Formeln ohne
geometrisch - anschaulichen Berug rein rechnerisch aus anderen
Formeln gewonnen. Beispielsweise wird aus der Parameter—
darstellung einer Ebene durch Eliminierung der Parameter eine
lineare Gleichung fir die Koordinaten x,y.z der in der Ebene
liegenden Punkte rein rechnerisch abgeleitet. Erst spater wird
gezeigt, daB die koeffizienten dieser Gleichung einen Normal-

vektor der Ebene darstellen.
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0ft werden fur die Schiler zur gpear beitung von Froblemen
SpEZiFiSChE Formeln pereitgestellt, obwohl diese Frobleme auch
ohne diese Formeln mit elementaren renntnissen unter
Heranziehung grundlegender geometrischer Vvorstellungen

bearbeitet werden konnen.

Beispielsweise werden fur die Eerechnung des Abstandes d(F.q)

des Punktes P von der Geraden g die folgende Formeln angeboten:

diP.g) = |FP Tg| (A e o fe L. |Ta| = D
diF,qg) = [53x§;\ (A e g, To richtungsvektor von @ mit \E;\=1)

pDie Berechnung dieses Abstandes entsprechend seiner Ermittlung
aus einer Zeichnung, Also durch Berechnung des Abstandes der
punkte F und g, wobeil S der gchnittpunkt ven g mit der
Normalen zu @ durch P ist, kann vielleicht etwas mehr
rechenzeit als das Einsetzen 1in eine der obigen Formeln
erfordern, ist aber unmittelbar einsichtig und mit mehr
Vorstellungen verbunden als das Einsetzen in eine fertige

Formel.

Uber grundlegende Kenntnisse und yorstellungen von gchilern auf
dem Gebiet der Analytischen Gecmetrie gibt eine Diplomarbeit
von A. Waldmann Auskunft, in der eine entsprechende Unter-
suchung 1N vier Wiener Gymnasien bzw. Realgymnasien in den
Klassen 6.7,8 durchgefihrt wurde. Nur in wenigen Klassen gab es
pefriedigende Teilergebnisse. beispielsweise wurden auf die
folgende Fragen meist nur unzureichende Antworten gegeben:
- Gib die Definition eines ein Vektors an:
-~ Welche geometrischen Vorstellungen verbindest Du mit einem
vektor?
- Wie lautet die Parameterdarstellung einer Geraden? Erklare
die vor kommenden Groflen {Buchstaben, Symbole) !
[Nur 16 von %80 Antworten waren vollig einwandfrei.]
- Erklare die Parameterdarstellung anhand einer Zeichnung'

(Wwieder: Nur 16 von 380 Antworten sind vbllig einwandfrei.]
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- Gegeben ist der Punkt P(4/2) und der Normalvektor einer
Geraden n = [g]. Wie lautet die Gleichung der Geraden?
{Normalvektorform, nicht Parameterdarstellung)

[161 von 360 richtig.]

— Erklare diese Gleichung anhand einer Zeichnung.

[Gemeint ist die Gleichung 3x+5y = 22 der vorhergehenden

Frage. Von 360 Antworten sind 31 richtig.l

5. VORSCHLAGE FUR AUFGABENSTELLUNGEN

Wesentlich ist bei den folgenden Aufgabenstellungen, dafl die
Schiiler mdglichst selbstandig, also in Einzel-, Partner—- oder
Gruppenarbeit tatig sind. Die Lehrerin bzw. der lLehrer sollte
sich auf Hilfestellungen und Denkanstifle fir einzelne Schiiler
oder gegebenenfalls fir die gesamte kKlasse beschrinken und

wichtige Teilergebnisse auf der Tafel festhalten.

Dazu sei auf eine Forderung des Mathematiklehrplans fir die
AHS hingewiesen:

"Bei den einzelnen Stoffgebieten sind Tadtigkeiten angefihrt,
die einerseits die Bildungs— und Lehraufgabe konkretisieren,
anderercseits die Lernziele fir die einzelnen Stoffgebiete
festlegen. Diese Tdtigkeiten sind von den Schiilern

durchzufuhren."1

In der Analytischen Geometrie wird speziell gefordert:
"LLdzen von Lage— und MaBaufgaben - auch an Kirpern — nach
Moglichkeit in Verbindung mit zeichnerischen Darstellungen.
Beschreiben von Lisungswegen {(unter Umstanden auch chne
Durchfihrung der Rechnungen), gegebenenfalls Begriinden des

Vorgehens. Aufstellen einfacher VYektor formeln”

1Hervorhebungen im Text durch den Autor




LR T e

- 10 -

5.1 Entwicklung von Wissen durch Frage- und Problemstellungen,

méglichst in Verkniipfung mit geometrischen Vorstellungen.

Aufgabe 5:
Eine Gerade g ist durch die Punkte A = [2} und B = [i} gegeben.

a) Ermittle einzelne Punkte von g.
[Mégliche Hilfestellungen:
- Fertige eine Zeichnung an.
- Es sei M der Mittelpunkt von AB; welche Beziehung besteht
zwischen A und ABE ?
- Zeichne den Punkt F, sodaB AP = 2-AR 1]
b) Beschreibe, wie man einen beliebigen Punk:t Xeg finden kann.

Stelle eine Formel auf.

Aufgabe 6&:
Eine Gerade g in der Ebene ist durch einen Punkt A und einen

Richtungsvektor E festgelegt. Ist sie auch durch einen Punkt A
und einen Normalvektor F festgelegt? Versuche eine Beziehung
zwischen 3, dem Punkt A und einen beliebigen Punkt Xeg =zu
finden. Ist eine Gerade g im Raum durch einen Punkt und einen

Normalvektor h eindeutig festgelegt? Begrinde.

5.2 Vielseitiges Anwenden von elementarem Wissen und von

geometrischen VYorstellungen - “Einsparen von Formeln"

Aufgabe 7:
Definiere die folgenden Abstande und beschreibe, wie man sie

mit der Formel fir den Abstand zweier Punkte (ohne weitere
Abstandsformel) berechnen kann. Gib zu jedem Fall ein
Beispiel an und fihre die zugehérige Berechnung aus.

a) Punkt - Gerade (im R?)

b) Punkt - Gerade (im R™)

c) Punkt - Ebene

d) Parallele Gerade (im ®r?)

e) Parallele Gerade (im R?)

£) Parallele Ebenen

g) Gerade - Ebene {Voraussetzung!')

h) windschiefe bGerade
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Aufgabe 8:
Ermittle einen Vektor 3, der normal zu den Vektoren 2 und B

5 i IRl

a 2 =
= Q0 ng + 2n, + Iy

ist:

- 1
a) a = |2},

[Hinweis zu a):

oV
]

N

L

o iba § 4
it
ol

-3
-
B-h=0 -2n, + 4n, - ny = 0]
5.3 Finden von Problemen

Aufgabe 9:
Nenne Fragen zu der folgenden Angabe. Beantworte die Fragen.

; -1
a)x,_=x2,A=[i],B=[:; b) %y = %y P = 4,‘5= 4
S 7

5.4 Beschreiben von Ldsungswegen

Aufgabe 10:
Wie kann man den Umkreismittelpunkt eines Dreiecks im FRaum

berechnen?

5.5 Argumentieren

Aufgabe 11:
Beweise: Schneidet man einen Wirfel mit einer Ebene, die normal

zu einer Raumdiagonale ist und die durch den Mittelpunkt dieser
Diagonale geht, so erhdlt man ein regelmdfiges Sechseck.

Wihle dazu ein Koordinatensystem so, dafl jede Koordinatenachse

eine Wirfelkante enthdlt. Warum kann man sich auf einen Wirfel

mit der Kantenldnge 1 beschranken?

5.6 Klaren von Begriffen

Aufqgabe 12:

Was besagt: "3x+4y = 8 ist eine Gleichung der Geraden g?"
Welcher Zusammenhang besteht zwischer dieser Gleichung und

den Punkten von g7?
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5.7 Zusammenfassende schriftliche ¥Wiederholungen

Aufgabe 13:
Beantworte schriftlich:

a) Durch welche Angaben kann eine Ebene im Raum eindeutig
festgelegt werden? Was muB bei einer solchen Angabe jeweils
vorausgesetzt werden? (Z.B.: Legen =wei Geraden eine Ebene
fest, die diese beiden Geraden enthalt?)

b) Beschreibe in jedem Fall, wie man eine Gleichung der Ebene

ermitteln kann.
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Mag. Anna Déller-Gundacker (kommentierte Beispiele aus der Praxis)

Mag. Marliese Pick (theoretische Uberlegungen)

rnzielorientierte Leis urteilung und Leistungsfeststellun
im Mathematikunterricht

Im Schuialltag sind Probleme der Leistungsbeurteilung und Leistungsmessung
allgegenwartig und haben fiir die Betroffenen einen hohen Stellenwert. Jeder, der
Leistungen erbringt, will selbstverstandlich, dass diese anerkannt werden. Irgendeine
Form von Rickmeldung ist notwendig. Aber es missen nicht die von uns gewohnten
und getibten Formen sein.

In der Schulpraxis ist derzeit Schulerbeurteilung und Ruckmeldung oft gleichzeitig
Leistungsbeurteilung; eine Gleichsetzung, welche die vieifaltigen Qualitdten und
Begabungen von Menschen auf eine Dimension beschrankt, ndmilich auf kognitive
Leistungen. Dadurch werden andere Haltungen zum Lernen an sich erzeugt, als es
unseren padagogischen Intentionen entspricht.

Wenn man Uber lernzielorientierte Leistungsbeurteilung und lernzielorientierte
Leistungsfeststellung nachdenkt, muss man sich zuerst einmal klarwerden, was man
mit seinem Unterricht erreichen will:

Fur mich persoénlich habe ich diese Antwort gefunden: Ich winsche mir einen
Zuwachs der Kompetenzen meiner Schulerinnen, und zwar Erwerb von
mathematischer Fachkompetenz sowie Erwerb von Kenntnissen, Fahigkeiten und
Fertigkeiten. Einen ebenso wichtigen Stellenwert hat auch der Erwerb von
Schlusselqualifikationen wie Problemléseféahigkeit, Kooperationsfahigkeit, Time-
Management usw. - und ich wiinsche mir auch, dass der Erwerb all dieser
Kompetenzen maglichst ohne unerwiinschte Nebenwirkungen erfolgt.

Eine solche unerwinschte Nebenwirkung ist fir mich z.B. Zerstérung von Motivation,
wie man sie an Schulerinnen, die einige Jahre Schulgeschichte hinter sich haben,
beobachten kann. Lernzielorientierter Unterricht und lernzielorientierte
Leistungsbeurteilung und -feststellung sind motivationsférdernde wichtige Schritte in
Richtung einer neu Uberdachten Beurteilung.

e Umschreibung lernzielorientierter Leistungsbeurteilung (LOB)

Bei lernzielorientierter Beurteilung werden bereits vor Unterrichtsplanung - vor
Entscheidung tber Methodik und Materialien - die gewtinschten Ergebnisse
festgelegt und formuliert.

Die Leistungen der Schulerlnnen werden entsprechend den urspriinglich ausge-
wahlten Zielen bewertet.

Im Sinne des Osterreichischen Lehrplans geht es also auch darum, festzulegen: Was
ist mir innerhalb dieses Lehrplans wichtig und daher wert, gelehrt zu werden?

AnschlieRend daran kénnen die Leistungsfeststellungsverfahren entwickelt werden,
mit denen der Erfolg des Unterrichts Uberprift wird.
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Die Lernziele werden formuliert und sind den Schiilerinnen vor Erbringen der
Leistung bekannt,

Dabei kénnen die Groblernziele am Beginn des Schuljahres oder zu Beginn des
Semesters, die Feinlernziele jeweils vor oder nach dem Durchnehmen des jeweiligen
Kapitels, jedenfalls noch vor einer Leistungsbeurteilung, bekanntgegeben werden.
Lernzielorientierte Leistungsbeurteilung bietet die Maglichkeit der Individualisierung
und inneren Differenzierung, da Basislernziele zum Erreichen eines positiven
Abschlusses und Erweiterungslernziele zum Erreichen besserer Noten festgelegt
werden kénnen.

Die Festlegung von Lern- und Unterrichtzielen sagt an und fur sich noch nichts tber
die Art und Methode des Unterrichts aus. Die Zielbeschreibung bezeichnet das
Ergebnis des Unterrichts; sie beschreibt nicht den Ablauf des Unterrichts.
Allerdings gibt es in einem individualisierten, schillerzentrierten Unterricht mehr Mog-
lichkeiten die Erreichung von Lernzielen festzustellen, als in einem génzlich
gebundenen, lehrerzentrierten Unterricht (in dem die Schularbeit das einzige
instrument zur Leistungsfeststellung ist, und damit als ein ,50-Minuten-Fenster,
durch das Schiilerinnen betrachtet werden*, nur eine sehr punktuelle Beurteilung
bietet).

Prinzipiell ist eine Schularbeit nur eine von vielen Méoglichkeiten, festzustellen,
welche Lernziele erreicht wurden.

Bei der Arbeit mit offenen Lernformen kénnen Schulerinnen beim Erfullen ihrer
Aufgaben aus dem Arbeitsplan beobachtet werden, und es kénnen Lernziele auch
bei anderen Gelegenheiten erreicht werden (nicht nur durch Schularbeiten).
Werden Lernziele bereits warend offener Lernphasen durch Schilerinnen erreicht,
so ist es gut; doch es muss fir Schillerinnen auch die Moglichkeit geben,
unsanktioniert Fehler zu machen: Zeiten, in denen Fehler einfach Lernanlasse und
nicht Beurteilungsanlasse sind!

Nicht jede Leistungsfeststellung, nicht jede Ruckmeldung muss zwangslaufig gleich
eine Beurteilung nach sich ziehen. Das betrifft auch Hausiibungen. Gerade beim
Erbringen der Hausbungen ist ein wichtiges mégliches - und fur das zukinftige
Leben wichtiges - Lernziel das Einhalten von Terminen.

Nichtbenotete Lernzielkontrollblatter, die Schulerlnnen im Rahmen von offenen
Lerneinheiten 16sen kdnnen, bieten sich zum Erreichen von Lernzielen oder aber
auch nur als Ruckmeldung far Lehrerinnen und Schulerlnnen an.

Da es im Rahmen der selbsttatigen Arbeit der Schulerinnen, sowohl in den
gebundenen als auch in den offenen Einheiten viele Produkte im Schuliibungsheft
gibt, kann dieses zur Leistungsfestellung herangezogen werden, wobei ich immer
wieder betonen méchte, dal Feststellung und Beurteilung nicht dasselbe ist

Bei lernzielorientierter Leistungsbeurteilung und lernzielorientierter Leistungsfest-
stellung werden von vornherein die Leistungen klar benannt, die Schulerlnnen
erbringen missen um zu zeigen, dass sie das Unterrichtsziel erreicht haben. Damit
tragt diese Form zur Transparenz der Beurteilung bei: Ich sage dir vorher klar, was
ich von dir will - ich gebe dir Rickmeldung, welche der Ziele du bereits erreicht hast,
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bzw. welche Ziele dir noch fehlen. Lernzielorientierung hat nichts mit Stoffeinschran-
kung zu tun, es geht um die klare Benennung dessen, was Lehrerlnnen mit ihrem
Unterricht bewirken wollen und welche Leistungen daher Schiilerinnen erbringen
mussen, um die vor der Leistungsbeurteilung definierten Lernziele zu erreichen.

Wohl aber sehe ich lernzielorientierte Beurteilung als ein wichtigen Teilbereich einer
Padagogik der Ermutigung. Ein tragendes Element der Idee der lernzielorientierten
Leistungsbeurteilung ist, dass prinzipiell das Nachholen nicht erreichter Lernziele
maéglich sein muss. Aus organisatorischen Grinden ist es notwendig, die Zeiten mit
den Schulerinnen zu vereinbaren, zu denen dies méglich ist. Durch diese
Maglichkeit werden Schilerinnen motiviert, nicht verstandene Lernziele noch einmal
zu bearbeiten, statt darauf zu-hoffen, dass beim nachsten Mal die Karten neu
gemischt werden, was natlrlich gerade in einem Fach, in dem der Stoff aufbauend
ist, besonderen Sinn macht. Die Tatsache, dass man nicht erreichte Lernziele
nachholen kann, motiviert Schiiler, sich mit den Inhalten auseinanderzusetzen. Eine
negative Note muss nicht als Misserfolgserlebnis kleben bleiben; dadurch kénnen
Schulangst und negative Schuleinstellungen vermindert werden. Die Kooperation mit
den Lehrerinnen wird verstarkt, und das Interesse der Schiierlnnen, zu zeigen, daf
sie Lernziele erreicht haben, steigt. Die Motivation wird sachorientierter auf das
Lernziel hin bezogen, selbstverstandlich ware dieser Effekt noch gréer, wenn es
keine Noten géabe.

Lernzielorientierte Leistungsbeurteilung wird derzeit in einigen Regelschulen
Osterreichs verwendet und daher ist natirlich eine Ubersetzung in Noten notwendig.

e LOB ist fiir Lehrerinnen und Schiilerinnen sinnvoll

. Klar definierte Ziele sind Grundlage fiir die Auswahl der Unterrichtsmaterialien.

Um ein Beispiel aus einem ganz anderen Bereich zu nennen: Auch der Handwerker
oder der Chirurg wahit sein Werkzeug aus, wenn er weil, was er damit reparieren,
operieren, erreichen will.

. Wenn man als Lehrerin vorher das Unterrichtsziel festgelegt hat, kann man

nachher auch feststellen, ob man erfolgreich unterrichtet hat.
Leistungsfesteilungen sollen ja Lehrerinnen und Schdlerinnen in gleicher Weise
Auskunft geben, ob die Unterrichtsziele erreicht wurden. Aufgaben, die messen
sollen, ob Unterrichtsergebnisse auch wirklich erreicht wurden, kénnen eigentlich nur
dann sinnvoll sein, wenn die angestrebten Ziele transparent und beiden Seiten klar
sind.

_Lernziele sind fiir die Schiiler eine wichtige Grundlage fiir ihre Anstrengungen.

Wenn Schilerinnen wissen, welche Ziele sie zu erreichen haben, kénnen sie
entscheiden, welche Handlungen sie setzen missen um das Ziel zu erreichen und
miissen weniger Energie darauf aufwenden, zu erraten, was dem Lehrer wichtig,
bzw. was denn hier die bedeutenden Inhalte sein kénnten.

Man kann ja von Schlern, die noch nicht den Uberblick haben kénnen, nicht
verlangen, dass sie das Abschatzen kénnen. Die Festlegung von Lernzielen, von
Etappen, wirkt motivierend. Bei jedem Rennen ist klar, wie weit man laufen muss.
Somit wird die Leistungsmotivation der Schuler sachorientierter.
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4. Die Méglichkeif, Basislernziele als Grundiage fiir einen positiven Jahresab-

schluss zu definieren. Sie bewirkt, daB Schilerlnnen alle Lernziele eines Schul-
jahres zumindest auf der basalen Ebene erreichen; und ein ,Genigend” nicht, wie
sonst oft der Fall, bei gerade der Halfte (der erreichbaren Punkte) gegeben wird.
Dies ist auch die Begriindung fur das Angebot von differenzierten Schularbeiten, bei
denen die Note sich aus dem Schwierigkeitsgrad der von den Schulerinnen
gewahiten Beispiele ergibt. Auch hier gilt das Prinzip der Transparenz, d.h. den
Schilerinnen ist der Schitissel der Notengebung bekannt.

Bei der von mir eingesetzten Art der differenzierten Schularbeit ist das Ziel das
Erreichen ganzer Lernziele und nicht das Erhaschen einzelner Punkte, die dannin
der Summe vielleicht ein Gentligend ergeben - vielleicht auch nicht.

In Koppelung mit der Méglichkeit des Nachholens nicht erreichter Lernziele hat sich
diese Form (derzeit als Konzept fur die Unterstufe) bewahrt.

« Wie miissen sinnvolle Zielbeschreibungen beschaffen sein

Ein eindeutig beschriebenes Unterrichtsziel ist eines, mit dem man seine Absichten
erfolgreich mitteilt. Eine gute Zielbeschreibung schlieBt Missdeutungen moglichst
aus.

Es gibt Worte, die viele Deutungen zulassen und Worte die weniger Deutungen
zulassen. Worte wie ,wissen" und verstehen" lassen z.B. viele Deutungen zu.

Wie kann ein Schiiler in Mathematik zeigen, daR er etwas verstanden hat:: Er kann
2 B. eine Gleichung schriftlich I6sen oder den Unterschied zwischen einer arith-
metischen und einer geometrischen Folge benennen kénnen.

Wann immer notwendig, solite man auch die Bedingungen nennen, unter denen die
Leistung erbracht wird - wie etwa ohne Zuhilfenahme einer Formelsammlung oder
mit dem Taschenrechner. X

Wenn es maglich ist, soll die Zielbeschreibung auch ein Kriterium fur akzeptable
Qualitat der Leistung enthalten; also: Wie gut muss der Lernende die Aufgabe losen
kénnen?

Beispiele:

_Du kannst einen Winkel zeichnen®, bezeichnet die Tatigkeit.

,Du kannst einen Winkel mit Zirkel und Lineal zeichnen®, nennt Tatigkeit und
Bedingung.

im Satz .Du kannst einen Winkel mit Zirke! und Lineal auf 1Grad genau zeichnen®,
ist Tatigkeit, Bedingung und Kriterium enthalten.

Zielbeschreibungen sind nur dann sinnvoll, wenn sie wirklich das Ziel angeben, das
sich Schiler aneignen konnten. Will man z.B.uberprifen, ob Schilerinnen
Textgleichungen 16sen konnen, so ist es unzureichend und unzulassig, als
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Zielbeschreibung lediglich das Lésen von Gleichungen anzugeben (und das Ldsen
von Textaufgaben mit Hilfe von Textgleichungen dann als dessen Anwendung zu
interpretieren).

¢ Lernzielorientierte Leistungsbeurteilung und Notensystem

Lernzielorientierte Beurteilung ist eine Form der Beurteilung, die sich zwar auch in
Noten Ubersetzen lasst; allerdings waren die positiven Auswirkungen auf das
Lernverhalten von Schilerinnen groRer, gabe es diese verpflichtende Ubersetzung
nicht.

Oft werden Notenziffern wie Zahlen behandelt und aus ihnen Durchschnitte auf
Hundertstel genau gebildet. Dabei sind Noten eher als - gute oder weniger gute -
Schatzungen anzusehen. Die heute Ublichen Formen der Leistungsbeurteilung
geben nur teilweise Auskunft Uber die eigentlich erreichten Unterrichtsziele.

Die Bedeutung fachertbergreifenden Arbeitens und der Férderung der Persdn-
lichkeitsentfaltung sind mittlerweile anerkannte padagogische Grundséatze. In der
Unterrichtsarbeit werden zunehmend zeitgemale Lern- und Arbeitsformen
eingesetzt, die den Veranderungen in unserer Gesellschaft und der Wissens-
explosion Rechnung tragen. :

Unterrichts- und Beurteilungsformen bedingen einander wechselseitig'. Auch unsere
heute ubliche Notengebungspraxis hat geschichtliche Wurzeln. Bei ihrer Entstehung
stellte sie im historischen Kontext gesellschaftspolitischen Fortschritt dar, denn sie
konnte begabten Séhnen aus niedrigen Schichten die Méglichkeit zum Eintritt in den
Staatsdienst eroffnen, Séhnen aus héheren Standen hingegen bei mangelnder
Eignung ihre bisherigen Privilegien versagenz.

Da sich durch Verdanderungen in unserer Gesellschaft die Notwendigkeit ergibt, neue
Lernformen zu etablieren und den Lernbegriff zu erweitern, ist es auch notwendig,
eine Diskussion Uber die gebrauchlichen Formen der Leistungsbeurteilung in Gang
setzen, zu Uberlegen, inwieweit die eingelibten Bewertungs- und
Beurteilungsmechanismen Uberholungsbeddirftig sind. Wir miissen daran gehen,
neue Wege in der Leistungsbeurteilung und Leistungsfeststellung zu finden.

Aus der Auffassung von Lernen als Denk- und Handlungstatigkeit, die Kopf, Herz
und Hand mit einbezieht, ergibt sich ein umfassendes Verstandnis von Leistung.

Der Erwerb von sozialen und kommunikativen Kompetenzen, von Lernstrategien und
Schlisselqualifikationen, bekommt neben fachlichem und kognitivem Wissen immer
mehr Bedeutung.

Ein neuer Lernbegriff, wie er auch im kinftigen Lehrplan 99 zu finden ist, wird einen
neuen Leistungsbegriff nach sich ziehen, und somit missen auch neue Wege der
Beobachtung, der Bewertung und der Feststellung von Leistung gefunden werden,

"vgl. Olechowsky, Richard; Rieder, Karin (Hg) in: Motivieren ohne Noten, 1993
% vgl. Kraul, Margret in: Wie die Zensuren in die Schule kamen, Padagogik 3, 1995
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wobei der Begriff Leistung auf Grund seiner Vielschichtigkeit unterschiedliche
Gewichtungen und Interpretationen zuldsst und sich nicht auf den rein kognitiven
Bereich beschranken Idsst.

Um einem erweiterten Lernbegriff angepasst zu werden, muss Beurteilung weiter
gesteckt werden und mehr Qualitaten erfassen konnen.

Bei der herkdmmlichen Leistungsfeststellung wird héchstens der Stand des Lern-
prozesses zu einem bestimmten Zeitpunkt beschrieben, wohingegen sich das
Fortschreiten im individuellen Lemnprozess allenfalls in einer Randbemerkung findet.

in der traditionellen Form beschrankt sich Leistungsbeurteilung auf kognitive
Leistungen, ohne irgendwelche anderen Qualitaten zu erfassen® und unterliegt
auRerdem der Tatsache, dass kein Prifungs- und Ausleseverfahren in der Lage ist,
zu hundert Prozent richtige Ergebnisse zu bringen, sondern dass immer Alphafehler
(Ungeeignete bestehen das Ausleseverfahren) und Betafehler (Geeignete werden
falschlich ausgelesen) vorhanden sein werden®,

Lernzielorientierte Leistungsbeurteilung bietet, auch in der derzeit neben der
Ziffernbenotung getibten Form, mehr Méglichkeiten, den individuellen Lernfortschritt
zu dokumentieren.

Durch Anerkennung verschiedener Leistungsformen und das Angebot von stress-
armen Aktivitaten zur Erreichung von Lernzielen, kdnnen Entwicklungsprozesse
beobachtbar gemacht werden und damit die oben genannten Alpha- und Betafehler
verringert werden, da es sich bei der Feststellung der erreichten Lernziele nicht um
punktuelle Ausleseverfahren handelt.

Auch die Dokumentation anderer Kompetenzen, wie Selbstorganisation oder die
Fahigkeit, Termine einzuhalten, kann in lernzielorientierter Form dargestelit werden.

Grundsatzlich ist Kommunikation mit dem Elternhaus im Rahmen der Schulpartner-
schaft zur Férderung zielgerichteter Lernprozesse positiv. Bei Problemen in
sensiblen Bereichen, wie soziale Kompetenzen, Kooperationsfahigkeit, Kommuni-
kationsfahigkeit, sind personliche Gespréache unerlasslich.

Im Schuljahr 1998/99 gibt es an sieben Wiener AHS-Standorten auf Initiative des
SSR ein Pilotprojekt zu lernzielorientierter Leistungsbeurteilung, in dem Lehrerinnen-
teams und einzelne Lehrerinnen verschiedener Facher diese Form der Beurteilung
weiterentwickeln wollen.

Auskiinfte: Mag. Marliese Pick, P| Wien, Burgg. 14-16, Tel: 523 62 22-727

* vgl. Vogelsberger, Kurt in: Leistungsmessung zwischen Anspruch und Wirklichkeit, Padagogik 3/95
“ vgl. Olechowsky, Richard in: Begabungsforderung und Schulentwickiung, 1986
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Kommentierte Beispiele aus der Praxis:

Meine ersten Ansatze zur Beschaftigung mit Lernzielen gingen von zwei

Uberlegungen aus:

¢ Vorbereitungsphase einer Schularbeit (Was soll ich lernen?)

e Nachbereitung der Schularbeit (Wie kann ich noch nicht erbrachte Leistungen
nachholen?)

Sie finden im Anhang zwei Beispiele aus einer ersten Klasse:
1. Schularbeit:

Die Lernziele sind hier bewuf3t von sehr kieinem Umfang, dem Alter und der neuen
Situation (Ubertritt VS — AHS ) angepaft. Die Schularbeit wurde von mir noch mit
Punkten bewertet, da die Korrektur fir Eltern und Schilerlnnen damit einfacher
nachzuvollziehen war. Die ersten Erfahrungen bestétigten meine Skepsis: ein
Lernziel wird entweder erreicht oder nicht und kann daher nicht durch Punkte
aufgesplittert werden. Ein Abgehen von diesem System wéhrend des Schuljahres
erschien mir auf Griinden der Kontinuitat nicht sinnvoll; ich mdchte mir aber im
néchsten Jahr eine Alternative Gberlegen.

Mit der Riickgabe der korrigierten Schularbeit bekamen die Schilerlnnen von mir
eine Liste, in der die erbrachten Lernziele rickgemeldet wurden. Mit dieser
Grundlage konnten sie innerhalb der nachsten zwei bis drei Wochen einzeine
Lernziele nachholen. Zum Nachweis muRten sie zu jedem Lernziel Ubungsbeispiele
in schriftlicher Form vorlegen, die ich als Grundlage fiir eine kurze Besprechung mit
den einzelnen Schilerinnen heranzog.

4. Schularbeit:

Da wir am GRG 3 im Schuljahr 1997/98 als Pilotschule zum Lehrplan 99 arbeiteten,
hatte ich die Méglichkeit, Anzahl und zeitliches AusmaR der Schularbeiten selbst zu
bestimmen. Ich entschied mich im 2. Semester fur zwei Schularbeiten zu je 30
Minuten und fiir eine Schularbeit zu 50 Minuten. Da gerade in dieser Klasse die
Mehrzahl der Schillerinnen starke Konzentrationsschwéchen zeigte, erwartete ich
mir Aufschliisse dariiber zu bekommen, ob kiirzere Schularbeitsphasen zu besseren
Ergebnissen fithren.

Die Differenzierung in Basiswissen und Erweiterungswissen diente zur besseren
Einschatzung der eigenen Leistung ( bei jeder Aufgabe gab es eine
Wahimaéglichkeit). Fur die offene Vorbereitungsphase gab es einen Arbeitsplan.

Als Beispiel fur einen Lernzielkatalog, der Groblernziele fir das Semster oder
Schuljahr getrennt nach Basis- und Erweiterungslernzielen enthatt, habe ich einen
Auszug fur die 4. Klasse beigelegt.

[N




e g e

- 20 -

Lernziele fiir die 1. Schularbeit 1C  1997/98

die Zahl dcht@fscheiben.

Lernziel

(Abkiirzung) Ubungsbeispiele

LZ WI Ich kann addieren, subtrahieren, multiplizieren Nr. 13 bis 20
und dividieren, wie ich es in der Volksschule gelernt 1.HU, 3.HU, 7.HU
habe.

LZ W2 Ich kann einfache Textbeispiele 16sen (z.B.Aufgaben | Nr. 21 bis 28, Nr.30
zu Umfang und Flacheninhalt des Rechtecks und Aufgabenzettel fir HU
Quadrats)

LZ G1 Ich kenne die Begriffe Punkt, Gerade, Strahl und Buch S. 200
Strecke und kann ihre Eigenschaften beschreiben. Nr. 964 bis 968, 5.HU

LZ G2 Ich kann mit den Zeichengeriten Geodreieck, Nr. 958 bis 962
Bleistift und Zirke! Figuren und Strecken zeichnen.

LZ G3 Ich kann die verschiedenen Lagen von zwei oder Nr. 982 bis 985
mehreren Geraden beschreiben.

LZ G4 Ich kenne die Kurzschreibweise fiir parallele und 1.LZ-Kontrolle
normale Geraden und kann dazu Beispiele, die auf
diese Weise angegeben sind, l5sen.

LZ G5 Ich kann aus Angabetexten herauslesen, was ich tun { Nr.977 bis 980, 988
muB und die Losung versuchen. bis 993, 11.HU

LZ G6 Ich kann den Anstand eines Punktes von einer 1. LZ-Kontrolle
Geraden einzeichnen und abmessen. 5.HU

LZ G7 Ich kann einen Punkt im Abstand von ........ mm zu
einer Geraden einzeichnen.

LZ D1 Ich kann groBe Zahlen lesen und richtig in Buch S. 13,14
Dreiergruppen anschreiben. Nr. 40; Ubungszettel

2.LZ-Kontrolle

LZ D2 Ich kann jede Zahl mit Ziffer und Stellenwert Nr. 31, Ubungszettel
angeben. 2.LZ-Kontrolle

LZ D3 Ich kann aus der Angabe mit Ziffer und Stellenwert Nr. 32,33;2.LZ-
die Zahl aufschreiben und richtig lesen. Kontrolle

{Ubungszettel

LZ D4 Ich kann jede Zahl als Summe von dekadischen Nr. 34
Einheiten darstellen. 2.LZ-Kontrolle

LZ DS Ich kann aus einer Summe von dekadischen Einheiten | Nr. 35

2.LZ-Kontrolle

Erklarung: Die Nummemangaben beziehen sich auf das Mathematik Buch der 1. Klasse

Die Nummer der Hausiibung ist dann angefuthrt, we

kopierte Zetteln verwendet wurden.

nn sie nicht aus dem Buch genommen wurde, sondern dazu
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1. Schularbeit am 21.0kt.97

Gruppe A

Punkte

1. |Berechne:

4 a) [345-67-89+154-8=

3 b) |87 .96 =

4 ¢) {4235:77=

7 2. |Fir einen Wandertag muflte jeder Schuler/)ede Schiilerin 34 Schilling fiir die
Bahnfahrt und 25 S fiir Eintritt bezahlen. Aus der Klasse 1B gingen 26 Kinder
mit. Wieviel Geld wurde insgesamt eingesammelt?

4 3.a) | Wie heilen folgende Zahlen in Ziffernschreibweise?

TM3HT6TSZ=
9 Md 6ZM 5M 2ZT 5T =

3 b) | Schreibe die Zahl 762 500 als Summe von Vielfachen der dekadischen
Einheiten.

4 ¢) | Schreibe mit Ziffern:
Sechshundertzweiundachtzigmillionenfiinfhundertzweitausend
neunhundertneuntausendsechshundertsechzig

3 d) | Schreibe den Stellenwert unter die Ziffer 9

9209 7 239 000 000 106 099

4 4. a) | Welche Lage konnen die drei Geraden g,h und | zueinander haben?
Zeichne 3 Méglichkeiten auf und schreibe dazu, wie viele Schnittpunkte es
gibt!

4 b) | Zeichne den Abstand des Punktes A und des Punktes B von der Geraden g ein
undgiban: Ag=____mm Bg= mm

4 c) | Zeichne eine Gerade h, die durch den Punkt C geht, und zwar so: Alg

4 d) | Zeichne eine zu g parallele Geradg)(im Abstand 15 mm.

- T
/
_— "B
“c
48

Zusatzaufgabe fiir alle flotten Rechnerlnnen: (3 Punkte)
Zeichne 4 Geraden, die genau 4 Schnittpunkte haben, und wo
jeweils 2 Geraden parallel sind.
Sehr gut: 45 bis 48 Punkte
Gut: 39 bis 44 Punkte
Befriedigend: 30 bis 38 Punkte
Genilgend: 24 bis 29 Punkte
Nicht geniigend: 0 bis 23 Punkte

N B A Tt
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prelsplan fir die Weehe v, 45, bis 24, April

(Vorbereitung der 4. Schularbeit) Name:
Lerninhalte °"’9d|gt Anmerkungen
Wiederholung: !
Lingenmale: Arbeitsblatt
Puzzle (geib)
FiichenmaBe: Arbeitsblatt
MassemafRe: t —kg — dag — g (dg —cg -mag)
Arbeitsblatt
Kreispuzzle (lila)
Multiplikation mit Dezimalzahlen: Puzzie (orange)
Arbeitsbiatt
Textaufgaben
Textaufgaben zum Thema ,Wohnen" Suche Dir 3 verschieden-
7 Beispiele artige Beispiele aus!
Flacheninhalt zusammengesetzter Figuren Siehe Pkt. 4
8 Aufgaben
MaRstab Siehe Pkt. 4
8 Aufgaben

Lernziele zur 4. Schularbeit (30 Minuten)

P D 10 |Addieren und Subtrahieren v.
Dezimalzahlen

LZ D12 |Langenmafe

Siehe 3. Schularbeit

LZ D 13 |Flachenmalfe

{Z D14 |ich kann die Multiplikation mit und
ohne Dezimalzahlen durchfihren.

S. 128: Nr. 613 bis 623
* 624 bis 627, 629

LZ D15 |lch kann die MassemaBe mit
Dezimalzahlen anschreiben und
Umwandlungen durchfihren.

S.116
Nr. 543 bis 546
*547, 548, 549

L7 G 14 |lch kann den Umfang und Flachen-
inhalt von zusammengesetzten
Figuren berechnen

Nr. 1122.1123,1126,1127,1160,
1161

—
N

G 15 |ich kann Textaufgaben zum Thema
,Rund ums Wohnen* lésen

Nr. 1115,1116,1117,1118,
*1119,1120,1121

—
N

G 16 |lch kann Entfernungen aus Karten und
Planen in wirkliche Langen
umrechnen,

Nr. 1129.1130,1131,1132,1133,
1134,1135

"[Z G 17 |lIch kann Plane im angegebenen
MaRstab zeichnen.

114311451146, 1147
{Nr. 1152, 1153, 1156, 1157,

l

|

TNr1137.1139,1140,1141,1142, ,
‘11158,1159,1160‘1161,1163 ‘
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4. Schuiarbeit (30 Minuten)

1C

am 21.4.98

1. Wandle in die m:wm@mcm:mmm::m: um:

s u—

Gruppe A

1. Wandle in die angegebene Einheit um:
2 25t= kg 90 kg = t 3
2 73,5dag = g 75g= kg 3
2 650¢g = kg 6,9kg = dag 3
2. Schreibe mehrnamig: 2. Schreibe mehrnamig:
2 243kg = 48,75t = 3
2 6,7 m? = 0,045 m? = 3
2 7,502 m = 2,4936 km = 3
3. Fuhre eine Uberschlagsrechnung durch und setze 3. Fuhre eine Uberschlagsrechnung durch und setze
dann das Komma an die richtige Stelle: das Komma an die richtige Stelle:
2 079.69=5451 u: 6,1.002= 122 U: 3
2 98,42.1200=118104 U: 37,56.2182=81825 U 3
4. Ein Bauernhof hat folgende Abmessungen: 4. Eine Wohnhausanlage mit Garten hat folgende
a5 A_. + A5 Y2 >c3mm,m\::mW:w . o 2
A (@, GARTEN
A SN TN o
8 by i Wy NS \.. #&
* . A ALY 2
A 5
: Yo HAaus ch
l\\ 54 ¥ ﬁzbvﬂ n 3M y ’ AEQV@ in 3w
-+ A58 1
5 a) Fertige eine Zeichnung im MaRstab 1 : 1000 an! a) Fertige eine Zeichnung in einem sinnvolien 5
6 b) Berechne den Flicheninhalt! Mafistab an!
(3) ** ¢) Mif} die Lange der Strecke AB in deiner Zeichnung b) Berechne den Flicheninhalt! 9
ab und berechne ihre wirkliche Lange! ** ¢) Berechne die Linge der Strecke AB in Wirklichkeit 3)
5. Auf einer Flache von 3,5 x 6,7 m wird ein 5. In der Kiiche wird eine Ftache von 2,5 x 0,6 m mit
7 Teppichboden verlegt. 1 m? kostet 169,90 S. Wie kleinen Fliesen (8x8cm) ausgelegt. Wieviel Stiick 10
teuer kommt dieser Betag? sind daftir mindestens nétig?
34 **Zusatzaufgabe

48
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Mag. Anna Déiler-Gundacker am 11.Marz 98 im

Erarbeitet von Mag. Christa Roitner u.

Lernzielorientierte Beurteilung

Rahmen eines Seminars zum Thema ,,

o S e S e

Rickmeldung zur 1.Schularbeit
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Beispiel in hohem Maf erreicht | im wesentlichen erfullt | noch nicht erreicht

LZ Wi la) v

b)

c)
LZ W2 2.
LZ G3 4.a)
LZ G4 4.¢)
LZ GS 4.d)
LZ G6 4.b)
LZ D1 3.0)
LZD2 3.d)
LZ D3 3.a)
LZ D4 3.b)

Hausiibungen Nr. | bis | 1 gemacht und zur Korrektur abgegeben:

Riickmeldung zur 4.Schularbeit

Beispiel

in hohem MaB erreicht

im wesentlichen erflllt

noch nicht erreicht

LZ D15

1.

LZ D13
D12

LZ Di4

Lz G 17
G 14

LZ G 15

Mag. Anna Délier-Gundacker unterrichtet Mathematik und Geografie am GRG 3,
Hagenmiillerg.30, einer Pilotschule zum Lehrplan 99. Sie beschaftigt sich seit Jahren
mit neuen Formen der Leistungsbeurteilung in ihrem Unterricht. Sie ist eine der
LeHerlnnen, die im Pilotprojekt die lernzielorientierte Leistungsbeurteilung im Sinne
des zukinftigen Lehrplan 99 weiterentwickeln wollen.

Mag. Marliese Pick ist Bereichsleiterin am P| der Stadt Wien. Der Bereich ,Erweiterte
Lernformen” umfasst offene Lernformen und neue Formen der Leistungsbeurteilung.
Sie unterrichtet Mathematik und Physik am GRG 21, Franklinstr. 26 und setzt seit
vielen Jahren offene Lernformen in ihrem Unterricht ein und hat dabei erkannt, dass
neue Lernformen neue Wege in der Leistungsbeurteilung nach sich ziehen missen.

S S et e SN < S e

s e | s
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Merkwiirdige Dezimalzahlen

Michael Drmota, Wien

Zusammenfassung
Dezimalzahlen beinhalten viele Merkwiirdigkeiten. Dies beginnt schon bei der Ei-
genschaft, daB 0.999999999--- = 1 ist. Merkwiirdig ist auch, daB die Periode einer

periodischen Dezimalzahl nie linger ist als der Nenner der Bruchzahl, die sie darstellt.
Selbst wenn man nur die Dezimalentwicklung von natiirlichen Zahlen betrachtet, stoBt
man auf unerwartetet Merkwiirdigkeiten, z.B. bei der Ziffernsumme gewisser Zahlen.
So ist etwa die Ziffernsumme der Zahlen

10k~ 1, 2. (105 = 1), 3- (105 = 1), ..., 105- (210" = 1)

immer gleich der Ziffernsumme der ersten Zahl 10¥ — 1 = 99---9, namlich 9k.

Ganz besonders merkwiirdig sind unendlich grofe Dezimalzahlen. Beispielsweise hat
die Gleichung z? = z auBer den kleinen Lésungen z = 0 und z = 1 noch zwei weitere,
nimlich z = ---9376 und z = ---0625.

1 Die Dezimalentwicklung
Jede natiirliche Zahl n 1a8t sich ein.deutig als Dezimalzahl, d.h. in der Form
n= ak10" -+ ak._llok'l + -+ 0a,;104 ao
darstellen, wobei die Zifferna; (1 < j < k) nur Werte aus der Menge
a; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
annehmen kénnen, z.B.
n=4723=4-10+7-10°+2-10+3.

Bei negativen ganzen Zahlen n < 0 stellt man den Absolutbetrag |n| in dieser Form
dar und schreibt ein Minuszeichen davor: =328 = —(3-10* +2-10+8).
Weiters hat jede positive reelle Zahl = hat auch eine (meist) unendliche Dezimal-

entwicklung, d.h.
ap10F + a5 11057 4+ + 2110 + a0 + 0107 +ay1078 4+

T
= QkQk-} ' *"Q1G0.0-10~2 """,

wobei die Dezimalstellen a_y,a_a, ... wiederum nur Werte aus der Menge

a_; €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9)
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annehmen. (Bei negativen rellen Zahlen z wird wieder der Betrag |z| in dieser Weise
dargestellt und ein Minuszeichen davorgeschrieben.)

Die Bestimmung der Dezimalstellen a_;,a, ... erfolgt mittels Intervallschachte-
lung. Zundchst stellt man die relle Zahl z > 0 durch ¢ = n + y dar, wobei n eine
natiirliche Zahl ist und y eine reelle Zahl zwischen 0 und 1, genauer 0 < y < 1. Die
natirliche Zahl n hat eine Dezimaldarstellung wie oben. Man muB sich daher nur y
niher betrachten. Zunichst zerlegt man das Intervall [0, 1) in zehn Teilintervalle

1 1 2 2 3 9
0.1)= [0’“13) v [ma) N [E’E) U [faJ)
Liegt y etwa im Intervall [%, T%)’ so kann y durch

y=510"" 4y mit 0<y <o

dargestellt werden. Im nichsten Schritt zerlegt man das Intervall [0, 1‘16) in zehn Teil-
intervalle

[o _1_)_[0 _L)U[L _"’__)U[i i)u. U[i L)
'10/ ~ | 100/ - [100’ 00/ - (100" 100 100’ 10

und entscheidet, in welchem dieser Teilintervalle y; liegt. Ist etwa y, € [%, %), so
ist

- -2 : 1
N =2-100"+y mit Osyggﬂ)—d
Fihrt man dieses Verfahren k-mal durch, wo gewinnt man eine Darstellung von y in
der Form
y=a_110" +a_51072 + - 4 a_ 107F + y;
mit 0 < yx < 107*%. Schlieflich erhdlt man durch den Grenziibergang k — oo die
gewiinschte Darstellung.
Von besonderem Interesse sind periodische Dezimalentwicklungen.

Definition 1 Die Dezimalentwicklung
T = QkQg-1 " A1G0.Au1Boy -,

einer positiven rellen Zahl z heifit periodisch, wenn es natiirliche Zahlen |, m > 0
gibt, so daf fir alle j > m
A = a_,j
ist.
Eine Dezimalentwicklung heifit endlich, wenn es eine natiirliche Zahl m gibt, so
dafl fir alle j > m
a; =10

ist.

PR
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Periodische Dezimalentwicklungen haben daher die Gestalt
g 0. 0e18eg * GomGomo1Gomel* Goml@om—10-m=1 """ Gom-lGom-1 7T

Ublicherweise wird dies durch

Gk 00.010-2 " GomBom-18-m_1 " G-m=l

abgekiirzt. Die Dezimalstellen a_ja-2 - G-m bilden die Vorperiode und die Dezi-
malstellen @_m-18-m-1 - G-m—i di€ Periode. Man kann dabei die Vorperiode und
die Periode kiirzestmdglich wihlen. I ist dann die Lange der Vorperiode und m die

Lange der Periode.
Endliche Dezimalentwicklungen

ap--Gg.G_18.3 ¢-m0000--

werden durch
Q- ap.a-10-2"" ‘G_m

abgekiirzt.

Satz 1 Eine reelle Zahl z ist genau dann eine rationale Zahl, wenn die ihre Dezimal-

entwicklung entweder endlich oder periodisch ist.
Weiters ist im Fall einer rationalen Zahl z = E die Lange der Periode der Dezi-

malentwicklung kleiner als g.

Beweis. Bei rationalen Zahlen z = E gelingt es, die Intervallschachtelung mit Hilfe
des iiblichen Divisionsalgorithmus durchzufiihren. Sei0<z=E<1 mit natiirlichen
Zahlen p, ¢. Man bestimmt sukzessive @y, 62, - - €{0,1,2,3,4,5,6,7,8, 9} und Reste

r{,72,... MIt
0p=ag+r;  (0<r<q)

10ry =a_q+r2  (0<r2<q)
10rg =a_3¢g+T73 (0<r3<yq)

bzw.
P Q- T1 —1
£ = 24 -—=0a,10
7 TR
T a_3 T2 -2
= e—= — —_— =qa_sl
N Tog 100 T 100g 7 0"+ v
o T2 _ 8 T2 -3
Y2 = 50g = 1000 T 1000q a-3107" + s
Die Zahlen a1, a2, ... bilden daher wirklich die Dezimalentwicklung von z = s.

Ist irgend ein Rest r; = 0, so hat z = § eine endliche Dezimalentwicklung. Im
weiteren sei also vorausgesetzt, daB alle Reste r; > 0 sind.
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Es fillt auf, daB sobald ein Rest r; feststeht, alle weiteren Dezimalstellen a—;_1,a_j-2, ...

und alle weiteren Reste rjy1,7;42, ... durch r; bestimmt sind. Die Dezimalentwicklung
wird daher genau dann periodisch, wenn es zwei Reste rj ,r;, mit j; # j, gibt, die
gleich sind: rj, = rj,. Wire die Dezimalentwicklung von z = E nicht periodisch, so
miiBten alle Reste r; voneinander verschieden sein. Da fiir die Reste r; nur die Zah-
len {1,2,...,¢ — 1} in Frage kommen, miissen unter g aufeinanderfolgenden Resten
i Ti4ly -+ Tipq—1 Wenigstens zwei gleich sein. Demnach ist die Dezimalentwicklung
von T = 5— periodisch. und die Linge der Periode kleiner als g.
Ist andererseits die Dezimalentwickiung einer Zahl z € {0, 1) periodisch,

z=0.a1a.2 @B mo1Gom—2 " Gom—

so ist
0™z - 0™z =
T = I = 0102 "0 _mlom-1 " Qem=l - Qeme-18em—~1 """ Gum-]|
—a_12_2 " Gm . Cm-10_m-1 """ Qm—|{
= 412" G_mQB_m.y1* " Gom-| — G102 'd_m
bzw. p
z ==
q
mit
P=0G-1G-2 " 0ml_m-1Qm-1""'Qom-{ — Q102" Qmy
und

g=10m —10™.

Damit ist z rational. O.
Reelle Zahlen mit einer endliche Dezimalentwicklungen sind sicherlich rationale
Zahlen. Sie kdnnen besonders leicht charakterisiert werden.

Satz 2 Eine reelle Zahl z besitzt genau dann eine endliche Dezimalentwicklung, wenn
ste rational ist und in der gekiirzten Darstellung x = qe (als Bruch ganzer Zahlen p, q)
der Nenner q nur 2 und/oder 5 als Primfaktoren hat.

Beweis. Offensichtlich ist eine relle Zahl z mit endlicher Dezimalentwicklung
T= Qg Q0.0 @B B

in der Form
= 2

10™
mit einer ganzen Zahl

7 = apl0Ft™ +ap 10T o aol0™ 4 10T

darstellbar. In der gekiirzten Darstellung z = £ konnen also nur die Primfaktoren 2
und 5 im Nenner g auftreten.

[st andererseits z = Z eine rationale Zahl von diese Gestalt, so lassen sich Zihler
und Nenner geeignet erweitern, so daf

TR
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ist, woraus sich sofort eine endliche Dezimaldarstellung ergibt. O.

Ein groBer Vorteil der Dezimalentwicklung reeller Zahlen ist, dal man allein aus der
Kenntnis der Dezimalentwicklung von zwei reellen Zahlen z,y alle Grundrechenopera-
tionen z+y, z—y, z-yund z/y durchfithren kann, indem man die Dezimalentwicklung
des Ergebnisses angibt. Zur Demonstration soll (der Anfang) der Dezimalentwicklung
von T + e berechnet werden:

3.141592653 - - -

+ 2.718281828---
5.85087448 - - -

Man beachte, daB man, wenn man nicht alle Dezimalstellen von z (=) und y (=€)
zur Verfiigung hat, beim Ergebnis z +y nicht so viele Dezimalstellen berechnen kann
wie bei z bzw. y bekannt sind, da nicht bekannt ist, ob bei der ndchsten (unbekannten)
Stelle ein l"Jbertrag aufgetreten ist oder nicht. Wenn man nicht alle Stellen kennt, kann
es auch passieren, daf man iiber das Ergebenis keine genaue Auskunft gewinnt. Im
Beispiel

0.48294246 - - -

+ 0.51705753-.-
0.7777. ..

kann das Erbenis nur aus der Kenntnis der angegebenen Dezimalstellen nicht angege-
ben werden, da sich alle bekannten Dezimalstellen auf 9 ergdnzen.

2 z=0.9999---

Wie am Ende des vorigen Abschnitts an einem Beispiel angedeutet wurde, ist eine
reelle Zahl, deren Dezimalentwicklung auschlieBlich aus a-; = 9 besteht, von beson-
derem Interesse. Es zeigt sich namlich, daf z = 0.9999---=1= 1.0000 - - - ist. Damit
ist die Dezimalentwicklung reeller Zahlen nicht eindeutig. Das im vorigen Abschnitt
beschriebene Intervallschachtelungsverfahren hitte fiir z =1 die Dezimalentwicklung
z = 1.0000 - - - geliefert. Die Dezimalentwicklung 0.9999--- kann in durch das eben
erwihnte Intervallschachtelungsverfahren nicht entstehen.

Es soll zunichst untersucht werden, warum eine 7ahl z mit der Dezimalentwick-
lung z = 0.9999- - - tatséchlich 1 ist. Dafiir werden vier verschiedene Begriindungen
gegeben.

Satz 3 0.9999.--= 1.

1. Beweis. Aus dem Divisonsalgorithmus ergibt sich, daB die rationalen Zahlen z = }
bzw. y = % die periodischen Dezimalentwicklungen

z = 0.3333---= 3-1077,
i=1

y = 0.6666---=p 6 107
J:l
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haben. Die Summe ist

1l

=l . ] ,
z+y = 9 31074 6-1077
i=1

i=1

3791077 =0.9999 - --.
j=1

Andererseits ist z + y = % + % =1.0
2. Beweis. Hat z die Dezimalentwicklung
i .
z= 9-1077 =0.9999---,
=t

so hat 10z die Dezimalentwicklung

o0 . o0 .
10z = 10) 9-1077 =) 9.1077*!
i=1 i=1
o0 . [oacd ,
= 9+ 9-107* =94+ 9.107
7=2 j=1
= 9.9999- -

Die Differenz 10z — z = 9z ist daher durch
[o ] . o0 )
W0z-z=9+Y 9-107->"9-1077 =9
1=l =1
gegeben. Also ist z = 1.0

3. Beweis. Aus der Summenformel fiir die geometrische Reihe
k 1 "
St=——  firlgl<1
-9
erhdlt man fiir z = 0.9999---

> R -V
r = ];940 “1’6=<T6)

9 1

01- %

= 1. a

4. Beweis. Betrachtet man die Zahlen
k
Tk =0.999- 9= 9-1077,
J=1

so gilt sicherlich z; < 1. Daher ist auch

z=09999 .- = lim z, < 1.
k=20
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Angenommen, z wire nicht 1, sondern kleiner als 1, dann gibe es eine reelle Zahl y,
2.B. y = (z + 1)/2, die zwischen z und 1 liegt:

z<y<l

Dies miifite sich auch bei der Dezimalentwicklung von y widerspiegeln. Wegen y <1
muB diese mit y = 0. - beginnen und kann wegen z ¥y nicht nur aus 9-en bestehen.
Daher gibt es eine Dezimalstelle von y, die kleiner ist als 9, was aber y > z widerspricht.
Die Annahme z < 1 ergibt einen Widerspruch. Demnach muf z = 1 sein. 0.

3 Die Linge der Periode

Im ersten Abschnitt wurde gezeigt, daB genau die rationalen Zahlen eine periodische
Dezimalentwicklung haben und daB die Lange der Periode immer kleiner ist als der
Nenner. In diesem Abschnitt sollen nun die Lingen der Vorperiode m und die der
Periode [ genau angegeben werden.

Dazu muB man nur den Beweis von Satz 1 ein wenig genauer betrachten. Ubrigens
heiBt eine Dezimalzahl ohne Vorperiode reinperiodisch.

Satz 4 Sei z = B eine rationale Zahl in gekiirzter Darstellung. Dann ist die Ldnge
der Vorperiode m der Dezimalentwicklung von z das Mazimum der Vielfachheiten von
2 bzw. 5 in der Primfaktorenzerlegung des Nenners q.

Demnach hat eine rationale Zahlz = B (in gekiirzter Darstellung) genau dann eine
reinperiodische Dezimalentwicklung, wenn der Nenner q weder durch 2 noch durch 5
teilbar ist.

Bewels. Zunichst betrachte man eine rationale Zahl z, deren Dezimalentwicklung
Vorperiode der Lange m und Periode der Lange [ hat, d.h.

z=0.a.1 " Cm@_m~1 " Com—i-

(Da durch Addition bzw. Subtraktion ganzer Zahlen der Nenner nicht verindert wird,
kann man sich auf rationale Zahlen z = 5 mit 0 < z < 1 beschranken.) Im Beweis von
Satz 1 wurde gezeigt, dab z dann die Darstellung

@1 Gom@omel* Gomo| — Qoy " 'G-m

10m (107 = 1)

r=Z=
_N_

besitzt. Man beachte, daB der Nenner N = 10m(10' - 1) die Primzahlen 2 und 5
genau mit Vielfachheit m besitzt, da der Faktor 10' - 1 weder durch 2 noch durch 5
teilbar ist. Weiters beachte man, daB a—,, # a—m-1 sein muB, da sonst die Vorperiode
verkiirzt werden kénnte. Daher ist der Zahler Z nicht durch 10 teilbar. Geht man nun
von der Darstellung z = ,—\27 zur gekiirzten z = s iiber, so kann daher nicht gleichzeitig
durch 2 und durch 5 gekiirzt werden. Die maximale Ordnung von 2 bzw. 5 in der
Primfaktorenzerlegung von g ist daher wieder m.

Sei nun umgekehrt z = 2 eine rationale Zahl in gekiirzter Darstellung, wobei
die maximale Ordnung von 2 bzw. 5 in der Primfaktorenzerlegung von ¢ gleich m
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ist. Durch Multiplikation mit 10™, d.h. man betrachtet z’ = 10™z = % kdnnen die
Primfaktoren 2 und 5 des Nenners vollstindig gekiirzt werden, d.h. ¢’ ist nun weder
durch 2 noch durch 5 teilbar. AuBerdem bewirkt die Multiplikation mit 10™ eine
Verschiebung der Dezimalentwicklung:

T = Qg 'Q0.-G-1C-2 " CumBem—1""",

10’“9: = Q' 0pQ.18_2 Qe -Gy Q_m—-2 """

Das heiBt, die Dezimalentwicklung von z hat genau dann eine Vorperiode der Linge
m, wenn z’ = 10™z reinperiodisch ist.

Es muB also nur mehr gezeigt werden, daB eine rationale Zahl z = £ mit der
Eigenschaft, daB der Nenner g weder durch 2 noch durch 5 teilbar ist, reinperiodisch
ist. (Wieder kann man sich auf den Fall 0 < ¢ < 1 beschrinken.) Dazu betrachte man
noch einmal die Divisionskette

W0p=a_9+mn (0<r <yq)
10ry =a_pq+r2 (0<r2<q)
10r =a-3qg+r3 (0<r3<yq)

aus dem Beweis von Satz 1. Dort wurde beobachtet, daB die Kenntnis eines Restes
r; die weiteren Reste r;1,7;4+2,... und die Dezimalstellen a_;_1,a_;j_2, ... eindeutig
bestimmt. Wenn g teilerfremd zu 10 ist, so wie in dem gerade betrachteten Fall, gilt
auch die Umkehrung. Aus der Kenntnis eines Restes r; lassen sich alle vorigen Reste
rj-1,Tj-2,. .- und natiirlich die Ziffern a_;41,a-j42, ... bestimmen. Dies folgt aus der
folgenden Uberlegung. Ist etwa r3 bekannt, so folgt aus der Gleichung 1072 = a_3q+r3

101“2 = I3 mod q.

Da g zu 10 teilerfremd ist, hat diese Kongruenz eine eindeutige Losung ri mod g.
Wegen der Bedingung 0 < rz < ¢ ist r, dadurch eindeutig bestimmt. Daraus ergibt
sich natiirlich auch

101‘2 — T3
G_3 = ————

q

etc. Die Reste ry,ry,r3,... bilden daher eine reinperiodische Folge, womit die Dezi-
malstellen a_y,a_3, @_3, ... auch reinperiodisch sein miissen. O

Satz 5 Seiz = {;3 die gekiirzte Darstellung einer rationalen Zahl und ¢ = 2™5™2¢,

wobei ¢' weder durch 2 noch durch 5 teilbar ist. Dann ist die Ldnge der Periode der
Dezimalentwicklung von ¢ genau |, wenn

¢ Nno-1, ¢ f10* -1, ..., ¢ yio=t =1,

aber
110" - 1.




T S AL o A A RS G .

- 34 -

Beweis. Wegen der Zerlegung ¢ = 2™15™2¢' hat z = 5 eine Vorperiode der Linge

m = max(my,my), und die Zahl z’ = 10z = 5-,1 ist reinperiodisch mit derselben
Periodie wie z. Es geniigt also, z’ zu betrachten, und da die Addition bzw. Subtraktion
ganzer Zahlen weder Auswirkung auf die Periode noch auf den Nenner hat, kann man
sogar 0 < 7’ < 1 fordern. ,

Ist nun k die Linge einer Periode der Dezimalentwicklung von z’ = g-v, d.h.

' =0.2278_; - 6-r,

dann gilt
;_ 0Gu1Gu2 Ok

TR 1

Die gekiirzte Darstellung von z ist ’4, also muB ¢’ ein Teiler von 10F — 1 sein:
g g P

¢']10F - 1.
Ist andererseits ¢’ ein Teiler von 10% — 1 fiir ein k > 1, so kann z’ in der Gestalt
k_
,:p_’_P'wq/1= z
¢  10k-1 10F-1

z

dargestellt werden, wobei Z eine natiirliche Zahl < ¢’ < 10F—1ist. Sind bg-1,bk-2,.--, bo
die Ziffern von Z, d.h.

Z = by 10K 40,2107 + -+ bo = bgmrbk—z - o,
so bildet bx_1bk_2 - - -bo eine Periode der Dezimalentwicklung von z':
.‘L" =0. bk_lbk._g L. -bo.

Daher mu8 die kleinstmégliche Lange einer Periode, also /, die im Satz formulierten
Bedingungen erfiillen. O

Dieser Satz gibt uns auch die Méglichkeit, jene rationale Zahlen z = g zu charak-
terisieren, deren Periodenlinge ! groftméglich, also ! = ¢ — 1 ist.

Satz 6 Die Linge der Periode der Dezimalentwicklung einer rationalen Zahl z = s
ist genau dann ¢ — 1, wenn g eine Primzahl ist, die von 2 und 5 verschieden ist und
die Bedingungen

g J10-1, ¢ f10° -1, ..., g 10977 =1 (1)

erfillt sind.

Beweis. Wenn ¢ eine Primzahl ungleich 2 und 5 ist, die (1) erfiillt hat z = § wegen
Satz 5 sicherlich Periodenlinge [ > ¢ — 1. Da die Periodenlinge immer [ < ¢ — 1 sein
muf, folgt [ = ¢ — 1.

Sei nun andererseits z = :i eine rationale Zahl, deren Periodenlinge [ = ¢ —
1 ist. Dann muB einerseits z = 2 in durchgekiirzter Darstellung vorliegen und die
Dezimalentwicklung reinperiodisch sein. (Anderfalls wére die Periodenlénge sicherlich
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< g—1.) q ist daher weder durch 2 noch durch 5 teilbar. Aus dem kleinen Fermatschen

Satz folgt daher
qlmw(q) -1,

wobei ¢(q) die Eulersche o-Funktion bezeichnet. Ist
q=ppF Py
die Primfaktorenzerlegung von g, so berechnet sich die Eulersche o-Funktion zu

ro=1 re—1

(p- V)P M2 = 1)t (e - 1)

ry—1

w(g) =p

Insbesondere gilt fiir Primzahlen ¢(q) =¢ -1 und fiir Nichtprimzahlen ¢(g) < ¢ — L.
Damit ist fiir Nichtprimzahlen ¢ die Periodenlénge sicherlich durch

I<plg)<g-1

beschrinkt. Daher muB im Fall maximaler Periodenlinge der Nenner von z = E eine
Primzahl sein. Die Bedingungen (1) ergeben sich schlieBlich direkt aus Satz 5. O

Die Bedingungen (1) aus Satz 6 scheinen sehr einschrinkend zu sein. Umso iiber-
raschender ist es, daB es offensichtlich viele Primzahlen ¢ gibt, die diese Bedingungen
erfiillen. Bis 100 sind dies beispielsweise die Primzahlen

7, 17, 19, 23, 29, 47, 59, 61, 97.

Die Dezimalentwicklungen von z = ¢ sind durch

1

s = 0TI,

11_7 — 0.0588935004117647,

1_16 — 0.052631578947368421,

-21—3 —  0.0434752608605652173913,

.2_1§ —  0.0374877586206806551 724137931,

1

= = 0.02 1276505 714603510633 20757 23404255319 14503617,

.515 — 0.0T6940152542372]3135503220333
SR30508471576271 1364406779661,

.61_1 — 0.7T6393449629950810672 131147540
38360655737 7049 180327368352459,

.9_1;{, —  0.0TO3097733505 1516301752577 3105876 283650703814432

3896007216404845360824742263804123711340206185567.

S
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Die Bedingugen (1) aus Satz 6 kdnnen auch anders formuliert werden, nimlich, daB
10 # 1 mod ¢, 10* # modg, ..., 109°% 2 1 mod ¢
gilt. Wegen des kleinen Fermatschen Satzes ist iiberdies
10971 = 1 mod ¢.

Das bedeutet, daf ¢ = 10 Primitivwurzel modulo g ist. Es ist wohlbekannt, daf es,

wenn q eine Primzahl ist, unter den Zahlen 1,2,...,¢—1 genau @(g—1) Primitivwurzeln
a gibt, d.h.

a®1modg, a® # modg,...,a" ? % 1 mod ¢
und

' =1modg.

Damit kann man aber nicht ablesen, wie oft eine konkrete Zahl ¢ (z.B. a = 10) Primi-
tivwurzel ist. Es wird vermutet (Artinsche Vermutung), da8 es zu jeder natiirlichen
Zahl a > 2 unendlich viele Primzahlen g gibt, fiir die a Primitivwurzel ist. Es wird
nicht daran gezweifelt, daB diese Vermutung richtig ist. Man kann daher mit grofier
Sicherheit davon ausgehen, daB a = 10 fiir unendlich viele Primzahlen Primitivwurzel
ist, bzw. daB es unendliche viele Primzahlen g gibt, fiir die die Periode der Dezimalent-
wicklung von z = Z maximale Linge ¢ — 1 hat. Wenn sogar eine etwas weitergehende
Vermutung korrekt ist, hat sogar (im Durchschnitt) etwa jede dritte Primzahl die-
se Eigenschaft, es scheint, als wire maximale Periodenlinge ein durchaus hiufiges
Phinomen zu sein.

Die Periode der Dezimalentwicklung von rationalen Zahlen mit maximaler Peri-
odenlinge birgt noch eine Reihe von Merkwiirdigkeiten. Dies soll zunichst am Bei-
spiel des Nenners ¢ = 7 demonstriert werden. Dazu betrachte man die zunichst die

Dezimalentwicklungen der Zahlen ,2,...,%:

% = 0.142857,
-?{- = 0.285714,
g = 0.428571,
7

4

? = 0.571428,
5

- = 7142

Z 0.714285,
6

z = 0.857142

Es fallt auf, daB bei den Perioden nicht nur dieselben Ziffern auftreten, sondern dafl
sie durch zyklische Vertauschung der erste Periode 142857 hervorgehen. Dies gilt
ganz allgemein.

Satz 7 Seia.,a_y---a_g4 die Periode der Dezimalentwicklung von z = %, wobei g
eine Primzahl ist, fiir die 10 Primitivwurzel ist. Dann entsteht die Periode der Dezi-
malentwicklung der rationalen Zahlen s (1 < p < g—1) durch zyklische Vertauschung
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VOT @_1Q g -Q_qt1, Wobet jede Ziffer a_; (1 < 7 < ¢ — 1) genau einmal an erster

Stelle steht.

Beweis. Periodische Dezimalentwicklungen mit maximaler Periode zeichnen sich da-

durch aus, daf in der Divisionskette

W0=a.ig+r (0<r1<gq)
10ry =a_2q+r2  (0<r2<gq)
0r; =a_3q+r3 (0<r3<yq)

zur Berechnung der Dezimalentwicklung 0.a.ja_y ---vonz = % die Reste ry, 7y, ...

genau die Zahlen 1,2,...,9 — 1 sind.
Seinun 1 <p<g—1und 1< j5<q—1jener Index mit

rjo =Dp.
Bestimmt man nun die Reste rg- in der Divisionskette

Wp=alig+r;  (0<r;<yg)
10ry =alq+r  (0<r;<q)
10ry=alyq+r;  (0<r3<q)

zur Bestimmung der Dezimalentwicklung 0.0’ ;a’, - von qu so gilt offensichtlich

’ !
a_; =a_jo; und =714
und damit fiir alle &£ > 1

!/ — d .
A_p = Ajo-k UN Tk = Tio+k-

Damit geht die Periode a’;a’, --a’ ., von qu durch zyklische Vertauschung der Pe- 4
riode a_ja_3 - -@_g41 VOR T = % hervor. Da alle Zahlen 2 (1 < p < g~ 1) voneinander
verschieden sind, miissen auch die Dezimalentwicklungen voneinander verschieden sein,
jede Ziffer aus der Periode a_ja_y - -a_441 von ¢ = % kommt daher genau einmal an

die erste Stelle. O

Die Perioden der Briiche 2 (1 < p < ¢ — 1) kdnnen daher auch zur Aufstellung ]
eines (fast) magischen Quadrats verwendet werden. Zum Beispiel sind die Zeilen- und 5

Spaltensummen des Schemas

1141218157
208|517 4
412185 ]7]1
507|141 2]|8
TI1{4|12]|8]5
3151711412

"
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alle gleich 27, da in jeder Zeile und Spalte dieselben Zahlen stehen. Die Summe der
Elemente der Hauptdiagonale ist 31, wogegen die der Nebendiagonale 23 ist, d.h. es
ist nicht wirklich ein magisches Quadrat, allerdings ist der arithmetische Mittelwert
von 31 und 23 wieder 27 = 3(31 + 23). Fihrt man dasselbe Verfahren bei ¢ = 19
durch, ergibt sich sogar ein Quadrat, wo beide Diagonalsummen gleich den Spalten-
bzw. Zeilensummen sind.

Bei der Betrachtung der Periode 142857 von z = 7 fillt auf, daB 28 =2-14 und
57 = 2-28 + 1 ist, also eine gewisse Regelmdfigkeit vorliegt. Das ist offensichtlich kein
Zufall, denn verdoppelt man 14 sukzessive und addiert die Ergebnisse jeweils um 2
Stellen nach rechts versetzt, so entsteht tatsichlich die Dezimalentwicklung von z = 3

14
28
36
112
2 24
4 48
8 96
17 92

1428 57 14 28 57 ---

Eine Begriindung diese Phdnomens ist leicht zu geben. Interpretiert man diese Ad-
dition als Addition von Dezimalzahlen, so folgt mittels der Summenformel fiir die
geometrische Reihe daB die Summe } ist:

14 2 2 \?2
14-1072+2-14-1074 +22-14-10%+ - = — (14— (__)
+ + 0"+ Too \ 1T 100 T \100) T
o v 1
- 1001—%’7'

In 3hnlicher Weise konnen die Potenzen von 3 addiert werden, und man gelangt

wieder zur Dezimalentwicklung von £:

1
3
9
2 7
8 1
2 4 3
7 2 9
2 1 8 7
6 5 6 1
1 9 6 8 3
7
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Wieder gelingt der Nachweis mit Hilfe durch Interpretation dieser Addition als Addi-
tion von Dezimalzahlen:

107 4+3.10724+3%...1073 4+ .- = 1 1+i+<i)2+...
10 10 ° \10
S SN S
w1-5 7

Betrachtet man die oben angefiihrten Dezimalentwicklungen der Zahlen %, £, 5, - -
so fillt auf, daB bei Unterreilung der Periode in zwei gleich lange Blicke der zweite
Block durch Spiegelung des ersten ensteht, das soll heifien, die entsprechenden Ziffern
erginzen einander auf 9:

1

- =0TAWET, 1+8=9,4+5=9,2+7=9.

Dieses Phinomen tritt aber nicht nur bei periodischen Dezimalentwicklungen mit ma-
ximaler Linge auf:

1 —
13~

0.076923, 0+9=9, 7+2=9,6+3=20.

Tatsichlich gilt dies immer, wenn der Nenner eine Primzahl ist und die Periode gerade
Linge hat.

Satz 8 Ist q eine Primzahl verschieden von 2 und 5 und 1 < p < ¢ — 1 und ist
die Ldnge | der Periode der Dezimalentwicklung von z = 5 gerade, dann ergdnzen

einander die j-te Dezimalstelle a_; mit der (j+ §)-ten Dezimalstelle a_;_(q) fir alle
j>1auf9:

a-j +ajojz = 9-
Beweis. Wegen Satz 7 muB diese Eigenschaft nur fiir z = % gezeigt werden, und hier
reicht es zu zeigen, daB fiir die Dezimalstellen a_; (1 < j < () der Periode

a_y+a iy = G2+ a2 = )t a1 =9

gilt. Wegen
1 _ a-_1a-9 a0y
7 107-1
ist auch
g (aoramg-a_g) = 10" = 1= (102 = 1)(107% + 1).

Da [ die Periodenlinge ist, gilt sicherlich ¢ J104? - 1. Da g eine Primzahl ist, mu8
daher a_ja_y -+ -a_; ein Vielfaches von 102 - | sein. Es gibt daher ein k < 1042 mit

A1Qu Q| = k‘(lol/z - 1)

Nun besagt Satz 11 des nichsten Abschnitts gerade, daf die Ziffern von Vielfachen
von 10™ — | gerade die geforderte Eigenschaft besitzen. O

el

e e
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4 z=10F-1=99.--.9

Zahlen, derer Ziffern alle 9 sind, beinhalten besonders viele Merkwiirdigkeiten. Ei-
nige davon sollen in diesem Abschnitt vorgestellt werden. Betrachtet man etwa die
Primfaktorenzerlegungen von den Zahlen 999 ---9 = 10k - 1:

9 = 3?2 107-1 = 3%.239-4649

99 = 3%-11 108-1 = 32.11-73-101-137

999 = 33.37 10°-1 = 3%.37-333667
104-1 = 3%-11-101 1010—-1 = 32.11-41-271-9091
105-1 = 3%-.41.271 101 -1 = 3%-21649-513239
106-1 = 32.7-11-13-37 10?2-1 = 3%.7.11-13-37-101-9901,

so hiufen sich zwar gewisse Primteiler, es treten aber immer neue auf. Tatséchlich
treten alle moglichen Teiler irgendwann einmal auf.

Satz 9 Zu jeder natiirlichen Zahl q, die weder durch 2 noch durch 5 teilbar ist, gibt
es ein k, so daf q Teiler von 10¥ — 1 =999---9 ist.

Beweis. Ist a_ja_;---a_; die Periode der Dezimalentwicklung der rationalen Zahl

T = -;-, 50 ist auch

I = 1 _ a_1Q.g""ay
T g 10-1

bzw.
g-(a_ja_y--a_y) = 10/ = 1.

Daher ist ¢ ein Teiler von 10/ — 1. Man kann daher k = setzen. O
Beispielsweise ist 7 ein Teiler von 10% — 1 = 999999 und es gilt
7+ 142857 = 999999.

Also ist auch 142857 ein Teiler von 999999. Quadriert man diese Zahl und teilt man
die Ziffern des Resultats in zwei Blocke der Linge 6, so ist die Summe dieser Blécke
wieder 142857:

142857° = 20408 122449 und 20408 + 122449 = 142857.
Diese Eigenschaft ist interessanterweise fiir sehr viele Zahlen erfiillt.
Satz 10 Ist q ein Teiler von 10F — 1 und stellt man das Quadrat von g durch
¢*=al0*+b mit 0<b<10*
dar, dann ist q ein Teiler von a + b.
Beweis. Mit der Festlegung 10% — 1 = pq erhilt man

@ =al0*+b=algp+1)+b=(a+b)+apg
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bzw.
a+b=yq(q-ap).
Also ist a + b durch g teilbar. O
Insbesondere ist @ + b = g, wenn ¢ — a{10% — 1)/q = 1 ist. Dies ist bei ¢ = 142857
und & = 6 der Fall.
SchiieBlich betrachte man die Vielfachen von 999 ---9 = 10¥—1, etwa im Fall k = 3:

1-999 = 999 537-999 = 536463
2:999 = 1998 712999 = 711288
3:-999 = 2997 999-999 = 998001
58-999 = 57942 1238-999 = 1236762
143999 = 142857 2457-999 = 2454543

Es fillt auf, daB die Ziffernsumme bei allen Vielfachen 27 betrdgt. Weiters haben die
Vielfachen bis 999 die Eigenschaft, da8 sich die erste und die vierte Ziffer, die zweite
und die fiinfte und schiieBlich die dritte und die sechste Ziffer auf 9 ergénzen. (Daraus
folgt natiirlich auch, da8 die Ziffernsumme in diesen Fillen 27 ist.) Bei den Vielfachen
> 1000 ist keine derartige Struktur erkennbar. Da8 die Ziffernsumme wiederum oft 27
ist, liegt daran, daB sie bei Vielfachen von 999 = 9 - 111 immer durch 9 teilbar sein
muf und bei 6 bis 7 Dezimalstellen die erwartete Ziffernsumme eben 27 ist.

Satz 11 Unterteilt man die Ziffern age—y « - - axag—y - --ag von - (10’° -1) fir1 <i<
10% in zwei Blocke der Linke k, so ergdnzen die entsprechenden Ziffern dieser beiden
Blécke jeweils auf 9:

Go + ak = a1 + Gep1 = -0 = Qg1 + Gok-1 = 9.
Insbesondere ist die Ziffernsumme aller dieser Zahlen 9k.
Beweis. Aus der Gleichung
[-(105 = 1) = (I = 1)10F 4+ ((10F = 1) = (1 = 1))
erkennt man, da8 die Ziffern (I — 1) die Ziffern ag; -+ -ax und (105 — 1) = (I — 1) die
Ziffern ax_; - - -ag hat. Wegen (I — 1) + (10¥ = 1) = (I = 1) = 10* — 1 ergénzen einander
die Ziffern von [ — 1 und (10%¥ — 1) - (! = 1) entsprechend auf 9. O
Es gibt noch viele dhliche Phinomene dieser Art. Beispielsweise ist

666% = 443556 und 443 + 536 = 999

und
2292 = 499284 und 49 + 284 = 333.

Eine genauere Studie sei aber an dieser Stelle dem Leser iiberlassen.

S e P T ey
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5 Die Gleichung z* ==z

In den ganzen Zahlen hat die Gleichung z? = z nur die Ldsungen z = 0 und z = L.
Verzichtet man zunichst einmal auf die exakte Erfiillung diese Gleichung, sondern
fordert man nur, daB gewisse Ziffern von z und z? ibereinstimmen, so kann man
weitere Losungen finden. Beispielsweise ist 62 = 36. Die erste Stelle von z = 6 und
z2 = 36 stimmen iiberein. (Dies ist iibrigens auch fir z =5 und 22 = 25 der Fall.)
Tatsichlich findet man ausgehend von diesen beiden Beispielen noch weitere Zahlen z,
bei denen nicht nur die Einerstelle von z und 2? iibereinstimmen. Nach kurzer Suche
findet man z = 76. Hier ist 22 = 5776. Es stimmen also die ersten beiden Stellen
iiberein. Bei z = 376 ist z2 = 141376, und es stimmen die ersten drei Stellen iiberein:

62 = 36

762 = 5776
376 = 141376
9376 = 87909376
09376 = 87909376
109376 = 11963109376

7109376 50543227109376

Tatsichlich findet man immer genau eine Fortsetung der gerade gefundenen Ldsung,
wo eine zusitztliche Stelle iibereinstimmt.

Satz 12 Seiag =6 und z = ax_ - - -a1ao derart, daf die ersten die Stellen von z mit
den ersten k Stellen von z? tbereinstimmen:

2
(@k—18k—-2 -+ -0180)% = bykm1bak—2 - * - Dks1bk@k-10k-2 -~ G100,

Setzt man im Fall by = 0 ax = 0 und im Fall by # 0 a; = 10 — bi, so hat die Zahl
= apak-1 - - @109 die Eigenschaft, daf die ersten (k+ 1) Stellen von y? mit denen
von y ubereinstimmen:

(akak—l . '0'1(10)2 = :-+QkGk-1 " A100-
Beweis. Die Zahl a = akak—; - - - a1a0 hat die Eigenschaft
2 = g mod 10*.

Es ist nun ein b, 0 < b < 9, gesucht mit

(a+ 10%)? = a + 10*b mod 104+,
Wegen (a + 10%b)? = a® + 2ab10% + b210%* = o® + 2ab10% mod 10%*! muB daher

a? + 2ab10* = a + 10*b mod 104+1
oder

9
a° —-a

—I—OT = b(2(1 - 1) mod 10
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erfiillt sein. Nun ist aber fiir 2a — 1 = 1 mod 10 (bei ag = 6) und

a2—-a

10%

Daher muB man b so wihlen, daB b = —b, mod 10 ist. O

= b, mod 10.

Fiir ao = 5 gibt es eine entsprechende Eigenschaft:

Satz 13 Seiag = 5 und = ax_; - -a1ao derart, daff die ersten die Stellen von z mit
den ersten k Stellen von z? ibereinstimmen:

2
(Gk-1@k—2 - -a180)% = bak—1b2k-2 " Dky1brh-10k-2 "~ @100,

Setzt man ar = bk, o hat die Zahly = arag— -~ 1do die Eigenschaft, daf8 die ersten
(k+ 1) Stellen von y® mit denen von y ibereinstimmen:

2
(akGp—y - -G1a0)° = ' QkGk—1 " G140-

Beweis. Der einzige Unterschied zum Beweis von Satz 12 ist daB hier wegen ag = 5
9¢ — 1 = —1 mod 10 ist und daher b = b mod 10, also b = b, gewdhlt werden mufl. 4

Es kann also ausgehend von 6 (bzw. 5) die Gleichung 2% = z immer besser erfiillt
werden. In jedem Schritt kann man die Anzahl der gleichen Dezimalstellen vergréfern.
Der absolute Fehler wird zwar bei diesem ProzeS auch immer grofler, dieser Fehler
verschwindet aber, wenn man formal den Grenziibergang k — oo iiberfiihrt. Dies
fiihrt zum Begriff einer unendlich groBen Dezimalzahl.

Definition 2 FEine formale Reihe der Form
) x
Z=a0+a110+a102+~--:: Za]lﬂf
ot

mit a; € {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9} heifit unendlich grofle Dezimalzahl.

Diese formalen Reihen bilden eine Erweiterung der natiirlichen Zahlen. Man kann sogar
die Addition (mit {Ubertrag) und die Multiplikation solcher formaler Reihen wie bei
natiirlichen Zahlen durchfiihren. (In Anlehnung an den Begriff der p-adische Zahlen
- mit einer Primzahl p - kénnte man die unendlich groBen Dezimalzahlen auch als
10-adische Zahlen bezeichnen.)

Die aus dem obigen Prozef gebildete Zahl (siehe Satz 12)

X =--.7109376

ist etwa eine unendlich groB Dezimalzahl, die die Gleichung £? = z erfiillt. Der Prozef
aus Satz 12 kann beliebig oft durchgefiihrt werden. Eine genauere Entwicklung von X
ist

X = ---3800995393380022607743749981787109376.

S e
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Beginnt man statt mit o = 6 mit ap = 5, so sichert Satz 13 die Existenz einer weiteren
unendliche groBen Dezimalzahl Y mit Y2 =Y

Y = ..-6109004106629977392256259918212890625.

Es fallt auf, daB sich hier (bis auf die erste Stelle) alle entsprechenden Ziffern von
X und Y auf 9 erginzen. Addiert man also X und Y (mit Ubertrag), so ergibt sich
schlieBlich

X+Y=--0001=1

Der Beweis dieser Eigenschaft ist iiberraschen einfach. (In der Formulierung des folgen-
den Satzeswerden die natiirlichen Zahlen 0 = ---0000 und 1 = ---0001 als unendlich
groB e Dezimalzahlen interpretiert.)

Satz 14 0, 1, X, Y sind die einzigen unendlich groflen Dezimalzahlen, die Losungen
der Gleichung z2 = z sind. Es gilt auch X +Y = 1.

Beweis. Fiir eine unendlich grofie Dezimalzahl

Z =---a3a201G0,
die die Gleichung z2 = z erfiillt, muB auch

a2 = ao mod 10

gelten. Es gibt also vier Moglichkeiten: ap = 0,1,5,6. Aus dem Beweis des Satzes 12
folgt, daB man eine Lésung der Gleichung z? = z allein aus der Kenntnis von ag
eindeutig rekonstruieren kann. Daher sind 0, 1, X, Y die einzigen Losungen.

Andererseits kann man aus einer Lésung Z der Gleichung z? = z sofort eine weitere
Lésung konstruieren, nimlich Z' =1~ Z. Aus Z? = Z folgt némlich

(1-2)?=1-22+2"=1-22+2=1-2.
Da es nur die vier Lésungen 0, 1, X, Y gibt, muBY =1~ X sein. O

Die Eigenschaft X +Y =1 hat eine interessante Folgerung.

Satz 15 Die unendlich groflen Dezimalzahlen X, Y, Z =1 erfillen fir alle m > 1
die Fermatgleichung
X™+ Y™ = am.

Beweis. Aus X? = X folgt natiirlich auch
XP=X X=X -X=X"=X
und induktiv fiir alle m > 1 X™ = X. Ebenso ist Y™ =Y und daher
X" 4+Ym=X+Y=1=1"=2". 0
In den Ziffernentwicklungen von X und Y kann (noch) keine RegelmaBigkeit ab-

gelesen werden. (Immerhin kann man erkennen, da8 alle moglchen Ziffern zwichen 0
und 9 auftreten.) Tatsichlich sind diese Dezimalentwicklungen nicht periodisch.
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Satz 16 Die Ziffernentwicklung der unendlich groflen Dezimalzahlen X und Y sind
nicht periodisch.

Beweis. Zunichst betrachte man die unendlich groBe Dezimalzahl
E=-.-9999 =10.

Addiert man zu E die Zahl 1, so erkennt man, da (wegen des Ubertrags) die Summe
E+1 =1+ E = 0 ist. Das bedeutet, da E die Rolle von ~1 spieit. Entsprechend
gibt es zu jeder unendlich groB en Dezimalzahl U die Zahl E - U, die die Eigenschaft
U+E-U=EFE-U+U =0 hat. E-U spielt daher die Rolle von —U (und soll im
folgenden auch so bezeichnet werden). Man kann daher unendlich groBe Dezimalzahlen
uneingeschrinkt addieren und subtrahieren. (Gemeinsam mit der Multiplikation bilden
die unendlich groBien Dezimalzahlen einen Ring.) Man kann sich sogar iiberlegen, da8 es
zu einer unendlich groBen Dezimalzahl Z = - .a,ap mit ungeradem ap ungleich 5 eine
unendliche Dezimalzahl Z’ mit ZZ' = Z'Z = 1 gibt, also ein Element, das die Rolle
des Kehrwertes 1/Z spielt. Die unendlich groBen Dezimalzahlen beinhalten also auch
alle rationalen Zahlen s, deren Nenner ¢ zu 10 teilerfremd ist. Diese rationalen Zahlen
haben wieder eine periodische (unendliche grofie) Dezimalentwicklung. Der Nachweis
gelingt wieder durch eine (modifizierten) Divisionsalgorithmus. Wir bendtigen aber
nur die Eigenschaft, daf eine unendlich groBe periodische Dezimalzahl eine rationale
Zahl représentiert.
Es sei also
Z =Qmyl=1 " @mam-1 a0

eine unendlich groBe periodische Dezimalzahl mit Vorperiode der Lange m und Periode
der Linge . Dann ist
]_OIZ = Amtict1 " Gmm—] ...aOO.,.O
und
Z - 10‘Z= Am4i-1° " AmAm=1"""20 ™ Qm-1 " -(100" 0=n
eine natiirliche Zahl. Also représentiert z die rationale Zahl!

n p

T06-1 g

Es sei nun Z # 0 Lésung der Gleichung z? = z mit periodischer Dezimalentwicklung,
d.h. es gibt ganze Zahlen p, ¢ mit ¢Z = p. Fiir diese gilt dann

P =¢*2=q'Z = q(q2) = qp.

Da p # 0 ist, miissen p und g gleich sein, also Z = 1. Daher kénnen die Dezimalent-
wicklungen von X und Y nicht periodisch sein. @

6 Normale Zahlen

Im vorigen Abschnitt wurde gezeigt, daB die unendlichen Ziffernentwickiungen von X
und Y nicht periodisch sind. Man kann daher a-priori keine genaue Auskunft iiber die
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Verteilung der Ziffern geben. Es wurde zwar (durch Nachrechnen) nachgewiesen, da8
alle mdglichen Ziffern auftreten, mit welcher Haufigkeit die Ziffer 1 oder 7 auftritt, ist
damit aber nicht gesagt.

Dieselbe Fragestellung wird iiblicherweise bei der (gewohnlichen) Dezimalentwick-
lung reeller Zahlen aufgeworfen.

Definition 3 Eine relle Zahl z heift normal (zur Basis 10), wenn in der Dezimal-
entwicklung jeder mdégliche Ziffernblock der Linge | (I > 1) mit der Héufigkeit 10~
auftritt.

Insbesondere treten alle Ziffern a € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} mit Hiufigkeit 1/10 auf,
alle Ziffernpaare ab (a,b € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}) mit Haufigkeit 1/100 etc.

Einerseits gibt es sehr viele normale Zahlen, wie man aus dem Gesetz der groBen
Zahlen ablesen kann.

Satz 17 Fast alle reelle Zahlen sind normal, d.h. die Menge jener reellen Zahlen, die
nicht normal sind, hat Lebesguemnaf 0.

Andererseits kennt man (konkret) fast keine normale Zahlen. Die Dezimalentwick-
lung von

T = 3.14159265358979323846264338327950288419716939937510
5820974944592307816406286208998628034825342117067 - - -

ist zwar sehr genau berechnet worden, und es sieht ganz so aus, als wire 7 normal, aber
damit ist dies in keiner Weise bewiesen. Man kann damit nicht einmal die Frage be-
antworten, ob 7 unendlich oft vorkommt oder nicht. Auch iiber die Ziffernentwicklung
von

V2 = 1.41421356237309504880168872420969807856967187537694
80731766797379907324784621070388503875343276415727 - - -

ist nichts dergleichen bekannt.
Trotzdem kann man normale Zahlen angeben.

Satz 18 Die folgenden reellen Zahlen sind normal zur Basis 10:

1. 2 =10.12345678910111213141516171819202122 - - -.
Dre Ziffern werden durch Hintereinanderstellen der Dezimalentwicklungen der
positiven natirlichen Zahlen gebildet.

2. 7 =0.149162536496481100121141169196225256 - - -.
Die Ziffern werden durch Hintereinanderstellen der Dezimalentwicklungen der
Quadrate der positiven natiirlichen Zahlen gebildet.

8.z =0.235711131719232931374143475359617173 - - -.
Die Ziffern werden durch Hintereinanderstellen der Dezimalentwicklungen der
Primzahlen gebildet.

4. 2 =0.49254912116928936152984196113691681 - - .
Die Ziffern werden durch Hintereinanderstellen der Dezimalentwicklungen der
Quadrate der Primzahlen gebildet.




35 ¥ g

PR e AR

G i

- 47 -

Es gibt noch viele weitere Beispiele dieser Art. Der Nachweis der Normalitit ist aber
(bis auf den ersten Fall) sehr schwierig und verlangt aufwendige Abschitzungen fiir
Exponentialsummen. (Eine ausfiihrliche Darstellung dieser Thematik finden Sie etwa
in [2].)

Ein interessanter Aspekt normaler Zahlen ist der Zusammenhang mit Zufallszah-
len. Fiir eine relle Zahl z betrachtet man die Folge 10¥z und davon nur den Nach-
kommaanteil z; = 10¥z — [10¥z], d.h. man erhlt eine Folge von Zahlen zwischen 0
und 1. Fiir z = 7 wiren dies die Zahlen

zo = 0.14159265358979323846264338327950288419716939937510- - -,

z, = 0.41592653589793238462643383279502884197169399375105 - - -,
z; = 0.15926535897932384626433832795028841971693993751058 -,
z3 = 0.59265358979323846264338327950288419716939937510582 - - -,
z3 = 0.92653589793238462643383279502884197169399375105820- - -,

z4 = 0.26535897932384626433832795028841971693993751058209 - -,
zs = 0.65358979323846264338327950288419716939937510582097 - - -,
ze = 0.33589793238462643383279502884197169399375105820974 - - -,
z7 = 0.35897932384626433832795028841971693993751058209749 - - -,
zs = 0.58979323846264338327950288419716939937510582097494 - -,

Es ist leicht einzusehen, daB eine relle Zahl genau dann normal ist, wenn die Folge
der Zahlen z; = 10Fz — [10z] im Intervall [0, 1] gleichverteilt ist, also als Zufallszahl
dienen kann.
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Fehler - eine Chance zum Lernen

Giinter HANISCH, Wien

1. Einleitung

"Cuius vis hominis est errare, nuilius nisi insipientis in errore perseverare." (CICERO,
Phillipinische Reden 12/2), was in etwa bedeutet, dass es dem Menschen eigen ist zu irren, aber
nur der Dumme im Irrtum verharrt.

Und die Psychologlnnen unterscheiden zwischen zwei prinzipiellen Problemlésestrategien,
namlich durch Einsicht sowie durch Versuch und Irrtum.

Dieser Beitrag soll dazu ermutigen, Fehler zuzulassen und in ihnen eine Chance zum Lemnen zu
sehen. Da es dabei um Fehler geht, die aus Unkenntnis der Sachlage oder aus mangelnder
Aufmerksamkeit entstehen, werden im Folgenden alle anderen Fehlerursachen, wie etwa
neurotische Lemnstérungen, Legasthenie oder aber auch das absichtliche Machen von Fehlern,
wie etwa die Aufgabenstellung eines Schularbeitsbeispiels zu vereinfachen, ausgeklammert.

2. Diagnose von Fehlern

Um einen Fehler bei einer Mathematikaufgabe zu machen, gehéren zwei dazu, nimlich der
oder die SchilerIn und die Mathematikaufgabe.

Warum von einem bzw. einer SchiilerIn gerade ein bestimmter Fehler gemacht worden ist,
kann im Allgemeinen ohne Mitwirken dieses bzw. diesem SchiilerIn nicht festgestellt werden,
obwohl es gute Einteilungen der SchillerInnenfehler gibt (siehe etwa REITBERGER 1989,
S.317). daher soll im Folgenden auf die Schwierigkeiten, die in der Mathematik per se liegen,
eingegangen werden.

Als Erstes ist die knappe und nicht redundante Schreibweise zu nennen, die der Notation der
heutigen Mathematik zu Eigen ist und die noch dazu widerspriichlich ist.

Ein Beispiel: Das Aneinanderschreiben von Zeichen kann hochst Verschiedenes bedeuten:
e ab:amalb

e 3a:3mala

e 31:3mall0+1

e 3% :3plus'z

o a(3+x):amal(3+x)

e f{3+x) : Funktion von (3+x)

e sin2x : Sinus von 2 mal x

Das soll nun kein Pladoyer fiir eine Anderung der Schreibweise sein, denn auch in Vertragen ist
nicht immer offensichtlich, was das Kleingedruckte bedeutet, aber die Schilerlnnen sollten auf
diese Besonderheit nicht nur einmal sondern immer wieder hingewiesen werden; vielleicht wird
dann weniger oft sin2x/2 durch 2 gekiirzt-
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Eine weitere Schwierigkeit liegt darin, dass die Mathematik zur Ubergeneralisierung
herausfordert.

Ein Beispiel: Fiir die Addition und die Multiplikation gelten in weiten Bereichen dieselben
Regeln, in einigen wenigen aber ganz andere, so dafl die Schiilerlnnen beispielsweise dazu
verfiithrt werden, eine fiir die Multiplikation geltende Regel auch auf die Addition anzuwenden.
Diesen Vorgang nennt man Generalisation, eine an sich sehr niitzliche und fiir das Uberleben
notwendige Eigenschaft, die man auch zur Lésung von Mathematikaufgaben braucht, da man
mit ihrer Hilfe die Losungsstrategie, die beim Losen der einen Aufgabe erfolgreich war, auch
bei einer anderen anwendet. Und dadurch passiert es, das (2+3a)/3 durch 3 gekurzt wird oder
aus dem pythagordischen Lehrsatz die Wurzel gezogen wird.

Aber auch darin liegt ein groBer erzieherischer Wert der Mathematik. Der bzw. die SchiilerIn
muB lernen, daB man in der Mathematik - so wie im tdglichen Leben - nur nach genauer
Prifung Generalisieren darf. Allerdings tragen auch wir Mathematiklehrerinnen an der
Ubergeneralisation Schuld, weil auch wir im Unterricht aus Zeitmangel zum Beispiel Regeln
auf andere Zahlbereiche uniiberpriift ibemehmen, wie etwa die Multiplikationsregel fir
Potenzen mit gleicher Basis auf irrationale Hochzahlen.

Ein weiteres Problem liegt darin, daB wir MathematiklehrerInnen zu viel im Kopf rechnen und
wenn uns das SchiilerInnen nachmachen, sie dann scheitern miissen. Der Grund dafur liegt in
der beschrinkten Speicherméglichkeit unseres unmittelbaren Gedédchtnisses (auch
Ultrakurzzeitgeddchtnis genannt). In diesem konnen wir nur etwa sieben Inhalte etwa 20
Sekunden lang speichern, wobei die zweite Barriere diejenige ist, die beim Rechnen hinderlich
ist. Sie koénnen dies bei sich selbst beobachten, wenn Sie beispielsweise 248 mit 252
multiplizieren. Sie miissen dabei immer wieder das bereits Gerechnete wiederholen, damit es
nicht vergessen wird. (Es sei denn, Szie verwenden einen Trick, wie etwa

248 252 = (250-2) " (250+2) =250 -2 = 62500 — 4 = 62496.)

Viele Vorzeichenfehler kénnen durch dieses Phinomen erklirt werden; dabei wire die Abhilfe
so einfach: Zuerst das Vorzeichen bestimmen und dann sofort hinschreiben, damit es nicht
wieder vergessen werden kann.

Derselbe Vergessens-Effekt tritt auch bei Textaufgaben auf. Auch dort ist es wichtig, sich
sofort aufzuschreiben, welche Bedeutung die verwendeten Buchstaben haben und dann noch
einmal den Text durchzugehen, um festzustellen, daf3 die in ihm enthaltenen Beziehungen auch
richtig in die mathematische Formalsprache iibersetzt worden sind. Und wenn die Aufgabe
gelost ist, muB noch einmal der Angabetext durchgelesen werden, um zu Gberpriifen, ob nicht
irgendeine Frage vergessen worden ist. Und dabei kann auch gleich die Probe gemacht werden.
Gerade letzteres ist ein wesentlicher Punkt, da dadurch die Kompetenz fir die Richtigkeit einer
Losung von der Lehrkraft auf den/der Schiilerin iibergeht.

3. Mafinahmen gegen Fehler

OSER u. HASCHER (1997, S. 24f) konnten durch Unterrichtsbeobachtungen folgende drei
Muster, wie Lehrkrifte mit Fehlern umgehen, ausmachen:

1. Vorwegnehmende Fehler

2. Publikmachen von Fehlern

3. Bermuda-Dreieck
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1. Vorwegnehmende Fehler: Darunter wird verstanden, daB die Lehrkraft bereits bei der
Erklarung eines neuen Lernstoffs auf mégliche Fehlerquellen aufmerksam macht, also wenn
etwa gleich nach der Herleitung des Pythagordischen Lehrsatzes darauf aufmerksam
gemacht wird, daB aus der Quadratsumme nicht gliedweise die Wurzel gezogen werden
darf. OSER u. HASCHER fragen allerdings dazu, ob Personen nicht selber die Fehler begehen
mussen, um daraus zu lernen, und meinen, daB vorausgeschicktes Fehlerwissen weniger
Effizienz hat Dem ist allerdings entgegenzuhalten, daB auf mégliche Fehler hinzuweisen
nicht -schadlich fiir die Lernenden ist und daB schon POPPER, indem er sagte: "Lafit
Hypothesen sterben.!", darauf hinwies, da8 Menschen uber die Folgen einer Handlung
vorher nachdenken sollten, bevor sie diese begehen. Daher meint der Verfasser, da8 es
hochst sinnvoll ist, Lernende auf mégliche Fehlerquellen hinzuweisen, da diejenigen, die
diese Hinweise nicht beachten, sowieso aus dem Machen der eigenen Fehler dann
profitieren kénnen. OSER u. HASCHER versuchen ihre Hypothese dadurch zu belegen,
indem sie darauf hinweisen, daf das Lernen "Auto zu fahren" ein typisches Beispiel dafur
wire, es aber nach Meinung des Verfassers schon sinnvoll wire, eventuelles Fehlverhalten
antizipativ vorwegzunehmen, wie etwa das Nicht-Stehenbleiben vor einem Stoppschild.

2 Publikmachen von Fehlern: Hierbei wird versucht, aus Fehlern, die einzelne oder mehrere

Lemende begangen haben, zu lernen, indem diese Fehler den anderen mitgeteilt werden.

OSER u. HASCHER weisen mit Recht darauf hin, daB diese Vorgehensweise verletzend fur

die so Gebrandmarkten sein konne. Daher sollte nach Meinung des Verfassers - sofern

noch kein "positives Fehlerklima" in der Klasse hergestellt werden konnte (siehe dazu
spiter) - die Hinweisc anonym erfolgen. Die Durchsicht von Hausaufgaben konnte dazu
geeignetes Material liefern, wogegen die ubliche Praxis, dies bei der Verbesserung der

Schularbeit zu tun, zu spit kommen diirfte, da zu diesem Zeitpunkt keine Fehler mehr

begangen werden sollten.

Bermuda-Dreieck: Dabei handelt es sich um folgende Vorgangsweise, die vornehmlich im

fragend-entwickelnden Unterricht angewendet wird. Dabei stellt die Lehrkraft eine Frage

und ruft eine(n) Lernenden auf und, falls diese(r) dies nicht weif3 oder einen Fehler macht,
darauf den/die nichsten Schillerln, damit diese(r) die richtige Antwort gibt. Durch diese

Vorgehensweise steht aber nicht mehr das Lernen an sich im Vordergrund, sondem das

Ergebnis, welches ja an sich nicht das Wichtige ist, denn gerade fur Mathematik gilt "Der

Weg ist das Ziel", denn ginge es etwa nur um die Losung einer Mathematikaufgabe, so

konnte diese ja bequem und vor allem viel schneller durch Nachschlagen im Lésungshefi

gefunden werden. Da im Allgemeinen der/die Lernende auch durch diese Situation
frustriert ist, verschwindet das Lernpotenzial "wie ein Flugzeug im Bermudadreieck”

(OSER u. HASCHER (1997, S. 25). Aber nicht nur dadurch kann sich kein Fehlerwissen

aufbauen, sondemn es ist oft auch so, dass die Antwort des/der SchiilerIn an sich richtig

wiire, aber nicht in das Konzept der Lehrkraft passt, da die Antworten der SchilerInnen

"der Lehrperson oft nur als Mittel auf ihrem Weg einen bestimmten Inhalt zu vermitteln"

dienen (SPYCHIGER u.a., 1997, S. 8).

wI

Aus dem oben Ausgefiihrten kann man erkennen, dass alle drei MaBnahmen nicht immer zu
einem erwiinschten Umgang mit Fehlern fithren. Was wire also zu tun?

Im vorigen Abschnitt sind bereits einige MaBnahmen aufgezahlt worden, nidmlich in den
SchillerInnen ein Metawissen aufzubauen wie etwa iiber die Verschiedenheit gleichaussehender
Symbolgruppen oder die Schwierigkeit sich Zwischenergebnisse langere Zeit zu merken Eine
weitere wire, etwa andere Unterrichtsformen, wie den offenen Unterricht, zu priferieren.
Damit lieBe sich etwa das Bermudadreieck vermeiden
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Wichtiger erscheint dem Verfasser aber einen anderen Umgang mit Fehlern zu erlernen. Fehler
sind die Chance zum Lernen, oder wie Churchill einmal sagte: "Fehler, aus denen man lernen
kann, sollte man moglichst frith begehen." Daher ist die Idee eines neuen Fehlerklimas die, dass
"nicht nur die Toleranz oder Akzeptanz von Fehlern wachsen, sondern auch ein systematisches
Know-how zum Umgang damit und zu seiner padagogischen Fruchtbarmachung erstellt und
vor allem auch umgesetzt werden" (SPYCHIGER u.a. 1997). Nach Dick (1996, S.80) ist gerade
dies ein Kennzeichen des erfolgreichen Unterrichts von erfahrenen Lehrpersonen, da diese im
Stand sind, Fehlersituationen in Lemsituationen umzuwandeln.

Um das Fehlerklima zu messen konstruierten SPYCHIGER u.a. (1998, S. 21) einen Fragebogen

und fanden mittels einer Faktorenanalyse folgende drei Faktoren heraus, mit denen

SchiilerInnen die Fehlerkultur in ihrer Klasse in einem bestimmten Gegenstand einschitzen

(vgl. SPYCHIGER u.a., 1998, S. 21):

1. Lehrkraftverhalten: Hier schitzen die SchiilerInnen die Lehrkraft beziiglich ihres Umgangs
mit Fehlen ein, was etwa durch das Item "Unsere Lehrerin versucht es zu vertuschen,
wenn sie einen Fehler macht" gemessen wird.

2. Selbstfaktor kognitiv: Die SchilerInnen schitzen ihren eigenen Umgang mit Fehlern ein,
wie etwa durch das Item "Es macht mir Freude, mir durch Fehler neues Wissen
anzueignen”.

3. Selbstfaktor emotional: Die Schiilerlnnen schitzen ihre emotionalen Reaktionen im
Zusammenhang mit dem Fehlermachen ein, wie etwa durch das Item "Ich bekomme Angst,
wenn ich im Unterricht Fehler mache".

In so einem positiven Fehlerklima wire es etwa wichtig, dass man so wie im Deutsch- und im
Fremdsprachenunterricht seine eigenen persénlichen Fehler kennt. Erkenne dich selbst! Weil3
jemand, dass fir ihn etwa das Umformen von einfachen Bruchgleichungen ein Problem
darstellt, so kann er dies erstens gezielt (iben und zweitens besonders aufpassen, wenn ihm so
ein Problem unterkommt.

Daher hat MULLER Martina (1998) in ihrer Dissertation, bei der sie Fehler in der Trigonometrie
untersucht hat, den SchiilerInnen zuerst ein Fehlerdiagnoseprogramm vorgelegt, damit die
SchilerInnen  ihre  Schwachpunkte erkennen, und dann erst gezelt ein
"Fehlerbehebungsprogramm" eingesetzt.

Daher findet der Verfasser die iibliche Praxis der Verbesserung von Schularbeiten, bei der in
der Schule die Schularbeitsaufgaben vorgerechnet werden und wo dann die SchilerInnen im
Schularbeitsheft entweder einen Hinweis anbringen, dass die Verbesserung im Schularbeitsheft
steht, oder sie schreiben die Aufgaben, die in der Schularbeit fehlerhaft gerechnet worden sind,
ins Schularbeitsheft ab, als nicht zelfiihrend. Viel wichtiger als ein Abschreiben wire zweierlei:
1. Der/die SchiilerIn trigt ihre Fehler in eine Fehlerkartei oder ein Fehlerheft ein.

2. Der/die SchilerIn tberlegt sich, was sie tun wird, damit dieser Fehler nicht noch einmal

passiert, und trigt ihre Uberlegungen in das Schularbeitsheft ein.

Allerdings kommen diese Maf3nahmen - wie bereits vorhin hingewiesen - reichlich spit, da die
Schularbert als Beurteilungsinstrument ja bereits fehlerfrei sein sollte. Man kann dies mit
kreativititsfordernden Maflnahmen vergleichen, bei denen es eine Griinlicht- und eine
Rotlichtphase gibt und wo erst in letzterer die Kontrolle vorgenommen wird (vgl. HANISCH
1982, S. 86). Auch bei einem aus "Fehlern Lernen" sollte in der Ubungsphase Fehler zu
machen erfaubt sein, ja im Sinne eines Experimentierens sogar erwiinscht sein. Dabei sollte
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auch erlemnt werden, wie man Fehler erkennt und insbesondere wie man sie findet und
ausbessert. Die dabei zu verwendenden Strategien stellen nur teilweise ein Metawissen dar und
sind daher teilweise auch stoffspezifisch und stellen eine Moglichkeit dar, den
Mathematikunterricht interessanter und abwechslungsreicher zu gestalten. So konnen etwa
Overheadfolien von fehlerhaft gerechneten Aufgaben verwendet werden, aber auch in den
Lehrbiichern findet man entsprechende Hinweise (siehe etwa REICHEL u.a, 1992, Bd. 7,
Aufgabe 18). In der Beurteilungsphase hingegen sollten Fehler gar nicht mehr vorkommen.

Eine andere Moglichkeit ein Fehlerwissen aufrubauen, ist die Partnerarbeit, bei der ein(e)
MitschilerIn das Heft von jemand anderen korrigiert und mit ihm/ihr dann die dabei
aufgetretenen Fehler bespricht. Schule kann dadurch als ein Ort erfahren werden, wo man nicht
bei begangenen Fehlern gedemiitigt wird, sondern wo man dabei Hilfe erfahrt. Dies gelingt
Mitschiilerinnen oft viel leichter als der Lehrkraft, da einerseits im Unterricht meist zu wenig
Zeit ist, sich jedem/jeder SchillerIn zuwenden zu konnen , andererseits aber auch von
Lehrkriften "Fehlersituationen .. dazu benutzt werden, angestaute Emotionen und
Frustationen abzureagieren" (OSER u.a. 1997, S. 14).

Ein anderes Problem, durch das Fehler entstehen, ist das Vergessen. Die vermeintliche
Stofffiille, an der aber weder die Lehrpline Schuld sind, noch die Lehrbuchautoren - so steht
etwa im LehrerInnenbegleitheft der Lehrbuchreihe von REICHEL u.a., dass deswegen so viele
Aufgaben vorgesehen sind, damit die Lehrerlnnen die Moglichkeit der Auswahl haben und
nicht, damit sie alles im Unterricht durchnehmen -, sondern die aus Prestigedenken, aus einer
fiktiven Angst vor der Obrigkeit und auch deswegen entsteht, weil es einem schmerzt, die
vielen schonen Dinge, die es noch in der Mathematik gibe, den SchiilerInnen vorzuenthalten,
zwingt immer wieder neuen Lehrstoff durchzunehmen und den alten nicht zu wiederholen. Als
Beispiel mag dafiir die Prozentrechnung herhalten. So ist es erschutternd festzustellen, dass
folgende Aufgabe, die in etwa so bei TIMSS gestellt worden war, nur von 48 % der
sterreichischen SchiilerInnen gelost werden konnte (in der AHS waren es nur 43%, in der
Berufsschule hingegen 47%!):

Auf der neuen Packung des Miislis "Vitalkraft" steht "20% mehr Inhalt". Die neue Packung
enthilt 60g mehr als die alte Packung. Wie viel Gramm enthilt die neue Packung?

Wire es daher nicht wichtiger, auf exotische Aufgaben - so schon sie auch sein mégen - zu
verzichten und sich auf das Wesentliche zu beschrianken? Fragen Sie einmal im
Konferenzzimmer ihre nichtmathematischen Kolleglnnen, was man in der Mathematik unter
Differenzieren versteht oder was der Sinus ist. Der Verfasser hat unter anderem diese Fragen
an Personen stellen lassen, deren Matura mindestens fiinf Jahre zuriick lag und Antworten wie,
"Das ist die Sache mit dem Strich!" oder "Das ist das, was ich nie gekonnt habe!" bekommen
(vgl. HANISCH 1985). Wobei allerdings - und das muss an dieser Stelle betont werden - nach
Meinung des Verfassers - die formalen Ziele des Mathematikunterrichts zumindest gleichrangig
mit den inhaltlichen zustehen haben (siche HANISCH 1996). Aber konnte nicht eines dieser
formalen Ziele der Umgang mit Fehlern sein? Fehler nicht nur negativ zu sehen, sondern in
ihnen die Chance zum Lemen zu sehen und dabei zu lemen aus einer verfahrenen Situation das
Beste herauszuholen? Ist diese Erkenntnis zur Lebensbewaltigung nicht wichtiger als etwa die
Kenntnis der 2. Summensétze?
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4. Schlussbemerkung

Fehler kann man nach dem Schweregrad ihrer Auswirkungen Rang reihen. So ist etwa das
Einsetzen eines Herzschrittmachers in den falschen Patienten sicherlich schwer wiegender als
jeder in der Schule begangene Fehler. Auch das Uberfahren einer Stopptafel und die meisten
anderen im StraBenverkehr begangenen Fehler sind schwer wiegender. Fehler bei
Mathematikaufgaben hingegen sind harmlos. Die SchulerInnen kommen zur Schule um zu
lernen und Fehler sind eine Chance dazu. Wenn hingegen wir Lehrerlnnen aus
Fehlersituationen kemne Lernsituationen sondern Stresssituationen machen (vgl. SPYCHIGER
1998, S. 10), indem wir vorschnell daraus Beurteilungssituationen machen oder gar die
SchiilerIn demiitigen, begehen wir sicherlich einen groBeren Fehler.
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Ein Paradoxon bei Miinzwurfserien und bedingte Erwar-
tungswerte

Hans Humenberger

Zusammenfassung

Wi- wollen ein Paradoxon niher beleuchten, das sich auf Serien von Minzwiirfen
wie z.B. KAKKAKAAAK ...... bezieht (K steht fiir ,Kopf* und A fiir ,Adler®). Stellt
man nimlich ganz unvoreingenommen die Frage, welches der Muster KAK A oder AKAA
das ,wahrscheinlichere® sei, so kann man — je nach Sichtweise — zu vollig verschiedenen
Ergebnissen gelangen. Wir setzen dabei immer voraus, daB es sich beim Werfen der idealen
Miinze um einen BERNOULLI-Versuch handelt (Unabhingigkeit der Versuchsausginge,
jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1 ergibt sich K oder A).

1. Fragt man nach der Wahrscheinlichkeit der angegebenen Muster in einer Wurfserie

4
der Linge 4, so erhilt man fiir beide dieselbe Wahrscheinlichkeit (%) .

2. Fragt man, wie oft man im Durchschnitt (,auf lange Sicht® — Erwartungswert)
eine Miinze werfen muB, um das jeweilige Muster erstmalig zu erhalten, so ergibt
sich 20 fir KAK A und fiir AKAA nur 18. In diesem Sinn kann alsc AKAA als
wahrscheinlicher bezeichnet werden, da man im Durchschnitt mit weniger Wiirfen
dieses Muster bekommt.

3. Fragt man hingegen nach der Wahrscheinlichkeit, mit der in einer Miinzwurfserie
AKAA vor KAK A auftritt — gemeint ist hier nicht ,unmittelbar davor®, sondern
ofrither als“: AKAA erscheint friher als {AKA (als Ergebnis von vier unmit-
telbar aufeinanderfolgenden Wiirfen) — , so erhilt man &~ 0.357, ein Wert, der
ceutlich kleiner als 0.5 ist. Es ist also fast doppelt so wahrscheinlich, da KAKA
vor AKAA auftritt (64.3%), wie umgekehrt (35.7%). So gesehen kann CAKA als
(sogar deutlich) wahrscheinlicher angesehen werden (vgl. SzEKELY 1990, S.611f).

Im folgenden wollen wir dieses Phinomen zundchst in einer einfacheren Version (zwei-
statt viergliedrige Muster) auf Schulniveau behandeln, und zwar unter Zuhilfenahme be-
dingter Erwartungswerte. Zum Schluf werden noch drei- und viergliedrige Muster be-
handelt (insbesondere ein ,unfaires Spiel® bei dreigliedrigen Mustern). Die Existenz aller
vorkommenden Erwartungswerte wird nicht bewiesen, sondern intuitiv vorausgesetzt.

1 Paradoxa in der Stochastik

Inshesondere in der Wahrscheinlichkeitsrechnung begegnen wir immer wieder Situationen, in
denen wir mit unserer Intuition zu véllig falschen Ergebnissen kommen, wir schitzen diese
Situation falsch ein. Umso gréBer sind oft die Uberraschungen, wenn man erfahrt, wie weit
der intujtiv geschitzte Wert vom ,wirklichen Wert" (wenn es um das Schitzen eines Wertes
baw. Ergebnisses geht) entfernt ist. Man kann dariiber diskutieren, ob man solche Situationen
allsine deswegen als paradoz (also eigentlich als , widersinnig®) bezeichnen soll, weil sie unserer
Intuition nicht entsprechen bzw. (besser:) weil unsere [ntuition nicht der jeweiligen Situation
entspricht; wir wollen aber bei dieser Bezeichnung bleiben mit dem Hinweis, daB wir damit
einfach den Widerspruch zu unserer Intuition meinen.

Fs scheint fiic uns klar zu sein, daB Uberraschungen, Fehlmeinungen etc. (wenn man will: Para-
doza) cinen hohen didaktischen Wert im Mathematikunterricht haben, und zwar in mehrfacher
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Hinsicht. Einerseits haben Paradoxa einen hohen Faszinationswert, der zusammen mit dem Un.
terhaltungswert i.a. zu einer Verbesserung der Motivation fithrt (bei Schiilern, Studenten und
Lehrerfortbildungen). Andererseits kommt den Paradoxa aber auch ein hoher Bildungswert zu,
wenn Zusammenhénge deutlicher werden bzw. Verstindnis erzeugt wird. Diese Werte werder,
leider oft nicht anerkannt oder nicht beachtet bzw. zumindest unterschitzt, besonders in bezug
auf Motivation und Verstindnis (vgl. auch BENTZ 1985, PFLUG 1981, STADLER 1986 und die
anderen Arbeiten im Literaturverzeichnis am Beitragsende).

Wir beschrinken uns im folgenden auf zwei Zitate. Der Wiener Mathematiker K. SIGMUND,
der Paradoza nicht von der didaktischen Seite beleuchtet, sondern allgemein von deren Be-
deutung und Faszination spricht, schreibt dazu: ,Tatsichlich kommt es in der Wahrscheinlich-
keitsrechnung so hdufig zu paradoxen Ergebnissen, dab hier jedes Vertrauen in den gesunden
Menschenverstand bald untergraben wird. Die Lehrsitze der Mathematik des Zufalls sind um
nichts weniger verlafilich als jene der Algebra und der Differentialgeometrie, stehen aber zuwei-
len im krassesten Gegensatz zu unserer Anschauung. Und das, obwohl wir diese Anschauung
von Kindheit an mit Hilfe von Gliicksspielen geschult haben. Keine Kultur hat es versiumt,
mit dem Zufall zu experimentieren. [...] Das Minzgeld dagegen kam wirklich erstmals in Grie-
chenland auf, und man darf wohl vermuten, daB bald darauf ‘Kopf oder Adler’ gespielt wurde.
[...] Gelegenheit, mit dem Zufall grindlich Bekanntschaft zu schlieBen — nicht blof eine Zu-
fallsbekanntschaft — gibt es also genug, und doch Uberrascht er uns immer wieder von neuem.
Seit Beginn der Neuzeit befassen sich auch Mathematiker mit der Berechnung von Wahrschein-
lichkeiten, oft mit ganz unwahrscheinlichen Resultaten. Zunéichst ging es natiirlich vor allem
um Glicksspiele. [ ..} Heute aber fillt ein Grofiteil von Physik, Biologie und Wirtschaftswis-
senschaften darunter. Aus den Grundlagen der reinen und angewandten Wissenschaft 1a8t sich
die Wahrscheinlichkeitslehre also langst nicht mehr wegdenken. Und dennoch haften ihr immer
noch unzahlige Denkfallen und Paradoxa an. Sie erinnern oft genug an Taschenspielerei — aber
diese fand man wohl immer schon im Umkreis von Gliicksspielern.* (1995, S. 113-114).

H. STADLER schreibt iiber die Bedeutung von Paradoxa in einem 1986 erschienenen, zwei-
teiligen Aufsatz: ,Worin liegt denn Uberhaupt der didaktische Wert eines Paradoxons? Ein
iberraschendes Ergebnis weckt zweifellos die Aufmerksamkeit des Schiilers. Er wird dadurch
angeregt zu {iberpriifen, ob die Durchfihrung der Rechnung oder seine intuitive Vorstellung
fehlerhaft ist. Mit Hilfe gezielter Experimente 1&8t sich meist zeigen, daB das Rechenergeb-
nis (zumindest tendenziell) richtig ist. Das fithrt dazu, dafl er seine urspriingliche Sicht des
Problems revidiert und dadurch einen echten Erkenntnisgewinn erzielt. Mdglicherweise wird
dadurch auch die Beschaftigung mit weiteren Problemen dieser Art angeregt. In diesem Sinn
stellt das Paradoxon gerade in einem so anwendungsorientierten Zweig der Mathematik [ge-
meint ist Stochastik (Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik); Anm. d. Verf.] ein wertvolles
didaktisches Hilfsmittel dar.“ (1986, S. 135).

Bemerkung: Am SchluBl des Beitrages findet sich eine Literaturliste zum Thema Paradoza in
der Stochastik.

2 Spezielle Muster in Serien von Zufallsexperimenten

Beispiel 2.1 Mit welcher Wahrscheinlichkeit tritt das Muster AN A in einer Miunzwurfserie
der Lange n auf (Ereignis E)?

Wir wollen stets voraussetzen, daB es sich bei den Serien um BERNOULLI-Versuche mit einer
fairen Minze handelt. Bel einer Serie der Lange n = 4 ist die Wahrscheinlichkeit fir A AR A
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4 .. . . .
klarerweise (%) . Bel einer Serie mit doppelter Linge n = 8 kann die zugehérige Wahrschein-
2 g g

lichkeit P(E) ebenfalls leicht nach unten abgeschitzt werden, indem wir zunachst Uberlegungen
mit Hilfe des ,,Gegenereignisses® (=E : KAKA kommt in den 8 Wiirfen nicht vor) anstellen:

1. Die Wahrscheinlichkeit P(E), daB KAK A irgendwo im Achterblock auftritt ist sicher
grofer als die Wahrscheinlichkeit, da K’ AK A entweder im ersten Viererblock oder im
zweiten auftritt (es kann ja auch blockiibergreifend auftreten).

2. Daher ist (Gegenereignisse!) die Wahrscheinlichkeit P(-=E), da K 4K A im ganzen Ach-
terblock nicht auftritt, kleiner als die Wahrscheinlichkeit, dal KAK A weder im ersten
noch im zweiten Viererblock auftritt:

3. Daraus folgt aber wiederum, daf§

P(E)> 1 - [1_ (%)T ,

womit wir eine untere Schranke fir P(E) bei n = 8 =4 - 2 erhalten haben. Fiir n = 12 = 4-3

ergibt sich analog
1 4
P(E)>l~{1—<§)}

P(E) > 1~ {1— (%)T

Nun sieht man unmittelbar, dafl die unteren Schranken fiir P(E') bei wachsendem n bzw. &k im-

3

und fiir n = 4k

2
gegen 1. D.h. in einer hinreichend langen Serie von Miinzwiirfen wird mit Wahrscheinlichkeit 1
(also fast sicher) das Muster A AK A vertreten sein.

k
mer gréBer werden. Da 1— (1)° < 1ist, strebt |1 — (1 Y bei k — oo gegen 0 und daher P(F
g 2 geg

Nun braucht man sich mit diesem Ergebnis jedoch noch keineswegs zufrieden zu geben. Man
kann statt einem Muster der Linge 4 auch jedes Muster endlicher Linge £ betrachten. Wegen

P(E) > 1 — [1 - (%)e]

{bei einer Serie der Lange k -£) kommt mit Wahrscheinlichkeit 1 jedes beliebige, endliche , K A-
Muster® irgendwann einmal dran!

k

Dieses Spiel kann sogar noch weiter getrieben werden. Nehmen wir z.B. nicht das Werfen einer
Miinze, sondern z.B. die zufillige Auswahl eines Buchstabens des Alphabetes, so hat man bei
jeder »Ziehung* nicht nur zwei Moglichkeiten (A" oder A), sondern 26 Mdoglichkeiten, wenn wir
annehmen, daf zur Schaffung eines Zufallstextes jedesmal ein Buchstabe aus einer Urne mit
den 26 Buchstaben (mit Zuriicklegen) gezogen wird (oder gleichwertig: Werfen eines , Wiirfels
mit 26 Seiten). Fiir die Wahrscheinlichkeit P(E), daB ein vorgegebener Text der Linge ¢ in
einer Zufallskette der Linge k - £ vorkommt, erhilt man analog die Abschitzung

PE)y>1- [1 - <~716—>8}

k
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Man erhilt also folgendes verbliffende Resultat: Die Wahrscheinlichkeit, daf ein beliebig lan-
ger (endlicher) Text in einer vom Zufall produzierten Buchstabenkette vorkommt, strebt mit
wachsender Kettenlinge gegen 1 (zwar sehr langsame Konvergenz, aber eben doch).

Oft wird dieses Ergebnis — um die Anschaulichkeit bzw. das Uberraschende noch mehr zu be-
tonen — mit einem unsterblichen Affen in Verbindung gebracht, der vor einer Schreibmaschine
sitzt und ,zufsllig® in die Tasten hammert. Wenn er nur lange genug tippt, so wird jeder end-
liche Text dabei einmal zu Papier kommen. D.h. gibt man dem Zufall bzw. dem Affen ,lange
genug® Zeit (gemeint ist unendlich lange), so wird er mit Wahrscheinlichkeit 1 (,fast sicher)
irgendwann einmal Schillers Biirgschaft, die gesammelten Werke Shakespeares, das Alte Testa-
ment etc. produzieren, wobei dieser Vergleich keineswegs die Leistungen der jeweiligen Autoren
schmalern soll! '

3 Bedingte Erwartungswerte

Fir die Uberlegungen der folgenden Abschnitte sind der Begriff des bedingten Erwartungswer-
tes und der Satz vom totalen Erwartungswert sehr wichtig. Fiir genauere Darstellungen dies-
beziiglich sei auf KILIAN 1987 oder HUMENBERGER 1998a verwiesen; an dieser Stelle seien nur
die Definition, ein Satz und eine besonders interessante Anwendung bedingter Erwartungswerte
angegeben.

Definition: Es sei X eine diskrete Zufallsvariable mit {z,, 22,23, .. .} als mogliche Werte und
A ein Ereignis mit positiver Wahrscheinlichkeit. Der bedingte Erwartungswert beziiglich der
Bedingung A wird dann definiert durch

E(X|A) &S 2, P(X = z4]4) (1)

falls die (moéglicherweise unendliche) Reihe absolut konvergiert. In der Definition sind also die
Wahrscheinlichkeiten (im Vergleich zum gewdhnlichen Erwartungswert) durch bedingte Wahr-
scheinlichkeiten zu ersetzen. Es gilt in Analogie zum Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit
auch der Satz vom totalen Erwartungswert.

Satz vom totalen Erwartungswert: Ist X eine diskrete Zufallsvariable und A, (n=12,...)
eine vollstandige Zerlegung des Ereignisraumes 1

[auch vollstindiges Ereignissystem oder vollstindige Ereignisdisjunktion genannt, d.h. ein Er-
eignissystem mit U An = O, As # 0 und AN A; =0 fur i # gl

so gilt

E(X) =3 E(X|A) P(An) - (2)

Beweis: Aufgrund des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit gilt fir das Ereignis
X=x PX=z)=LPX= zk|An) P(An) und damit

E(X) = Sz P(X =z =3 2k 3 P(X = z:ldn) P(As)
k n

Il

k
ST P(A) Y 2 P(X = zx|Aa) = 3 E(X1A4:) P(Aa) .
n & n

E{X|An)
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Anwendung: Besonders Einfache Herleitung des Erwartungswertes
einer geometrisch verteilten Zufallsvariable: E(X) = 1/p

Fine besonders fruchtbare Anwendung bedingter Erwartungswerte ist die Berechnung des Er-
wartungswertes einer geometrisch verteilten Zufallsvariablen, die sonst doch einigen , Aufwand*
erfordert (unendliche Reihen, gliedweises Differenzieren etc. — siehe unten). Sei also X die An-
sahl der notwendigen Versuchswiederholungen eines Zufallsexperiments bis zum ersten Eintre-
ten eines bestimmten Ereignisses A, das bei jeder Versuchswiederholung mit konstanter Wahr-
scheinlichkeit p eintritt (Unabhingigkeit der einzelnen Versuche sei vorausgesetzt — ,,BER-
NOULLI-Experiment). Die beiden einfachsten und am 6ftesten genannten Beispiele dazu sind
wohl: ,Werfen einer Miinze, bis zum ersten Mal Kopf fallt“ oder ,Wiirfeln, bis zum ertsen Mal
eine Sechs fallt®.

Nun gilt nach obigem Satz vom totalen Erwartungswert (mit A sei hier gemeint: ,beim ersten
Versuch tritt A ein®)

E(X) = E(X|A)P(A)+ E(X|-A)P(mA4)=1-p+ (1 + E(X)) (L —p) . (3)

Die hier eingegangene Identitat E(X|-A) = 1 + E(X) ist leicht zu sehen: Wenn beim ersten
Versuch nicht A (also ~A) eintritt, ist bereits ein Fehlversuch passiert (daher ,1 +...“) und
das Spiel beginnt von neuem (daher ... + E(X)*). Aus (3) folgt sofort p £(X) = 1 bzw. das
endgiiltige Resultat

E(X) = (4)

Q|-

[m Durchschnitt (auf lange Sicht) muB man demnach zweimal eine Miinze werfen, um zum
ersten Mal Kopf, bzw. sechsmal einen Wiirfel, um erstmalig eine Sechs zu erhalten.

4 Die Muster ,KA®“ und ,,KK*“ in Miinzwurfserien —
eine Anwendung bedingter Erwartungswerte

Verschiedene Sichtweisen zur Beurteilung der ,, Wahrscheinlichkeit von Mustern®:

1. Betrachtet man die Wahrscheinlichkeit, daf beim zweimaligen Milnzwurf das Ergebnis
K A bzw. KK erscheint, so ergibt sich jeweils }- 1 = ¢ — die genannten Muster A'A und
KK sind unter diesem Aspekt also gleichwahrscheinlich. Dies wiirde klarerweise auch
fiir alle anderen zweigliedrigen Muster gelten (AR, AA). Auch drei- und mehrgliedrige
Muster (n Stellen) haben beim n-maligen Werfen einer Miinze jeweils gleiche Auftritts-

. - K ~ 1 "
wahrscheinlichkeit, ndmlich (%) ‘

2. Als weiteres Kriterium fiir den Wahrscheinlichkeitsvergleich von n-gliedrigen Mustern X,
bzw. Y, kénnte man die durchschnittlich nétige Anzahl von Wiirfen betrachten (Erwar-
tungswerte), um erstmalig X, bzw. Y, zu erhalten. Fiir diese Erwartungswerte ergeben
sich i.a. verschiedene Zahlen. Wenn der Erwartungswert der ndtigen Wiirfe, bis das Mu-
ster X, erstmalig auftritt, kleiner als bei einem Muster Yy, ist. so wird in dieser Sichtweise
X, als wahrscheinlicher zu bezeichnen sein.

Konkret: Fiir K 4 sind im Durchschnitt 4 Wiirfe ndtig, fiir A’A” hingegen durchschnittlich
6 (siche unten). Unter dicsem Aspekt ist also KA doch als wahrscheinlicher zu bezeichnen
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als KK (im Gegensatz zur Gleichwahrscheinlichkeit unter den anderen beiden Aspekten).
Bei viergliedrigen Mustern erhalt man z.B., daff fiir KAK A durchschnittlich 20 Wiirfe
bendtigt werden, fiir AKX AA hingegen nur 18 (vgl. SZEKELY 1990, S.61F). So gesehen ist
AK AA doch als wahrscheinlicher zu bezeichnen als A AK A.

3. Zieht man jedoch als Kriterium fiir den Wahrscheinlichkeitsvergleich heran, ob es wahr-
scheinlicher ist, daf in einer Wurfserie KA vor K K kommt oder umgekehrt, so ergibt sich
ebenfalls Gleichwahrscheinlichkedt, denn nach dem ersten auftretenden A kommt jeweils
mit Wahrscheinlichkeit % entweder A oder A

Im allgemeinen mu8 sich bei der Wahrscheinlichkeit fir das Auftreten eines bestimmten
n-gliedrigen Musters X, vor einem anderen n-gliedrigen Y, jedoch keineswegs § ergeben.
So erhilt man z.B. fir die Wahrscheinlichkeit, daB das Muster AK'R” vor A" K A erscheint,
den Wert % # % (so gesehen ist also AK' K ,dreimal so wahrscheinlich® wie KA A).
Fiir viergliedrige Muster ergibt sich z.B.: Die Wahrscheinlichkeit, daB K AK A vor AR AA
eintritt, betragt = (so gesehen ist K’ AK A fast doppelt so wahrscheinlich wie AKX A4 — im
Gegensatz zu oben, wo AK AA wahrscheinlicher war!). Schon bei zweigliedrigen Mustern
gibt es Gegenbeispiele zur Gleichwahrscheinlichkeit in diesem Sinn - siehe unten.

4.1 Vergleich von zweigliedrigen Mustern in bezug auf die Auftritts-
wahrscheinlichkeit vor einem anderen

Wie bereits erwihnt, muf bei n-gliedrigen Mustern X, bzw. Y, i.a. nicht gelten: P(X, vor
Y.) = P(Y, vor X,) = 3. Wir wollen dies anhand von zweigliedrigen Mustern verdeutlichen.

Als mogliche zweigliedrige Muster kommen in Frage: A4, AK, KA, KA. Aus diesen vier
Mustern kénnen wir sechs Paarungen von Mustern X, Y2 bilden und Uberlegungen fiir die
Wahrscheinlichkeiten P(X, vor Y;) (oder umgekehrt P(Y; vor X)) anstellen.

Aus Symmetriegrinden erhilt man in diesem Sinn zwei gleichwahrscheinliche Paarungen (4A

und AA; AK und KA):

P(AAvor KK) = P(KK vor AA) =

1

DN —

P(AK vor KA)= P(KA vor AK) = -,

o] =

und zwei weitere gleichwahrscheinliche Paarungen bei jeweils gleichem , Anfang” (AA und AK,
KK und K A; nach dem dem erstmaligen Auftreten des jeweils gleichen Anfangs kommt ja mit
Wahrscheinlichkeit 3 entweder A oder K'):

P{AA vor AK) = P(AK vor AA) =

)

Do
—

P(KA vor NA)= P(KA vor NR') = 5
Bei den noch fehlenden Paarungen mit jewetls gleichem ,Schluf* (AA und KA, AR und A'K)
kommen wir jedoch zu unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten. Betrachten wir z.B. die Wahr-
scheinlichkeit, dal A'K vor AR kommt. Sehr einfach scheint uns z.B. folgende Uberlegung
(Begriindung) dafiir zu sein: die ersten beiden Wiirfe einer Serie kénnen KA, AR, KA, AA
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sein (jeweils mit Wahrscheinlichkeit ). Im ersten Fall (K'K) ist klarerweise , 'R vor AK*
eingetreten. Im zweiten trivialerweise umgekehrt; aber auch nach A'A bzw. AA kann niemals
KK vor AK* eintreten, denn sobald nach K'A bzw. A4 ein K folgt (nach u.U. einigen A’s), ist
in diesen Fillen ,AK vor KK eingetreten! In drei von vier méglichen Anfangskonstellationen
¢ritt also mit Sicherheit ;AR vor K K* ein, in einer ,K K vor AK*. Analoge Uberleﬂunﬂen
konnen wir auch mit AA und KA anstellen und erhalten insgesamt:

P(KK vor AK) =

b

=]

und P(AK vor KR') = %

1 K
P(AA vor KA) = i und P(K A vor A4A) = —

So gesehen ist also AK ,dreimal so wahrscheinlich® wie KA, und K4 ist »dreimal so wahr-
scheinlich® wie AA.

In diesern Lichte erdffnet sich die Moglichkeit eines unfairen Spiels, das im ersten Moment
vielleicht gar nicht so aussieht. Die volle Tiicke dieses Spiels kommt allerdings erst bei drei-
und mehrdhedrwen Mustern zum Tragen. Zwei Spieler (S, und S;) vereinbaren folgendes (aus
der Sicht von S, vielleicht verlockendes, da in einem gewissen Sinn grofzigiges) Spiel: Sy kann
sich ein beliebiges zweigliedriges Muster (AA, AK, K'4, K'K) aussuchen (S, hat also die erste
Wahl, groBziigiges Angebot von S; ?7) und S wihlt daraufhin seinerseits ein Muster aus den
drei verbleibenden. Eine faire Miinze soll nun geworfen werden und gewonnen hat jener Spieler,
dessen Muster zuerst (als Ergebnis zweier aufemanderfolgender Wiirfe) erscheint. Zu jeder Wahl
von Sy kann S, ein Muster wihlen, mit dem er zumindest nicht schlechter dran ist (in zwei
Fillen gleich gut und in zwei Fillen wesentlich besser): Wenn 5, das Muster AR oder A A
wihlt, so hat S, jeweils zwei Moglichkeiten ein wenigstens gleich gutes zu wéhlen (AA oder
KA, I\. K oder AK); wenn jedoch Spieler Sy das Muster AA bzw. A K wihlt, so kann S, mit
der Wahl von A" A bzw. AR richtiggehend kontern und sich eine Gewmnwahrschemhchkext von
jeweils 'K sichern! In Tabelle | ist dies (einschlieBlich der jeweils zugehérigen Erwartungswerte
- siehe folgenden Abschnitt) iibersichtlich dargestellt.

Bei dreigliedrigen Mustern gibt es Zu jeder Wahl von S, eine Wahl von S,, mit der er mit einer
Wahrscheinlichkeit von zumindest 2 5 gewinnt — siehe Abschnitt 5.2.

4.2 Erwartungswerte fiir die Anzahl nétiger Wiirfe, bis erstmalig
ein bestimmtes zweigliedriges Muster auftritt

Wir geben zwei kurze Méglichkeiten an zu begriinden, daff der Erwartungswert fur die nétige
Anzahl von Miinzwiirfen fir A A den Wert 4 und fiir 'K den Wert 6 hat (im Sinne der
Erwartungswerte ist also A'A deutlich ,wahrscheinlicher* als A'K). Diese Erwartungswerte
seien im folgenden mit E(K A) bzw. E(I\ K) bezeichnet. Aus Symmetriegriinden gilt natiirlich
E(KA) = E(AR) und E(KK) = E(AA).

1. Fiir A A hilft uns eine ganz simple Uberlegung. Das Ereignis ,zum ersten Mal K A® tritt
genau dann ein, wenn na.ch dem ersten auftretenden A erbtmahg ein A folgt. Ein solches
Muster kénnte durch folgende Darstellung angedeutet werden: ... K'] ... K'A]. Vor dem
ersten A kénnen noch einige A’s anftreten und danach noch einige vvmfere R’s. Jedenfalls
bedeutet ,warten auf A'A“ nichts anderes als ,warten auf das erste A und dann warten
anf das erste A“. Da fiir beide bei jedem Versuch die Auftrittswahrscheinlichkeit p = :

U e b T S e e R i 2.5
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betragt, ergibt sich fir die entsprechenden Teilwartezeiten (gemeint ist die Anzahl der
notigen Versuche) jeweils % = 2 (siehe oben (4): Erwartungswert einer geometrisch ver-
teilten Zufallsvariable — mit Hilfe von bedingten Erwartungswerten einfach berechnet).
In Summe erhalten wir daher fir den Erwartungswert E(KA)=24+2=4

9 Nun wollen wir E(KK) = 6 zeigen. Sei Ex & E(KK|K) der Erwartungswert der nti-

gen Wurfanzahl fiir KK unter der Bedingung, daB der erste Wurf A~ ergab; analog sei
E, % E(KK|A) definiert. Dann kénnen wir folgende Beziehungen zwischen den beding-
ten Erwartungswerten Ex und E4 anschreiben (Erlauterungen unten):

1 1 1 1 .
E;\'=1+1'§+EA-§ und EA=1+EK-§+EA~-2-, (5
[N
E{KR)
Erklarungen:

e Ex: Der erste Wurf fallt auf K (,1+...%), dann kommt mit Wahrscheinlichkeit 3
entweder wieder ein K (,...+ 1 3*) oder ebenfalls mit Wahrscheinlichkeit 3 ein A,
was so viel wie einen ,neuen ersten Wurf A® bedeutet (,. ..+ Ea-3%)

e E4: Der erste Wurf fallt auf A (,1 + ...*) und das Spiel kann sozusagen wieder
von neuem beginnen: mit Wahrscheinlichkeit 3 fallt beim 2. Mal entweder ein A
(y .-+ Ex - 1¢, neuer ,Anfangswurf K*) oder wieder ein A (,Anfangswurf A%

peor T Es- %“).

Aus den Gleichungen (5) erhalten wir sofort Bg =7 und Ex = 5 und mit diesen bedingten
Erwartungswerten schliefilich
1 1
E(K[x")=EA-§+EK-§=6. (6)
Die Erwartungswerte der ndtigen Wirfe fiir das bestimmte ,Doppelmuster KA bzw. fir das
bestimmte ,Abwechslungsmuster® K A sind also deutlich verschieden. Dadurch kénnte man
sich zur Vermutung hinreifen lassen, dab auch bei den zugehdrigen Erwartungswerten fir ein
beliebiges Doppelmuster (also KK oder AAY) bzw. fur ewmne beliebige Abwechslung (also JAR
oder K A“) ein Unterschied bestehe. Es ist jedoch leicht zu sehen [besonders bei E(AK oder
K A)], daB sich hier jeweils 3 ergibt.

e E(AK,KA) 4 E(AK oder KA) =1 +2 =3 Warten auf eine Abwechslung bedeutet
ja nichts anderes, als die Miinze einmal zu werfen (,1 +...“) und dann auf das jeweilige
andere Ergebnis zu warten (... + 2¢ | geometrische Verteilung — siehe (4)).

o E(KK,6AA) ' P(KK oder AA) = 3: Hier kann man nun wieder mit bedingten Er-
wartungswerten kurz und erfolgreich argumentieren. Sei also Ep ¥ E(KK,AAIK) der
Erwartungswert fiir ein beliebiges Doppelmuster unter der Bedingung, daB beim ersten
Wurf K gefallen ist; analog sei Ex &f E(KK,AAJA) definiert. Es ist zunachst vollig klar
(aus Symmetriegrinden), daf Ej = E4 sein muB und wegen E(KR, AA) = Er + 1 Ea
gilt daher E(KK, AA) = Ex = E4. Mit den eben eingefihrten Bezeichnungen (bedingter
Erwartungswerten) ergibt sich

1
Epn=1+1--+FE4- und Es=1+Ex -+1- (7]

1
2 2

o] —
o] —

woraus wir unmittelbar E4 = Ex = E(KF A, AA) =3 erhalten.




KK | KA AK AA

KK 8 — [{1/21| 14 | 12

KA | 1/2] — 1/2] | [3/4
AK (4) 1/2 — | 1/2
AAGB) | 12 | 14 |11/2)] —

Tab. 1: 2-gliedrige Muster: Erwartungswerte; Gewinnwahrscheinlichkeiten des jeweili-
gen Zeilen-Musters bei ,kommt frither als“ in einer Wurfserie mit einer LAPLACE-Miinze.

{Tl"s—J' ...... eingerahmt sind die jeweiligen Spaltenmaxima (— Spiel: Julia — Julian). 1/2

...... kursiv sind jene Werte 1/2 gesetzt, bei denen qult: unterschiedliche Erwartungswerte, aber gleiche Wahr-
scheinlichkeiten (eben 1/2) ber ,kommt friher als”.

5 Drei- und viergliedrige Muster

5.1 Erwartungswerte bei dreigliedrigen Mustern

Ganz analog zu zweigliedrigen Mustern kénnen wir mit Hilfe bedingter Erwartungswerte und
dem ,Satz vom totalen Erwartungswert® die Erwartungswerte fiir die bei den einzelnen drei-
gliedrigen Mustern nétige Anzahl von Minzwiirfen berechnen.

Man erhilt die in Tab. 2 aufgelisteten Erwartungswerte (= durchschnittlich nétige Anzahl von
Wiirfen, bis das jeweilige Muster erstmals zusammenhangend erscheint).

| Muster KKK | KKA| KAK [ AKK KAA ] ARKA | AAK | AAA
;[_Erwa.rtungswerb 14 8 { 10 8 8 { 10 | 8 147

Tab. 2: Erwartungswerte der einzelnen dreigliedrigen Muster

An cinem Beispiel sei die Berechnung vorgefithrt: E(AN R A) = 8.

Da in diesem Beispiel natiirlich nur der Erwartungswert E(A K A} und kein anderer vor-
kommt, lassen wir - der Ubersichtlichkeit halber - das Argument A A A im folgenden weg.
Wir ‘uvon wieder vier verschiedene bedingte Erwartungswerte ein, £44, Eap, Exa, Exg sei-
“ndie bedingten Erwartungswerte (fiir KK A} unter der Voraussetzung, daf die ersten beiden

Witrfe 4.4, AKX, KA, KK waren. Je zwei dieser Startmuster sind klarerweise wieder gleichwahr-
scheinlich, so daf _]E‘dF’ID von thnen eine Wahrscheinlichkett von l zukomimnt. Fiir die genannten

bedingten Ery wartungswerte erhalten wir:

1 .
Eixw = 1+ 5 Eqn+ ,;EAI\'

L
Ef\ 1y

hzl[\' = -+ '“Fl\ At
5
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1 1
Exa = 1+ sEsa+5Ear

2 2
1 1
Erg = 1+§'~+§EK}\" .

Die erste Gleichung besagt z.B., dafl nach dem Startmuster AA mit gleicher Wahrscheinlichkeit
(jeweils 1) ein A oder ein K fallt: Fallt ein A an der dritten Stelle, so liegt erneut das Startmuster
AA vor (an zweiter und dritter Stelle; wegen der 1. Stelle jeweils ,1 +...%); fallt ein K, so
liegt AK als neues Startmuster vor. Ganz analog sind die zweite und dritte Gleichung zu
interpretieren.

Vierte Gleichung: Fillt nach KK an dritter Stelle ein A, so ist KK A erreicht (mit 2 Wiirfen
nach dem ersten K'), fillt ein weiteres K, so liegt wieder das Anfangsmuster K'K" vor.

Dieses lineare Gleichungssystem in vier Unbekannten hat die Lésung
Eqn =10, Esr =8, Epa=10, Exg =4.

[Der Wert Exx = 4 ist auch ohne obige Gleichung(en) klar: Wenn bereits A'A gefallen ist (2
Wiirfe), so ist die Frage nach K'K A gleichzusetzen mit der Frage nach dem nachsten A, auf das
man - wie wir wissen — durchschnittlich 2 Wiirfe lang warten mu8, daher Exx = 2+ 2 = 4/]
Mit diesen Werten erhalten wir fiir den in Rede stehenden Erwartungswert £ = E(KN K A)

E= (10+8+10+4)=8.

ANy

(Ean+ Eax + Exa+ Exn) =

N

Damit hat man natiirlich auch (Symmetrie) E(AAK) = 8 gezeigt.

5.2 Muster X vor Muster Y bei dreigliedrigen Mustern — ein un-
faires Spiel

Das in Abschnitt 4.1 erwahnte Spiel soll auf das dreigliedrige Analogon ausgebaut werden.

Spiel: Julia und Julian werfen eine faire Miinze. Bevor sie beginnen, sucht sich jeder von thnen
ein dreigliedriges Muster aus (8 Maglichkeiten). Gewinner ist derjenige, dessen Muster als erstes
(als aufeinanderfolgende Wurfergebnisse) erscheint. Julian 148t der Hoflichkeit halber (,Ladies
first*) seiner Gegnerin Julia die erste Wahl. Dies bedeutet auf den ersten Blick fiir Julia einen
Vorteil, denn Julian kann dann sein Muster nur aus den restlichen sieben méglichen wahlen.
Soll Julia dieses ,gutgemeinte” Angebot annehmen?

Antwort: Es stellt sich heraus, dab die erste Wahl hier ein eminenter Nachteil wére, denn Julian
kénnte nach jeder Wahl von Julia ein Muster auswahlen, mit dem er zumindest die doppelte
Gewinnchance von Julia hitte.

Wir machen dies an einem Beispiel klar. Wenn Julia sich fiir das Muster K AK entschiede,
so kénnte Julian das Muster A K A wahlen und mit Wahrscheinlichkeit 2 gewinnen. Mit Hilfe
bedingter Wahrscheinlichkeiten ist dies leicht einzusehen: Es seien Paa, Paw, Pra, Prx die be-
dingten Wahrscheinlichkeiten, da8 Julian gewinnt (also das Ereignis , A"k’ A vor K AK* eintritt)
unter der Voraussetzung, daB die ersten beiden Wiirfe das Ergebnis AA, AR, A4, KK hatten.
Je zwei dieser Startmuster sind klarerweise gleichwahrscheinlich, so daB jedem von ihnen eine
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Wahrscheinlichkeit von + zukommt. Fiir die genannten bedingten Wahrscheinlichkeiten erhalten
wir (Erklarung siehe unten):

1 1
Pag = ;PAA+;PAK

1 1
Pig = §‘PKA + §P KK
1 1
Pra = SPaa+ 50
1 1
Prr = = 14 -Pen
KK 5 + 5 KK

Die erste Gleichung besagt z.B., daB nach dem Startmuster A4 mit gleicher Wahrscheinlichkeit
(jeweils %) ein 4 oder ein A’ féllt: Fillt ein A an der dritten Stelle, so liegt erneut das Startmuster

A4 (an zweiter und dritter Stelle) vor; fallt ein A, so liegt AR als neues Startmuster vor. Ganz
analog ist die zweite Gleichung zu interpretieren.

Dritte Gleichung: Wenn nach KA ein A fallt, so liegt AA als neues Anfangsmuster vor, wenn

K fallt, so ist das Muster K AA™ erschienen und P(AK A vor KAK) = 0 ! Vierte Gleichung
analog.

Dieses lineare Gleichungssystem in vier Unbekannten hat die Lésung

2 2 1
Pagy == Pag = = Pry == Prirp=1.
Ad T 3 AR = 3, KA =3, KT
Die Tatsache Pxp = 1 ist auch von vornherein klar: Wenn A'A" das Ergebnis der ersten

beiden Wiirfe ist, so wire das Muster KK A (und damit ,A XA vor KAR™) nur dadurch zu
verhindern, daf niemals A fallen wiirde ~ ein Ereignis mit Wahrscheinlichkeit 0.] Mit diesen
Werten erhalten wir fiir die Gewinnwahrscheinlichkeit P fir Julian (,A KA vor KAK*)

1 tr2 2 2 2
P=(Paat Pas + Prat Paw) = 7 (5+545+1) ==
Die Wahl von Julia war aber ohnehin noch eine ihrer besten, andere hitten sie noch viel weiter
in einen Nachteil versetzt. Hatte sie ndmlich z.B. K KA’ gewihlt, so hitte Julian durch Wahlen
des Musters AA'K seine Gewinnwahrscheinlichkeit sogar auf { steigern kénnen (er wiirde immer
gewinnen, aufler wenn die ersten drei Wiirfe K’ A'K zeigen!).

In Tab. 3 sind nun alle Wahrscheinlichkeiten aufgelistet, mit der das jeweilige Zeilen-Muster
frither als das jeweilige Spalten-Muster beim Werfen einer fairen Miinze kommt. Der héchste
Wert jeder Spalte ist eingerahmt: Das in dieser Zeile stehende Muster ist also das beste »Ge-
genmittel* gegen das in dieser Spalte stehende. M.a.W.: Zu jeder Wahl von Julia (Spaltenwahl)

sucht sich Julian in der gewahiten Spalte jenes Element (Zeilenwahl), mit dem er die gréBten
Gewinnchancen hat.

Die Wahrscheinlichkeiten kdnnen alle nach demselben Schema wie oben berechnet werden (wo-

¢ beidas Lésen des jeweiligen Gleichungssystems bei Einsatz eines CAS auch kein zeitliches bzw.

motivationales Problem darstellen sollte). 8 von den 28 méglichen Paarungen dreigliedriger
Muster brauchen nicht durchgerechnet zu werden, da von vornherein feststeht, dal keines der
beiden Muster bevorzugt werden kann (Symmetrietiberlegungen bzgl. A'-A; oder: Unterschiede
nnr an der dritten Stelle). Bei den restlichen 20 Fillen (Paarungen) sind jeweils 2 symmetrisch
7ueinander bzgl. A und A, so daB also in Wirklichkeit nur 10 Félle (Paarungen) zu unter-

suchen bleiben (aber ohne CAS braucht man auch fiir 10 einfache 4 x 4-Systeme einiges an
Durchhaltevﬁrmégen)
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KKK | kKA |EAK | AKK | KAA | AKA | AAK | AAA
14 g 10 8 g 10 8 14
KKK ()| — | 1/2 1 25 | 18 | 2/5 [5/12 | 3/10 | 1/2
KkA®) || 1/21 — ||| 1/4 E 5/8 | 1/2 | 7/10
KAK (10) || /5 | 13 | — | 1/2) 1/2 | 1/2 | 3/8 |7/12
AKK (8) || [7/8] 113/4|] 1/2| — | 12 | 1/2|1/3 ] 3/
D kaas) | 35 | 1/311/20 12 | — | 1/2|[3/4]| [T
AKA(10) | 7712 | 3/8 | a2 | 1/2 ) 1/2 — | 13 | 35
AAK (8) || 710 | 12 | a8 |12/300) 1/4 [[e3)| — | 1/2
AAA(14) | 172 | 3/10 | 5/12 | 2/5 s | o5 | 1/2) —

Tab. 3:  3-gliedrige Muster: Erwartungswerte; ~Gewinnwahrscheinlichkeiten des jeweiligen Zeilen-Musters
bei ,kommt frither als“ in einer Wurfserie mit einer LAPLACE-Minze

Legende fiir Tab. 3 und 5 bzw. 6 (am Schluf des Beitrages):

7/81...... eingerahmt sind die jeweiligen Spaltenmaxima (— Spiel: Julia — Julian).

]/2 ...... kursiv sind jene Werte 1/2 gesetzt, bei denen gilt: unterschiedliche Erwar-
tungswerte, aber gleiche Wahrscheinlichkeiten (eben 1/2) bei ,kommt friher als“.

1/4 ... in typewriter sind jene Werte (# 1/2) gesetzt, bei denen gilt:
gleiche Erwartungswerte, aber unterschiedliche Wahrscheinlichkeiten bel
kommt friiher als” (eben # 1/2) (kommt bei 2-gliedrigen Mustern nicht vor).

9/14 ...... fett sind jene Werte (# 1/2) gedruckt, bei denen die Sichtweisen
,Erwartungswert“ bzw. ,Wahrscheinlichkeiten fiir kommt friither als“ sogar
zur gegenteiligen Einschatzung fiihren (kommt bei 2- und 3-gliedrigen Mustern nicht

vor).

Wir erhalten dadurch ein Beispiel einer nichttransitiven (weil zvklischen) Beziehung: , Muster

X kommt mit einer Wehrscheinlichkeit p > $ vor Muster Y* (bzw. ,Muster X ist besser als
e o JPy e e . : ,

Muster Y, in Zeichen: X>Y. Es gilt namlich z.B., wie man aus Tab. 3 erkennt (ausgehend von

AAK kommt man wieder zu AAK, wobei jedesmal die zugehdrige ,Siegeswahrscheinlichkeit”

(deutlich!) grofer als 3. also jedes Muster deutlich besser als sein Vorgénger ist):

nt

23 3/4 2/3 3/4
AAKN S AN > ARA > RAA > AAR.
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..Nichctr:mnsitivitét“: Aufgrund der ersten drei , Besser*-Relationen dirfte man bei Transitivitit
" . . . . . P . , ,
besser” ja AAR besser als KAA, in Zeichen AAK > KAA mit p > 1/2 erwarten, was

g urrh die letzte Relation ja widerlegt wird.

Bemerkungen:

o Man sieht an den Zeilen in Tab. 3, daB alle reinen und alle symmetrischen Muster (KKK,
KAK, AKA, AAA) niemals das beste Gegenmittel zu einem vorher gewéhlten Muster
des Gegenspielers darstellen, und daB die Rolle des besten Gegenmittels zwischen den
anderen vier Mustern gleichmaBig anfgeteilt ist - bei jeweils zwei Mustern als Erstwahl
(wichtig fur Julian).

s Weiters sieht man an den Spalten auch, daf es nur drei ,Klassen“ von Erstwahlen gibt
(wichtig fiir Julia): die schlechtesten wiren KAK bzw. AA4A (hier kdnnte Julian seine
Gewinnwahrscheinlichkeit auf I steigern), die zweitschlechtesten wiren A'RA'A baw. AAK
(Gewinnwahrscheinlichkeit von Julian = %), und die drittschlechtesten (,,besten®) wiren
KAK, AKK, KAA, AK A — hier hitte Julian eine Chance von ,nur® %

o Wenn Julia ihr Muster aus den acht méglichen gleichverteilt (also jedes mit Wahrschein-
lichkeit &, was natiirlich unklug ware) und geheim wahlen, Julian ithr Muster also erst
nach seiner eigenen Wahl erfahren wiirde (bei zufallig gleichem Muster — Wahlwieder-
holung), so miifite Julian jenes Muster aus Tab. 3 nehmen, dessen Zeilensumme maximal
ist, um die grofite durchschnittliche Gewinnchance zu haben. Dies ist der Fall bet AK'K
bzw. KAA (durchschnittliche Gewinnchance = 0.58). Die zweitbesten Muster in diesem

Sinne wiren KA A bzw. AAK: durchschnittliche Gewinnchance = 0.56.

o Die Tabellen 1, 3, 5 und 6 in eine Tabelle nebeneinander geschrieben (diese beiden sind aus
Platzgriinden nicht in einer Tabelle, sondern geteilt wiedergegeben ~ Beitragsende) haben
klarerweise gewisse Symmetrieeigenschaften: (1) Punktsymmetrie bzgl. ihres Zentrums.
(2) Bzgl. der Haupt- bzw. Nebendiagonale besteht eine , Ergdnzung auf 1“-Symmetrie.

o Die beobachtete UnfairneB des Spiels besteht nicht nur bei 3-gliedrigen Mustern, sondern
bei jedem n > 3: zu jedem n-gliedrigen Muster gibt es ein anderes n-gliedriges Muster,
das sich mit einer Wahrscheinlichkeit p > } frither in einer zufilligen Serie ergibt, also
,besser in diesem Sinne ist (siehe z.B. CHEN/ZAME 1977). Bei jedem n > 3 gibt es also
Intransitivititen dieses Begriffes , bessser®.

Es gibt bei 3-gliedrigen Mustern einige Paarungen, die zwar gleichen Erwartungswert haben,

obt ;1 aber dm r\.uftm‘rtswahrschemllchkext des einen vor dem anderen unglmch = ist (in Tab. 3
nit typewriter-Schriftbild), z.B.:
ANK - [{A’A: E(AKRK) = E(KKA) =8, aber PIAKK vor KKA) =2 ;
NRKA - KAA E(KKA) = E(R. 14, = 8, aber P(AA A vor KAA) =%

anilog '\m Vertauschung von K und - 4. Dlesea Phinomen kann bei 2- tfhedng;en Mustern noch
ficht beobachtet werden: es gibt bei 2-gliedrigen Mustern ndmlich nur zwel Paarungen, bet
vvir-.'n»:n sich in der Sichtweise kommt friher als ein Wert, # % ergibt (siehe oben) —- die durch
A‘mr mt [riker als bHvorzugten Muster haben aber auch kleineren Erwartungswert:

AR vor KK) = %, E(Af\") =4, E(KA)=6.

P[ NAvor 44 = 2 E(KA)=4, E(AA) =6

(Y e C . . .. _ ] . . .
wenanso sibh s bel 3-gliedrigen Mustern einige Fille (Paarungen), bei denen die Auftritts-
T T . . . . ! \ e
wahirscheinlichkeit des einen vor dem anderen gleich + ist, aber die Erwartungswerte (dentlich)
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verschieden sind (siehe Tab. 3, Kennzeichnung durch kursiv-Schriftbild), z.B.:

KKK - KKA: E(KKK)=14 E(KKA)=8,

KAK - AKK: E(KAK)=10 E(AKK)=38,

KAK - KAA: E(KAK)=10 E(KAA)=8;

(analog bei Vertauschung von K und A). Dieses zweite Phanomen war schon bei 2-gliedrigen
Mustern zu sehen:

P(KAvor KK) =3, aber E(KA)=4und E(KK) =6 ;

P(AKR vor AA) = 3, aber F(AR) =4 und E(AA)=6.

Die beiden Sichtweisen kénnen also schon bei 2- bzw. 3-gliedrigen Mustern bei einer festen
Musterpaarung Gleichwahrscheinlichkeit bzw. Bevorzugung eines Musters bringen!

Erstmalig bei 4-gliedrigen Mustern kénnen nun die beiden Sichtweisen , kommt frither als® bzw.
,Erwartungswert® das echte Gegenteil voneinander bringen, d.h. nicht nur ,Gleichwahrschein-
lichkeit* gegen ,Bevorzugung eines Musters®, sondern sogar Bevorzugung des einen Musters
gegen Bevorzugung des anderen Musters:

P(KAKA vor AKAA) = & > i aber E(KAKA) =20 > 18 = E(ANAA).

Fiir weitere Beispiele siche Tab. 5 und 6 am Ende des Aufsatzes.

5.3 Viergliedrige Muster

In ganz analoger Weise k. nnen die Erwartungswerte bei viergliedrigen Mustern berechnet wer-
den durch 8 lineare Gleic ungen in 8 Unbekannten, i.e. bedingte Erwartungswerte Eaxa, Eaax,
Eixa, Exan, Eaxk, Exary Exka, Exrr. Es bezeichne E444 den bedingten Erwartungswert
der Anzahl notiger Wiirfe fiir K AK A unter der Bedingung, daB die ersten drei Wiirfe das Er-
gebnis AAA hatten; die anderen bedingten Erwartungswerte analog. So kénnen z.B. die oben
schon angegebenen Werte fiir E(ARAA) = 18 und E(KAKA) = 20 berechnet werden. Wir

wollen dies zunachst fiir | g < E(KAKA) =120 zeigen. Es gilt

_1
T8

Wir haben also zuerst diese bedingten Erwartungswerte zu berechnen mit Hilfe der folgenden
8 linearen Gleichungen (die jeweiligen Losungen sind links in Klammer angegeben):

E (Eana + Eanar + Eaxa+ Exan + Eakk + Exax + Exxa + Exgr) -

(Esan = 23) Egan = 1+ %EAAA + %‘EAAK
(Basrx = 21) Esqag = 1+ ';'EAI\'A + %EAK]\'
(Eaka =19) Eaxa = 1+ %EKAA + ’]2‘EKAI\'
(Eraa = 23) Erxapn = 1+ %EAAA + ‘;‘EAAK
(Earr = 21) Earrw = 14 zErka+ %EKA'K

1
(Exar = 13) Exanw = 1+ 534 5Earn

1
(Expa = 19) Exra = 1+ cExas+ §Ei\',1f\'

'

1
2
1
.2_
1
2
/ 1
\El\']\']\' = 21) Erxpn = 1+ 5

1
Epra+ 5ExkE -




‘&
5
]
i

0 IV

S et T

- 69 -

Fir F = E(KAKA) — das arithmetische Mittel dieser 8 Werte — erhalten wir dadurch 20.

Nun interessieren wir uns fiir den Erwartungswert | £ ' g( 4K 44) |. Ganz analog ergibt sich

in diesem Fall (die Lésungen sind wieder links in Klammer angegeben):

(Eass =19)
(Eaax = 17)
(Faxa =11)
(Exan =19)
(Eaxr = 21)
(Exar = 17)
(Exra =19)
(Exxr =21)

1 1
Egaa = 14 zEsaa + zEaux

2 2
1 1
Eiaw = 1+ §EAKA + 5EAA‘A'
1 1
Eska = 1+ 5 3+ ’Q"EA"AI\'
1 1
Fraa = 1+ §EAAA + 'Q‘EAAI\'
1 1
Eukrg = 14 §EA'1\'A + §EKKK
1 1
Exaw = 1+ 'Q‘EAKA + §EA}\’K
1 1
Egkga = 1+ §E[('AA + 'Q‘EI\"AK

1 1
Exkr = 1+ 'Q'EI\'I\"A + §E1\'I{K

Fir E = E(AK AA) (arithmetisches Mittel) erhalten wir hier 18. Tabelle 4 gibt einen Uberblick
iiber die Erwartungswerte bei den einzelnen 4-gliedrigen Mustern.

KKKK | KKKA | KKAK

KAKK | AKKK | KKAA | KAKA | KAAK

30 16 18

18 16 16 20 18

AAAA | AAAK | AAKA

ARAA | KAAA | AAKK | AKAK | AKKA

Tab. 4: Erwartungswerte der einzelnen viergliedrigen Muster

Auch die oben schon angegebene Wahrscheinlichkeit P(KAK A vor AKAA) = & kann durch
ein 8 x 8-System fiir die einzelnen bedingten Wahrscheinlichkeiten (Pasa, Paax, Parxa, Praa,
Pink, Prar, Pxka, Pxr) berechnet werden (Paaa bezeichne die bedingte Wahrscheinlichkeit
fiir das Ereignis ,KAKA vor AKAA®“ unter der Bedingung, daf die ersten drei Wiirfe das
Ergebnis AAA hatten; die anderen Werte analog.) Durch die Lésung des Gleichungssystems
(die Lésungen sind links in Klammer angegeben)

TN
.
S
S

H

|

[ RN T T

I e N N

PAA!\'

Parca =

=
w
IS
|

TN TN TN

=~ Oy

TN

Pirw

1 1

Paaa = §PAAA + ;Z‘PAAI\’
1 1

Paaw = §PAKA + §PA1\“I\"
1 1

Piga = 5 0+ 5Pran
1 1

Praa = EPAAA + 5 Paak

1
Pigr = SRLLE + SPI\']x'I\'
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6 1 1
(PKAK = ?> Prak = 51+ 5Pakn

bR 1 1
(PK}\"A = ?) Prxa = zFiant 5Fkax

5 1 1
Prrw = :/> Prrx = 5Pxka+t §PI\'K1\'

ergibt sich fir den Wert der gesuchten Wahrscheinlichkeit P = P(KARA vor ANAA) =
Hieteieieietedsl =g
Salopp formuliert: Das Muster AKAA kommt zwar ,meistens® (mit Wahrscheinlichkent =
erst spater als K AK A4, aber wenn AKAA friher kommt, so kommt es offenbar meist deutlich
friiher, so daB ,im Mittel” die fir AKX AA nétige Wurfzah! trotzdem kleiner ist (Erwartungswers,
,Empfindlichkeit des arithmetischen Mittels gegeniiber Ausreifern®).

,Interpretationen® bei KAKA - AKAA:

Zwei Personen vereinbaren, jeweils eines der beiden Muster KAKA bzw. AKAA zu wihlen
Eine Miinze wird wiederholt geworfen; nun kann maxn sich (mindestens) drei verschiedene Spicl-
regeln vorstellen, die mit unserem Paradoxon zusammenhéangen:

(1) Gewonnen hat derjenige, dessen Muster zuerst als Wort (Ergebnis von 4 aufeinanderfolgen-
den Wiirfen) kommt; dann ist es kliiger, sich fur K AK A zu entscheiden.

(2) Es wird vereinbart, viele (z.B. 100) Serien zu werfen. Jede Serie dauert solange, bis beide
Muster erschienen sind - also: nach dem Erscheinen des zweiten Musters erfolgt ein Abbruch und
Start einer neuen Serie). Jeder Spieler notiert bei jeder Serie die Anzahl von Wiirfen, bis sein
Muster erschienen ist und bekommt dadurch viele (z.B. 100) Werte. Sieger ist nun derjenige,
dessen Durchschnittswert (arithmetisches Mittel) kleiner ist. Bei diesem Spiel ist der Spieler
mit AK AA bevorzugt!

(3) Es wird vereinbart, daB ,die fir das Spiel entscheidenden 4-gliedrigen Muster® nur jepe
der Blécke 1-4, 5-8, 9-12, etc. sind (im Gegensatz zu den obigen beiden Spielregeln, bei denen
alle méglichen 4-er Blocke einer Serie zihlen, also auch z.B. die Blécke 2-5, 3-6, 4-7, etc.)
M.a.W.: Nach jedem abgeschlossenen Viererblock gilt die Devise: Neues Spiel, neues Gliick;
,Uberschneidungen“ zwischen den Lgiiltigen® Viererblécken werden nicht beachtet. [Man konnte
auch sagen: es werden immer nur Serien der Lange 4 geworfen, dann jeweils Neustart] Sieger
ist derjenige, dessen Muster frilher in enem ,giltigen Viererblock® erscheint. Dann sind die
Muster der einzelnen Viererblécke (1-4, 5-8, 9-12, etc.) wobl voneinander unabhingig (einzelne
unabhingige Serien der Lange 4) und beide Muster sind fur dieses Spiel gleichgut!

Die Tab. 5 und 6 (siehe Beitragsende) geben einen Uberblick iiber Erwartungswerte und Sie-
geswahrscheinlichkeiten bei viergliedrigen Mustern (siehe die Legende zu Tab. 1).

Bemerkungen:

(a) Es gibt bei 4-gliedrigen Mustern (wie bei 3-gliedrigen) sowoh! eine Fulle von Paarungen mit
gwar gleichen Erwartungswerten, aber unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten bzgl. ,komm:
frither als® (in den Tab. 5 und 6 durch typewriter gekennzeichnet) als auch viele Paarungen m:t
swar diesbeziiglichen gleichen Wahrscheinlichkeiten aber unteschiedlichen durchschnittlichen

Wartezeiten (Erwartungswerten) - in den Tab. 5 und 6 kursiv gekennzeichnet.

(b) Erstmalig bei 4-gliedrigen Vustern kénnen aber die beiden Sichtweisen ,kommt friher
als® bzw. ,Erwartungswert® das echte Gegenteil vonginander bringen, d.h. nicht nur , Gleich-
wahrscheinlichkeit® gegen ,Bevorzugung eines Musters®, sondern sogar Bevorzugung des einen
Musters gegen Bevorzugung des anderen Musters. Wir haben schon erwéhnu:
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p(KAK Avor AKAA) = § > §, aber E(KAKA) =20 > 18=E(AKAA).
\Weitere Beispiele dieser Art:

PIKAKK vor AKKK) = {5 > §, aber B(KAKK) =18 > 16=E(AKKK).
L aber E(KAKK)=13 > 16=E(KKAA).

aber E(KAAK) =18 > 16 = E(AAKK).

1
P(KAKK vor KKAA) = “;‘
P(KAAKR vor AAKK) = TT'z‘

¢) Wiirden Julia und Julian mit 4-gliedrigen Mustern spielen, so betriige Julians Gewinnwahr-
scheinlichkeit jedenfalls (mindestens) %, ein Wert, der sogar etwas kleiner als der entsprechende
Wert % bei 3-gliedrigen Mustern ist. D.h. mit wachsendem n muf bei dieser Spiel die Unfairnel
nicht notwendig noch gréBer werden.

(d) Ein Beispiel einer zyklischen Kette (nichttransitive Relation besser beim Spiel ,kommt
) 5/7 9/14 4/7 B

iher als') KEAK 5 KAKA 5Y agaa Y aakw BN KRAK

(e) Die Muster mit der hochsten Zeilensumme (und daher gréfBte ,durchschnittliche Gewinn-
chance" bei geheimer und gleichverteilter Wahl des Gegners) sind AKKK bzw. KNAAA mit
einer durchschnittlichen Gewinnchance von ca. 0.557. KK AA, AAKK: ~ 0.546; KKKA,
AAAK: ~ 0.538 . Hier sind also doch Muster mit niedrigen Erwartungswerten besser.

1 6 Erwartungswerte bei n-gliedrigen Mustern

' Trivialerweise haben je zwei Muster, die K — A-symmetrisch sind, dieselbe durchschnittliche
I} Wartezeit (denselben Erwartungswert), z.B. KAK K AA und AAR K AK (jeweils 64). Es gilt au-
Berdem (zwar nicht trivialerweise, aber doch): Je zwei Muster, von denen jedes das ,riickwarts®
ed gelesene des jeweils anderen ist, haben gleiche durchschnittliche Wartezeit (Erwartungswert);
n§ dies folgt auch z.B. aus L1 1980.

3\

)

Allgemein gilt bei n-gliedrigen Mustern: Der Erwartungswert (durchschnittliche Wartezeit) fiir

die Serie & ... K A ist minimal unter allen n-gliedrigen Mustern, er betrigt 2". Die ,reinen Se-
(n-1)-mal ‘

T} rien® (n-mal K oder n-mal A) haben die lingsten durchschnittlichen Wartezeiten, sie betragen

lep ol _ 0 =92 — 1)

1€
E(K.. K A)=2" E(K. .KK)= ontl _ 9 =2(2" - 1)
e (n-=1)~mal (n—1)-mal

‘Die Mazimalitit bleibt hier unbewiesen. Sie folgt z.B. - wie die vorher erwihnte Minimalitdt
itd - aus der Arbeit von Lt 1930.] Obwohl die beiden Wahrscheinlichkeiten, dafl das eine Mu-
ntd ster hzw. das andere zuerst kommt, gleich grof sind (nach (n — 1)-mal A fallt mit gleicher
2t} Wahrscheinlichkeit sin weiteres K oder A), muB man somit im Durchschnitt fast doppelt so
en! lange auf cine reine K -Serie der Linge n warten wie auf eine A-Serie der Linge n -1 und
da.rauffolgendes A

er A\ 1 . . . . U
1 Man kénnte vermuten, daB dieses Phanomen - eventuell unbewuft - eine Ursache dafiir ist,

4a8 viele Leute nach einer relativ langen ,Rot-Serie beim Roulette® intuitiv viel eher ., Schwarz™

e e . - .
erwarten als erneut ,Rot“ (oder A nach einer K-Serie).




- 77 -

271-1 21

* n 1 1 1
Lemma: Z ==1+2-—+3-;)7+4'2—3+ ...... =4,
n=1 =

n=1

0 o) ! N
Beweis: Aus der bekannten Beziehung Y nz™™' = (Z z") = (_z_,) = ~Llo fir |z| <
4

E(K. KK)=2"* -2

n—mal

Vollstindige Induktion:

Fir n = 1,2, 3 haben wir die entsprechenden Werte 2, 6, 14 schon bestétigt. Unter der Annahme
der Giiltigkeit von E(A ... K )= 2" —2 haben wir E(& ... KK) =2"*" — 2 zu zeigen.
e — s o’

(n=1)—mal n—mal
Wir betrachten das ,Geschehen® nach dem ersten Block & ... A . Der Erwartungswert fir
N’

(n=1)=mal
. A . . . . .
diesen ersten Block betragt 2" — 2, wie wir aus der Induktionsvoraussetzung wissen.

X X K \// .
N A —> K.... K ) ’ K !
l2n___2 '1J ______> A _—> K..... K A\./_._}
N 2" =2 1 :
2 =1 | J N2 !
N 1 | < B
2" -1

Fig. 1: E(K ...K): Méglichkeiten nach den einzelnen K-Blocken [(n = 1)-mal hintereinander K

Die Miinze kann nun beim nichsten Wurf A zeigen (E =2"-2+1=2"-1,p= }) oder A. Im
sweiten Fall ist erneut auf den nachsten K-Block [(n — 1)-mal hintereinander K] zu warten und
wieder entscheidet der darauf folgende Wurf: er kann A sein (E = (2" =1)+(2"=1) = 2(2" - 1),

p=3%-1=1) oder wieder A usw. Wir erhalten insgesamt (siehe Fig. 1)

E(K..KEK) = (2"=1)

(n~1)-mal

1
= (2"—1).§»<1+2~L+3--l—,\+4v3~+ ...... >z2"“-—24

=4 (siehe Lemma)

E(K.. K A)=2
N’

(n—1)~mal

Beweis von

I
i.

Wir wissen von oben und verwenden im folgenden, daB E( A ... K ) = 2" -2 ist. Ganz kurz und
N————
(n=1)-mal
lapidar kénnte so argumentiert werden: A .. K A bedeutet nichts anderes als Warten auf den
(n-1)—mal
ersten A-Block der Lange n — 1 (der Erwartungswert dafiir betragt 2% —2) und anschliefendes
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arten auf das ndchste A (dieser Erwartungswert betragt 2), woraus sich der behauptete
Frwartungswert E(K ... K A) =27 unmittelbar ergibt!
(n-1)-mal
Eine etwas kompliziertere Begriindungsweise: Das Muster K ...K A kann nur nach dem ersten K-Block der
(n-1)—mal

Linge 7 — 1 auftreten, entweder unmittelbar nach diesem (wenn danach ein A4 fillt), erst nach einem weiteren
K (wenn nach dem ersten K-Block der Linge n—1 wieder K fillt) oder erst nach einem abermals weiteren K

usw. (siehe Fig. 2).
/

K....K<K <A \// //
_____> . A
2P -2 K <

€<

Fig. 2: E(K ... KA): Moglichkeiten nach dem ersten K-Block der Linge n —1

Da 2™ -2 die durchschnittliche Wartezeit auf den ersten K-Block der Linge n—1 ist und mit Wahrscheinlichkeit
L der darauffolgende Miinzwurf A bringt, erhalten wir fiir diesen (bedingten) Erwartungswert 2" —2+1 = 2" -1

2

mit zugehoriger Wahrscheinlichkeit 1. Wenn der auf den ersten K-Block (der Lange n — 1) folgende Wurf erneut

K bringt, so kann die Miinze schon beim wiederum nichsten Wurf A zeigen (und somit das gewiinschte Muster
K .. K A liefern: der zugehérige bedingte Erwartungswert betrigt E=2" ~2+14+1= mop=Li-t=1
Nt et 2 2

(n—~1)-mal
usw. Wir erhalten hier insgesamt:

1 1 1 1
R A= 1) e @) (@Y =t
(K. K A= =1 s+ 4@ +) g+ 4D 5
(n=1)=mal
111 112 .3 11 1 ! L
JEPUUA SR U S NS R S A = R R R AR~ Rk Rt~ R R EERTE s
2 <2+4+8+ ) AR N 2+8<+ ittt Et )
h—-v—-—-—'/ ——
1 =4 (siehe Lemma)

Bemerkung: Es gibt aufler der hier dargestellten Methode noch einige andere zur Berechnung von mittleren

Wartezeiten (Erwartungswerten) und Siegeswahrscheinlichkeiten (,Muster X kommt frither als Muster Y*). Drei
davon seien mit einem Literaturverweis erwihnt: (1) mit Hilfe unendlicher Reihen - siehe 2.B. HUMENBERGER
1998b; (2) mit Hilfe von Graphen und den ,Mittelwertsregeln — siche ENGEL 1976, S.18ff (insbesondere S. 22-
26); (3) mit Hilfe des sogenannten CONWAY- Algorithmus — beschrieben z.B. in GARDNER (1974, S.123) oder
ESZEKELY (1990, S.62); dieser ist sehr leicht durchzufiihren, aber relativ schwierig einzusehen bzw. zu begriinden
z.B. L1 1980).
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KKKK | KKKA | KKAK | KAKK | AKKK | KKAA | KAKA | KAAK

30 16 18 18 16 16 20 15
KKKK (30) | — 1/2 1 o5 3/10 116 | 2/5 | 5/12 4/1?~
KKKAQe) | 1/2 | — 2/3 172 | 1/8 |12/3]| s 4/
KKAK (18) || 3/5 1/3 — 3/5 sz | 1/2 1/2
KAKK (18) | 710 | 1/2 | 2/5 — |T/12| 4/7 | 1/2 | 1
AKKK (16) 7/8(| 112 | 5/12 | — | T7/12| one | 1/2
KKAA(16) | 3/5 1/3 | 1/2 | 3/7 |5/12| - 5/9 2/3
KAKA (20) | 7/12 3/8 2/7 1/2 | 116 4/9 — 1/2

KAAK (18) | 7/11 3/7 1/2 1/2 1/2 | s | 1/2 —

AKK A (18) 5/8 716 | 7/12 | 5/12 | 1/2 |7/12| 9/16 1/2

AKAK (20) | 5/8 716 | 716 ||9/14]1 1/2 | 716 1/2 7/16

AAKK (16) 3/4 | 7/12| 9/14 9/16 E 1/2 9/16 | 5/12
KAaaae) | wu | 3/7 | 1/2 | 1/2 | e | 1/3 | 1/2 ) 1/2
AK AA (18) 5/8 7716 | T/16 | 172 1/2 | 116 |5/14|7/12

AAK A (18) 5/8 7/16 12 | 9/16 | 1/2 | spna | 916 | 5/12

AAAK (16) 15/22 1/2 9/16 9/16 4/7 15/12 | 9/16 9/16

AAAA (30) 1/2 7/22 3/8 3/8 4/11 1/4 3/8 3/8

Tab. 5: Teil 1 - Viergliedrige Muster: Erwartungswerte; Gewinnwahrscheinlichkeiten des
jeweiligen Zeilen-Musters bei ,kommt friiher als” in einer Wurfserie mit einer LAPLACE-Miinze
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Tab. 6:

IKKA | AKAK | AAKK | KAAA | AKAA | AAKA | AAAK | AAAA
18 20 16 16 18 18 16 30
_;IZKK (30) || 3/8 3/8 1/4 | 41 3/3 38 | 722 | 12
KKKA(16) | 9/16 | o9/16 [ 5/12| 4/7 9/16 90/16 | 1/2 | 15/22
Ak (18) || /12 o6 | spa | 1/2 1 9/16 | 12 | 116 | 58
Kakk (18) | 7/1215/14| 716 | 1/2 12 | T/161 7/16 | 5/8
Akkk e | 1/2 1 1/2 | 1/3 1/2 1/2 | 1/2 | 3/7 | 11
KKAA(16) | 5/12] o9/16 1/2 @: 9/16 o/14 | T/12| 3/4
| KAKA (20) | 7/16 1/2 e | 1/2 |19/14)| 116 | /16 | /8
KAAK (18) || 1/2 op16 | T/12| 1/2 | /12 |7/12]| 7116 | 5/8
AKKA (18) — 1/2 | 13 1/2 1/2 1/2 37 | 7/11
AKAK 20) | 1/2 | — a9 | e | 1/2 | w1 | oas | 112
AAKK (16) 5/9 — |5/12| 3/7 | 1/2 | 1/3 | 35
Kaaaae) | 1/2 | one |T/12| — | 5/12 | 1p2 ||7/8] [15/16]
AKAA (18) e | 1/2 | 47 [T/12 — 2/5 | 1/2 | 710
AAKA (18) | 1/2 1/2 | sp2 | 3/5 — /3 | 35
AAAK (16) || 4T 58 [ 12/301 1/8 | 1/2 | [/3 - 1/2
AAAA (30) || a/11 | s/12 | 273 1/16 | 3/10 a5 | 1/2 | —

; Teil 2 - Viergliedrige Muster: Erwartungswerte;
Jeweiligen Zeilen-Musters bei ,kommt frither als® in einer Wurfserie mit einer LarLaCE-Miinze

Gewinnwahrscheinlichkeiten des
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Konstruktion von Aufgabenstellungen zur analytischen
Geometrie mit ,,schonen® numerischen Werten

Maria Koth, Universitat Wien
1. Gitterpunkte auf Kreisen und Kugeln

1.1 Hohenschnittpunkt und Umkreismittelpunkt eines Dreiecks

Als erstes einfaches Beispiel fiir die Konstruktion von Aufgabenstellungen mit ganzzahligen
numnerischen Werten soll die folgende Frage betrachtet werden: Wie kann man die Eck-
punktskoordinaten eines Dreiecks in R? ganzzahlig wahlen, so dass auch die Koordinaten des
Héohenschnittpunktes und des Umkreismittelpunktes ganzzahlig sind?

Fine einfache Mdglichkeit, solche Dreiecke zu finden, besteht darin, als Dreieckseckpunkte
ganzzahlige Gitterpunk.2 auf einem Kreis in Mittelpunktslage zu wihlen und anschlieBend
eine Translation anzuw: nden.

Da, zum Beispiel, 65 =8+ 12 = 72 + 42 ist, liegen auf dem Kreis x*+y? = 65 insgesamt 16
Punkte mit ganzzahligen Koordinaten, namlich aile Punkte mit den Koordinaten (£8/41),
(£1/28), (£7/44), (£4/7).

Es gibt vielfdltige Moglichkeiten, drei dieser Punkte als Dreieckseckpunkte auszuwéhlen. (Je
nach Wahl der Punkte kann man spitzwinkelige, stumpfwinkelige oder rechtwinkelige Drei-
ecke erzeugen.) Alle diese Dreiecke haben den ganzzahligen Umkreismittelpunkt U(0/0), und
auch die Hohenschnittpunkte dieser Dreiecke haben ganzzahlige Koordinaten:

Bekanntlich liegen in jedem Dreieck der Umkreimittelpunkt U, der Schwerpunkt S und der
Hohenschnittpunkt H auf einer Geraden (= eulersche Gerade), wobei S die Strecke UH im
Verhiltnis 1:2 teilt. Daraus folgt, dass

S=U+ 1500 o 3.5=3U+HU) o 38=H+2U.

Da S = 1/3.(A + B + C) ist, kann man die Gleichung H +2.U =38 auch in der Form
H +2.U = A+ B + C anschreiben.

In jedem Dreieck gilt also: H+2.U=38=A+B+C

Diese Beziehung erméglicht es, bei bekanntem U die Koordinaten von H einfach zu berech-
nen und zeigt auBerdem, dass in einem Dreieck mit ganzzahligem A, B, C und U stets auch H
ganzzahlige Koordinaten hat.
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Beispiel:
Wihlt man nun, zum Beispiel, A(-8/-1), B(7/-4) und C(4/7) auf dem Kreis x*+y* = 65, so hat
dieses Dreieck den Umkreismittelpunkt U(0/0) und den Héhenschnittpunkt H=A+B+C=

(3/2).

Durch Verschieben um einen Translationsvektor_t‘mit ganzzahligen Koordinaten erhélt man
ein Dreieck A,B,C, mit ganzzahligem Umkreismittelpunkt U, und ganzzahligem Hohen-
schnittpunkt H,, wobei aber U, nicht mehr der Nullpunkt ist.

Sei, zura Beipiel, T = (5/1):

A= A+T = (-8/-1) +(5/1) = (-3/0)
B,= B+1 = (7/-4) +(5/1) = (12/-3)
C,= C+T = (WT)+(5/1) = (9/8)
U, = U+T = (0/0) +(5/1) = (5/1)
H,= H+T = (3/2)+(51) = (8/3)

1.2 Kreis- und Kugelaufgaben

Ganzzahlige Gitterpunkte auf Kreisen in Mittelpunktslage ermdglichen es nicht nur, Dreiecke
mit ganzzahligem Héhenschnittpunkt und Umkreismittelpunkt zu finden, sondern sind beim
Erstellen vieler Aufgabenstellungen aus dem Bereich der analytischen Geometrie des Kreises
von Nutzen.

Beispiel:
Es sollen ,,schéne® numerische Werte fir A, B, g und h der folgenden Aufgabenstellung ge-

funden werden:
,Ein Kreis durch die Punkte A und B hat seinen Mittelpunkt auf der Geraden g. Die Schnitt-
punkte dieses Kreises mit der Geraden h sind zu ermitteln.*

Wiederum kann man von einem Kreis in Mittelpunktslage ausgehen, und die hier gewihlten
numerischen Werte durch Anwenden einer Translation modifizieren.

Auf dem Kreis x+y* = 85 liegen 16 ganzzahlige Punkte. Man wihlt nun zwei Punkte A und B
auf diesem Kreis, zum Beispiel A(-2/9) und B(9/2), und eine beliebige Gerade g durch den
Kreismittelpunkt (0/0), zum Beispiel g:3x+2y=0.

Die Gerade h soll ganzzahlige Schnittpunkte C und D mit dem Kreis haben. Wihlt man, zum
Beispiel, C(-9/-2) und D(6/-7), so errechnet man h: x+3y = -15.

Nun wendet man eine Translation, zum Beispiel mit dem Schiebungsvektor T=(4/3), an. Man
erhilt:

A A+T=(212)
B B+T=(13/5)
M M +T=(4/3)
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Durch eine Translation wird jede Gerade auf eine zu ihr parallele Gerade abgebildet. Die Ge-
rade g:3x +2y =0 geht daher durch die Translation in eine Gerade der Form 3x +2y =¢
iiber. Da die verschobene Gerade durch den neuen Kreismittelpunkt (4/3) verlaufen soll, erhilt
man als Bildgerade 3x + 2y = 18. Analog dazu geht die Gerade hix + 3y =-15 in die parallele
Gerade x + 3y = -2 durch den Bildpunkt C, = C +T = (-5/1) tiber.

Die anfangs betrachtete Aufgabenstellung kénnte nun folgendermaBen formuliert werden:
Ein Kreis durch die Punkte A(2/12) und B(13/5) hat seinen Mittelpunkt auf der Geraden
g:3x+2y=18. Die Schoittpunkte dieses Kreises mit der Geraden h:x+3y= -2 sind zu ermitteln.

Reispiele fiir Kreise x* + y? = 1? mit mehreren ganzzahligen Gitterpunkten sind:

r Gitterpunkte
5 (@3/24), (14/23), (£5/0), (0/23)
50 (£7/%1), (£1/47), (5/%5)
65 (£7/44), (£4/27), (£8/%1), (£1/%8)
V85 (£T/26), (K6/£T), (£9/%2), (£2/£9)
10 (£6/28), (£8/£6), (£10/0), (0/£10)
125 | (211/22), (22 £11), (£10/£5), (£5/£10)
145 (£9/28), (= /29), (+12/%1), (£1/%12)

Analog dazu kann man, ausgehend von ganzzahligen Gitterpunkten auf Kugeln in Mittel-
punktslage Aufgabenstellungen zur analytischen Geometrie der Kugel mit schonen numeri-
schen Werten erstellen.

Beispiele fiir Kugeln x* + y* + 22 =1 mit mehreren ganzzahligen Gitterpunkten sind:
Sp

Zerlegung £=x*+y* + 7

T
3 32=Oz+02+32___22+22+12
Vi7 | 17=#+ 12+ @=32+22+22
\/’1_8_ 18=32+32+02=4z+12+12
5| =0+ 5=3 44240
AT | 27=5 12412 =31 324 B
6| =0+ 2+ 6r=042+42+ 22
38 | 38=6+ 12+ 12=5 342
7 72=Oz+02+72=62+.32+22
ET | 57=R e =T 224 D
9 92=02+02+92=82+42+12=62+62+32=72+42+42
GG | 86=51+5+ 6 =12+ R+ P+ T
NEhY 90=92+3:+02=82+1z+52=72+42+5z
NCT 98=72+72+Oz=92+4z+12—‘-'-82-3"5:-5'3:
11| 1= P+ 12 =T 4662 =P DT E
3| 13=0+E+13P=0P+3+ 1223248717
5| e 1Fm 842+ 9= 1R -2 =10 F 10+ S =120




4 et U MR 4 -

R i KPR k3 R R

i e S

- 81 -

17 | 17P=02+ 02+ 172 =02+ 82+ [52= 124 122+ 122 = 2 + §2 + 22

19 192=OZ+OZ+191=Il+62+182:172+62+62=152+62+102

21 | 2=+ 0421 =R+ R+ 20 = 112+ 82+ 16 =132+ 42+ |62 = |G + 42 + B2 =
= 42+ 14+ T2 =92 + 62+ 182

23 | 2P =00 2P =R+ 6+ 2 =34 12+ 1§ =6+ 132+ 1§

25 | 259 =02+ 02 252 =24 + T2+ (R =202 + 152+ 02 = 9 + 122+ 207 = [22 + 152 + 162
27 | 2P =P+ Q42T =T+ 22+ 267 =232 + 22+ 142 =252 + 22 + 1P = 10 + 107 + 23?
= 184182+ 92 =32+ 1224242 =217 + 122 + 122

2. Heronische Dreiecke

Als nichstes sollen nun Dreiecke in R? mit ganzzahligen Eckpunktskoordinaten und ganzzah-
ligem Inkreismittelpunkt ermittelt werden. Das flihrt auf den Begnff des heronischen Drei-
ecks.

2.1 Eigenschaften heronischer Dreiecke

Bei Dreiecken mit ganzzahligen oder mit zumindest rationalen Eckpunktskoordinaten in R?
kann man die Héhen, die Seitensymmetralen und die Schwerlinien durch Gleichungen ax + by
= ¢ mit ganzzahligen Koeffizienten a, b und ¢ beschreiben. Die Lésung eines Systems zweier
solcher Gleichungen ist stets ein rationales Zahlenpaar. Daraus folgt, dass fiir jedes Dreieck in
R? mit rationalen Eckpunktskoordinaten auch die Koordinaten des Héhenschnittpunkts, des
Umkreismittelpunktes und des Schwerpunktes rationale Zahlen sind. Fiir den Inkreismittel-
punkt und die Ankreismittelpunkte dagegen ist das nur bei sogenannten heronischen Dreiek-
ken der Fall.

Den Inkreismittelpunkt I und die Ankreismittelpunkte I,, I, und I; eines Dreiecks mit den
Eckpunkten A, B, C und den Seitenlidngen a, b, ¢ kann man relativ bequern mit Hilfe der fol-
genden Formeln bestimmen:

___a-A+b-B+c-C

I
a+b+c
! =—~a~A+b-B+c-C I _aA-b-B+c-C I _a-A+b-B-c C
l -a+b+c 2 a-b+c 3 a+b-c

Diese Formeln zeigen, dass die Punkte [, I, I, und I; nur dann rationale Koordinaten haben,

wenn nicht nur die Eckpunktskoordinaten, sondern auch die Seitenldngen des Dreiecks ratio-
nal sind.

Unter einem heronischen Dreieck (auch rationales Dreieck genannt) versteht man ein Drei-
eck mit rationalen Seitenlingen und rationalem Flicheninhalt. In solchen Dreiecken sind zahl-
reiche weitere Bestimmungsstiicke rationale Gréfen, zum Beispiel
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o die sin-, cos- und tan-Werte der drei Dreieckswinkel,

die drei Dreieckshdhen,

die Abschnitte, in die die Dreiecksseiten durch die HohenfuBpunkte geteilt werden,
die Abschnitte, in die die Hohen durch den Hohenschnittpunkt geteilt werden,

die Seitenlingen des HéhenfuBpunktdreiecks,

die Normalabstinde des Schwerpunktes von den Dreiecksseiten,

die Normalabstinde des Umkreismittelpunktes von den Drelecksseiten,

e der Umkreisradius,

der Inkrejsradius,

die drei Ankreisradien,

die Abschnitte, in die die Dreiecksseiten durch die Winkelsymmetralen geteilt werden,
die Abschnitte, in die die Seiten durch die Beriihrungspunkte des Inkreises zerfallen,
die Abschnitte, in die die Seiten durch die Berithrungspunkte der Ankreise zerfallen,

[ ] e o & o o

e & o

Nicht notwendigerweise rational sind dagegen:

o die Lingen der Winkelsymmetralen,

o die Abschnitte, in die die Winkelsymmetralen durch den Inkreismittelpunkt geteilt werden,

o die Seitenlingen des Dreiecks T,T,T; mit den Beriihrungspunkten des Inkreises als Eck-
punkten,

o die Seitenlingen des Dreiecks I,L,I, mit den Ankreismittelpunkten als Eckpunkten,

o die Langen der Schwerlinien (Man kann sogar zeigen, dass ein heronisches Dreieck héch-
stens eine rationale Schwerlinie haben kann),

Wird ein Dreieck in R? von den Seitenvektoren 2= (a,/2,) und b = (b,/b,) erzeugt, so ist sein
Flicheninhalt gegeben durch A, =%#a,b, - a,b]. Daraus folgt, dass jedes Dreieck in R?* mit
rationalen Eckpunktskoordinaten auch rationalen Flacheninhalt hat.

Aus den oben angefithrten Eigenschaften heronischer Dreiecke folgt, dass in einem Dreieck in
R? mit rationalen Eckpunktskoordinaten und rationalen Seitenlingen auch die folgenden
Punkte rationale Koordinaten haben:

Héhenschnittpunkt, Schwerpunkt, Umkreismittelpunkt,

Seitenmittelpunkte, Hohenfulpunkte,

Spiegelpunkte des Hohenschnittpunktes an den drei Dreiecksseiten,

Spiegelpunkte des Umkreismittelpunktes an den drei Dreiecksseiten,

Inkreismittelpunkt, Beriihrungspunkte des Inkreises,

Ankreismittelpunkte, Berithrungspunkte der Ankreise,

Mittelpunkt des Feuerbachkreises (F = 0.5(U+H)), Nagelpunkt (N =3.5 - 2.1),

e & & o o & o

Ist ABC ein heronisches Dreieck mit rationalen Eckpunktskoordinaten in R?, so sind auch das
HohenfuBpunktdreieck und das Seitenmittendreieck von ABC sowie die Dreiecke ABH, BCH
und ACH heronische Dreiecke mit rationalen Eckpunktskoordinaten.
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2.2 Heronische Dreiecke in R? mit ganzzahligen Eckpunkten

Es gibt verschiedene Méglichkeiten, konkrete Zahlenbeispiele fiir heronische Dreiecke mit
ganzzahligen Eckpunktskoordinaten in R* zu ermitteln. In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie
man ausgehend von pythagoreischen Zahlentripeln heronische Dreiecke erhalten kann. Da
man die Lage der Dreiecke durch Translationen und Drehstreckungen verdndern kann (siche
Abschnitt 3), geniigt es, von einem Dreieck auszugehen, dessen Eckpunkt A der Nullpunkt ist
und dessen Eckpunkt B auf der positiven x-Achse liegt.

Jedes pythagoreische Zahlentripel (p/g/r) mit p* + ¢* =r? legt folgendermallen ein rechtwinke-
liges heronisches Dreieck fest:

A(0/0), B(p/0), C(p/q) ~d - Clpla)

Fiir diese Dreieck errechnet man: ~

H(p/0), U(‘—;-|i), 1( plp+r) P4 )

p+q+r p+g+r

9

A P BCplo) X

Durch Zusammenfligen zweier solcher Dreiecke erhilt man ein gleichschenkeliges heroni-
sches Dreieck:

A(0/0), B(2p/0), C(p/q) W)
Dieses Dreieck ist fiir p<q spitzwinkelig,

fiir p=q gleichschenkelig-rechtwinkelig und
fiir p>q stumpfwinkelig. Berechnung ergibt:

o) o)

X
Pq
L(p+rlq)1,(p- rlq),f,(pl FE r)
Konkrete Beispiele fiir solche gleichschenkeligen heronischen Dreiecke sind:
(p/p/r) A B C H U I I L L
sy 10y [©60) [GA) [[2) e (3/1.5) [(8/4) |(-24) |(3/-6)

(#3/5) | (0/0) | (8/0) |(4/3) |(+s'g
(5/12/13) | (0/0) | (10/0) | (5/12)

(12/5/13) | (0/0) | (24/0) | (12/5) |(
($/15/17) | (0/0) | (16/0) | (8/15) (g/“)
(

(7:24/25) | (0/0) | (14/0) | (7/24)

s1-2) (0d) OB (U3 |@-12)

5/112) (sr2)  |(1812) |(-8/12) |(5/-7.5)

E

12

2/28.8) [ (12/-11.9) [(12/2.4) |(25/5) |(-1/5)  |(12/-60)
4 (g/m) (8/4.8) [(25/5) [(-9/15) |[(/-4)

) |(1525) |(32/24) (-18/24) | /-2
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Spiegelt man den Dreieckseckpunkt C an der x-Achse, so erhilt man eine Raute mit ganzzah-
ligen Seiten- und Diagonalenlingen (a=r, ¢ = 2p, f=2qund h = 2pq/r) und ganzzahligen

Eckpunkten (0/0), (p/-q), (2p/0),

@9

Durch zwei pythagoreische Zahlentripel (p/g/r) und (Yq/u) mit gemeinsamer Kathete g werden
die folgenden ungleichschenkeligen heronischen Dreiecke festgelegt:

Sei p’q)t>o Apata Pt =1 A £+ gt =

4

A(0/0), B(p + /0), C(p/éJ

o und B sind stets spitze Winkel,
y ist ein spitzer Winkel « pt < g

2)of231858
H(plq UL | 7 )

I((p+t)(r+p)l g(p+1) )

r+p+t+u r+p+i+u

ra C

A(0/0), B(p-t/0), C(p/q)

stumpfwinkeliges Dreieck
mit stumpfern Winkel 8

o) o 25125,
I((p -0(p+r),_g9p-1) )

p-t+r+u p-t+r+u

Konkrete Beispiele fiir solche ungleichschenkeligen heronischen Dreiecke sind:

(p/q/1) (Vq/u) A B C I I8 L 1
(15/8/17)]  (6/8/10)| (0/0)| (21/0)| (15/8) (14/3.5) (24/6)|  (-3/12) (7/-28)
(0/0)| ((970)| (15/8) (8/2)| (18/4.5)| (-9/36) (1/-4)
(40/9/41)| (12/9/15)| (0/0)| (52/0)| (40/9) (39/‘-33-) (54/6)|  (-2/18)| (13/-117)
(0/0)| (28/0)| (40/9)1 (27/3) (42 / %) (-14/126) (1/-9)
(9/12/15)| (5/12/13)} (0/0)| (14/0)| (9/12) (8/4)| (21/10.5)| (-7/14) (6/-12)
(0/0)| (4/0)y| (9712)| (3/1.5) (16/8)| (-12/24) (1/-2)
(16/12/20)| (9/12/15) (0/0)| (25/0)| (16/12) (15/5)1  (30/10)| (-5/15)} (10/-30)
00y (7/0)| (16/12) (6/2) QUT)| (-14/42) (1/-3)
(16/12/20)| (5/12/13)| (0/0)| (21/0)| (16/12) (14/-‘31) (27/9)| (-6/18) (7/-21)
(0/0)] (11/0)| (16/12) (9/3) (22/_252.) (-11/33) (2/-6)
(30/16/34) | (12/16/20)| (0/0)| (42/0)| (30/16) Q8/7)| (48/12)| (-6/24)} (14/-56)
(0/0)| (18/0)| (30/16)} (16/4) (36/9)| (-18/72) (2/-8)
(36/15/39) | (20/15/25)| (0/0)| (56/0)| (36/15) (35/7y| (60/12)| (-4/20)| (21/-105)
(0/0)| (16/0)| (36/-48)} (13/3) (40/8) | (-24/120) (1/-5)
(21/20/29) | (15/20/25) | (0/0)| (36/0)| (21/20) (20/8)| (45/18)| (-9/22.5)| (16/-40)
(0/0)} (6/0)| (21/20) (52 (30/12)| (-24/60)| (1/-2.5)
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Da bei allen bisher betrachteten heronischen Dreiecken die Seite AB auf der x-Achse liegt, ist
stets die y-Koordinate des Inkreismittelpunktes gleich dem Inkreisradius des Dreiecks.

Bei jedem Dreieck ABC ist der Inkreismittelpunkt I der Hohenschnittpunkt des aus den

Ankreimittelpunkten [,LI; gebildeten Dreiecks, und die Punkte A, B und C sind die Hohen-
fuBpunkte dieses Dreiecks. Somit kann man den obigen Tabellen gleichzeitig auch Dreiecke
I,LI, mit ganzzahligem Hohenschnittpunkt und ganzzahligen HéhenfuBpunkten entnehmen.

Spiegelt man den Eckpunkt C des Dreiecks [A(0/0), B(p + t/0), C(p/q)] an der x-Achse, so
erhilt man ein Deltoid mit ganzzahligen Seiten- und Diagonalenlingen (a=r1,b=u,e=p+4§
f=2q) und ganzzahligen Eckpunkten (0/0), (p/-q), (p+v0), (p/Q).

7.3 Eine andere Konstruktion heronischer Dreiecke

Dreiecke it ganzzahligen Eckpunktskoordinaten und ganzzahligen Seitenldngen kann man
auch mit Hilfe des folgenden Ansatzes ermitteln:

Die Seitenvektoren des Dreiecks ABC miissen der Bedingung BA + AC+ CB=v geniigen.
Setzt man

Y al _C" aZ E—l a}
Ba=t - b, , AC=t - b, ) B =t b, )
so ist die Bedingung BA+AC+ CB=o iquivalent zum folgenden linearen Gleichungssy-

stem:

.2, +t.a, tta=0
t.b, +t.b, by =0

t ] 14, bl ab -ab

Als Losung erhdlt man, dass | £, I a,|x b2 =lab - alb3 sein muss. Setzt man den
' t ) \a b ab -ab
3 3 3 12 21

Proportionalititsfaktor gleich 1, so erhélt man das Dreieck mit den Seitenldngen

2= BC| =t Varby* = fa,b, - arb] Vo +b:
b=1AC] = [t V7B = [a,0, -a05|-Vay'+by’
¢ = |AB| = -2, ¥0,7 = asbs - a0 Va b,

Damit diese Seitenldngen rational (bzw. ganzzahlig) sind, setzt man
3’ = zulvp b1 = u12'V12; a'2 = 2112"2: bz = u'.’z - sz’ 4 = ?..U.]V3, b3 = ulz 'vjz’
wobei u,, U, u,, v, V,, v; rationale (bzw. ganze) Zahlen sind.

Umformung ergibt:
b= 2.0y + vyvs) (U4, - WYs)
L= 20w, + v,vy)(0,vy - uvy)
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Als Eckpunktskoordinaten des Dreiecks kann man daher wihlen:

B

B=-tt,

(a’) = (u,u, + vzvs).(u,vs-uwz).(
b1/ - e

a
C=13ut, (sz = (u,uy + v,vy).(u,v, - uavl).(
2

wobei = {u,/u,/uy) und v = (v,/v,/v,) beliebige Elemente vor Z° sind.

P).uv
2 2

2

2-uv
11

ul__v27

1 1

2 ‘21’

U, v

Konkrete Zahlenbeispiele fiir mit diesem Ansatz ermittelte heronische Dreiecke sind:

A B C H U I 1, L I,

O0) | (40)| G| (224 (24| (2-4)] (@14 (28841 (2/0)
O0) (1824 (140)| (1824)| (T124)| (2-4)| (A42-84)|  (126)) (28/-19)
0 ©12)|  (T0)| (©r12)| (3512)| (Upf (2142 (&5 (47
)| (1536)| (330)| (15/-20)| (-16.5728)| (:6/9)| (:66/99)| (-27-18)) (33/22)
©0)| (29| (1216)| @40y} (012.5)| (1010)]  (15/15)]  (3030)}  (5-)
©0)| (12716)| Qa0 (29| (235)] (26| (216 (12:24) (816
o)) 12| @I 12| q250) Q5| (015 (1530 (510)
o) (1216 129 (o) (1235 WD (642 (14-2) (-21/3)
©O0)| G9)| (1824)| (o) (24)| @14 (1284)  (28/4) (42/-6)
©00)| 201%)| (3615)| (0-33)| (-85315)| (UB)| (15/120)| (-40%-5))  (24/3)
00| ey (29| (216)| (12-35)| (24 Q19 (39) (12/-36)
00| 29| (129| ©m| ©-125] ©-5] (0-45] (150 150)

3. Anwendung von Koordinatentransformationen

Hat man Aufgabenstellungen zur analytischen Geometrie mit ganzzahligen numerischen
Werten vorgegeben, so kann man die Zahlenwerte durch Anwenden geeigneter affiner Trans-
formationen rasch modifizieren.

3.1 Grundlagen

Bekanntlich vesteht man unter einer affinen Transformation im R® eine Abbildung

¢:R*— R derForm ¢: X = AX+T, wobei A eine reelle nxn-Matrix und TeR" ein fi-
xer Translationsvektor ist.

Eine affine Abbildung setzt sich also aus einer linearen Abbildung und einer Translation zu-

sammen. Sie is

ist.

t genau dann bijektiv, wenn der Wert der Determinante von A ungleich Null

i

A A e
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Durch eine bijektive affine Abbildung wird

o jeder Punkt des R" auf einen Punkt des R”, jede Gerade auf eine Gerade und jede Ebene
auf eine Ebene abgebildet,

o Das Teilverhiltnis dreier Punkte auf einer Geraden bleibt invariant. (Daher wird insbeson-
dere der Mittelpunkt einer Strecke auf den Mittelpunkt der Bildstrecke abgebildet).

o Parallele Vektoren (Geraden) werden auf parallele Vektoren (Geraden) abgebildet.

Wichtige Beispiele affiner Transformationen sind die Kongruenzabbildungen und die Ahn-
lichkeitsabbildungen:

Fiir Kongruenzabbildungen gilt auBerdem, dass sie

 Winkel zwischen Vektoren invariant lassen (Daher werden insbesondere zwel zueinander
normale Geraden auf zueinander normale Geraden abgebildet),

e Streckenlingen, Flicheninhalte und Volumina invariant lassen.

Fiir Ahnlichkeitsabbildungen gilt iiber die allgemeinen Eigenschaften affiner Abbildungen

hinaus, dass sie
« wie Kongruenzabbildungen Winkel zwischen Vektoren invariant lassen
o und dass jede Strecke auf eine Strecke mit genau k-facher Linge abgebildet wird.

Konguenz- bzw. Ahnlichkeitsabbildungen in R" kénnen folgendermaBen charakterisiert wer-
den:

Eine Kongruenzabbildung (Bewegung) im R® ist eine Abbildung ¢: R" > R" der Form

0:X > AX+T wobei A eine orthogonale nxn-Matrix und TeR" ein fixer Translati-
onsvektor 1st.

Eine Ahnlichkeitsabbildung im R" ist eine Abbildung ¢: R" — R" der Form

¢ X - kAX+T wobei A eine orthogonale nxn-Matrix, k eine positive reelle Zahl
und TeR" ein fixer Translationsvektor ist.

Orthogonale Matrizen sind reelle nxn-Matrizen, deren Zeilenvektoren ein Orthonormalsy-
stem bilden, d.h. jeder Zeilenvektor hat Betrag 1 und das Skalarprodukt AL A, Zweier ver-
schiedener Zeilenvektoren hat den Wert Null.

Orthogonale 2x2-Matrizen A = [‘; 3) sind demnach jene 2x2-Matrizen, die der Bedingung

AZ+bhr=2+d=1 A ac+bd=0 geniigen.

Alle diese Matri ind v A = (cpsa —sin aj A= (cpsa sin )
e Matrizen sind von der Form A sine  cosa oder A={500 _cosa)

Der erste Typus beschreibt eine Drehung mit dem Ursprung als Drehzentrum und dem Dreh-

winkel o, der zweite eine Spiegelung an einer Geraden durch den Ursprung mit Anstiegswin-
kel /2.
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3.2 Beispiele fiir Kongruenz- und Ahnlichkeitsabbildungen im R’

a) Translationen
Die cinfachste Mdglichkeit, Punkte mit ganzzahligen Koordinaten durch eine Kongruenzab-
bildung in Punkte mit ganzzahligen Koordinaten abzubilden, besteht darin, eine Translation
anzuwenden.

X - X+T, (x/y) (x+t/y+t)

b) ,, Triviale® orthogonale Abbildungen

Einfach anzuwenden sind auch die folgenden orthogonalen Abbildungen:
= k"’r) Spiegelung an der y-Achse

Spiegelung an der x-Achse

= (‘i) Drehung um (0/0) um 180°

e (e "B

(;) - ((1) 2) {\’f,) = (%) Spiegelung an der ersten Mediane
(;) b= (_(_)1 (‘) - (’;) = (:%) Spiegelung an der zweiten Mediane
(;) - (1) "1) - (f,) = (”xy) Drehung um (0/0) um 90°

(
) — (Pl é\) (;) = (V) Drehung um (0/0) um 270°

Da jede orthogonale 2x2-Matrix von der Form A = (fb g) oder A= (2 f ) mit a,b €

Rund 2%+ b*=1ist, kam es (abgesehen von der Einheitsmatrix) keine weiteren orthogona-
len 2x2-Matrizen mit ganzzahligem 2 und b geben.

Beispiel:
Das Dreieck ABC[A(-6/0), B(9/-3), C(6/8)] hat den Hshenschnittpunkt H(5/3) und den Um-
kreismittelpunkt U(2/1).

« Durch Anwenden der Translation X > X + T mit T = (2/-1) erhilt man das kongruente
Dreieck A,B,C, mit dem Héhenschnittpunkt H, und dem Umkreismittelpunkt Uy

= AT =(60)+ ()= (4-1)
L= B+T=(9M3) @)= (U4
= CHT=(608)+ (251 = (877)
B, =H+T=(53)+@-1)= (72)

U, =U+T=(@21)+@2-)= (40)

il

i

O w
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« Durch Vertauschen der Koordinaten und anschliefendes Addieren des Vektors T(-2/1), d.h.

durch Anwenden der Kongruenzabbildung (x/y) = (y-2/x+1) erhilt man das Dreteck
A.B,C, mit dem Hohenschnittpunkt H, und dem Umkreismittelpunkt U:

= (01-6) + (-2/1) = (-2/-5)
= (-3/9) + (-2/1) = (-5/10)
= (8/6) + (-2/1) = (6/7)
L = (3/5) + (-2/1) = (1/6)
L= (1/2) + (-21) = (-1/3)

CEOP

Faustregel:

Wendet man auf die Koordinaten aller gegebenen Punkte eine (oder mehrere) der folgenden
Umformungen an, so liegt eine Kongruenzabbildung vor:

o zur x-Koordinate eine fixe reelle Zahl c addieren,

o zur y-Koordinate eine fixe reelle Zahl d addieren

e das Vorzeichen der x-Koordinate dndern

¢ das Vorzeichen der y-Koordinate dndern

e die beiden Koordinaten vertauschen

¢) Ahnlichkeitsabbildungen

Beispiele fiir Ahnlichkeitsabbildungen, die ganzzahlige Koordinaten in ganzzahlige Koordi-
naten tiberfithren, lassen sich einfach finden: Jede Abbildung ¢: R*+> R* von der Form

t
b) 'X"'(tlj’ das heifit (x/y) > (ax+by+t /-bx+ay+t,)
2

Xl-—)(_ab a

—a

oder XH(Z b]~X+(§l), das heift (x/y) > (ax +by+t,/bx-ay+t)
2

mit a,b e Zund T = (t,/t,) € Z’ ist eine solche Abbildung.

Konkrete Beispiele sind etwa:

¢ (X/Y) > (x+y/ -X+Y)

¢ Xy s (xty/x-y)

* (X/y) > 2xt+y/-x+2y)
* (x/y) = Bx+y/ -x+3y)
¢ (X/y) > (2x+y/ -x-2y)
* (X/y) > (2x+3y/-3x +2y)
* (x/y) - Bx+2y/ -2x+3y)
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3.3 Beispiele fiir Kongruenz- und Ahnlichkeitsabbildungen im R’

a) Kongruenzabbildungen:

Beispiele fiir Kongruenzabbildungen im R’, die ganzzahlige Koordinaten in ganzzahlige Ko-
ordinaten iiberfithren, sind analog zu Abschnitt 3.2:

o alle Translationen mit ganzzahligem Translationsvektor im R’

e und alle , trivialen® orthogonalen Abbildungen im R’ (Insgesamt gibt es 48 orthogonale
Matrizen, bei denen jeder Zeilenvektor einmal die Eintragung *1 und sonst nur die Eintra-
gung 0 enthilt).

Analog zum R’ kann man die folgende Faustregel formulieren:

Faustregel:

Wendet man auf die Koordinaten aller gegebenen Punkte eine (oder mehrere) der folgenden
Umformungen an, so liegt eine Kongruenzabbildung vor:
e zur x-Koordinate ein¢ 7ixe reelle Zahl ¢ addieren,

« zur y-Koordinate eine fixe reelle Zahl d addieren

o zur z-Koordinate einc fixe reelle Zahl e addieren

das Vorzeichen der x-Koordinate dndern

das Vorzeichen der y-Koordinate dndern

das Vorzeichen der z-Koordinate dndern

x- und y-Koordinaten vertauschen

x- und z-Koordinaten vertauschen

¢ vy-und z-Koordinaten vertauschen

b) Ahnlichkeitsabbildungen:

a b ¢
Durch systematisches Probieren kann man Beispiele fiir Matrizen der Form [d e f ] mit
g h i

ganzzahligen Eintragungen a,b, ¢, d, e, f, g h, i finden, die den Bedingungen
at+bric? = di+er+f? = g+hi+i* A ad +be+cf = ag+bh+ci = dg+eh+fi =0 geniigen.
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c
b] fiihrt auf die Bedingung ac + ab + be =0, und auf die Beispiele:
a

-1 2 2)(-2 4V (-2 6 3)(-3 6 6 4 12 -3
2 -1 2|, 4 4,13 =2 616 =3 6[/-3 4 12§,
2 2 -\4 4 - 6 3 - 6 6 =3/\12 -3 4

-6 10 15)(-4 20 5§
15 -6 10, 5 -4 20|,......
10 15 - 20 5 -

Der Ansatz A =

o0 R
A oo

|
[\S)

a b c
Der Ansatz A=[b g b) filhrt auf die Bedingung atc+d =0 A b? = -2ac und auf die Bei-
¢
-8 4 1Y(-9 6 2)(-9 12 8)(-18 6 1
spiele {4 7 41,16 7 6412 1 120, 6 17 6 |,.....
1 4 -8 \2 6 -9/\8 12 -9 1 6 -18

3.4 Prismen, Tetraeder und Pyramiden mit ganzzahligen Eck-
punktskoordinaten

Eckpunktskoordinaten von Wiirfeln, Prismen, Tetraedern, Pyramiden,...in besonderer Lage zu
den Koordinatenebenen kann man ganz einfach angeben, zum Beispiel:

Wiirfel: [A(0/0/0), B(1/0/0), C(1/1/0), D(0/1/0), E(0/0/1), F(1/0/1), G(1/1/1), H(0/1/1)]
RegelmiBiges Tetraeder: [A(1/0/0), B(0/1/0), C(0/0/1), D(1/1/1)]

RegelmaBiges Oktaeder: [A(1/0/0), B(0/1/0), C(-1/0/0), D(0/-1/0), E(0/0/1), F(0/0/-1)]
Quadratische Pyramide mit Kantenlinge a und Héhe h: [A(0/0/0), B(2/0/0), C(a/a/0),
D(0/a/0), S(+.a/ 3.2/ h)]

Wendet man auf diese Eckpunkte eine Ahnlichkeitsabbildung an, so erhélt man einen hnli-
chen K&rper mit ganzzahligen Eckpunktskoordinaten in allgemeiner Lage zu den Koordinate-
nebenen.

Beispiel 1:
Durch die Ahnlichkeitsabbildung

-2 6 3 5
=13 2 6[LX+]|-1],
6 3 -2 6
dh. (x/y/z) s (-2x+6y+32+5 / 3x-2y+62-1 / 6x+3y-22+6)

W"?rden die Eckpunkte des regelmiBigen Tetraeders [A(1/0/0), B(0/1/0), C(0/0/1), D(1/1/1)]
mit der Kantenlinge V2 auf die Eckpunkte des regelmifigen Tetraeders
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[A,(3/2/12), B,(11/-3/9), C,(8/5/4), D,(12/6/13)]
mit der Kantenlénge 72 abgebildet. (Da jeder Zeilenvektor der obigen Matrix Absolutbetrag
7 hat, ist jede Bildstrecke 7-mal so lang wie die Urstrecke.)

Beispiel 2

Eine gerade quadratische Pyramide kann man durch Angabe der Koordinaten des Basiseck-
punkts A, der Spitze S und eines Normalvektors & der Grundflachenebene festlegen.

So wird durch A(0/0/0), S(2/2/5) und 7 = (0/0/1) eine Pyramide mit Grundkantenlidnge 4 und
Hohe 5 festgelegt, deren Grundfliche in der xy-Ebene liegt.

" -1 2 2 -
Anwenden der Ahnlichkeitsabbildung X [ 2 -1 2] X+ (—73) ergibt:
2 2 -

A= (0/0/0) > A, = (0/0/0) + (-4/-3/7) = (-4/-3/7)
S= (2/2/5) > S, = (12/12/3) + (-4/-3/7) = (8/9/10)
T = (0/0N) - 1, = (22/-1)

(Man beachte: Da eine affine Transformation p(x) = A.X + t einen Vektor -l;é __25uf den Vektor
oP)e(Q) = ¢(Q) - o(P) = (AQ+t-(AP+1)=AQ-AP= A.(Q -P) = A.PQ abbildet, ist
der Normalvektor 7o nur -ait der Matrix zu multiplizieren).

Durch den Basiseckpunki A, (-4/-3/7), die Spitze S,(8/9/10) und den Normalvektor o, =(2/2/-
1) der Grundflachenebene wird nun eine gerade quadratische Pyramide mit ganzzahligen
Eckpunktskoordinaten festgelegt, deren Grundflichenebene nicht mehr parallel zur xy-Ebene
liegt. Da jeder Zeilenvektor der verwendeten Ahnlichkeitsmatrix den Betrag 3 hat, hat diese
Pyramide die Grundkantenlinge 4.3 =12 und die Hohe 5.3 = 15.

Beispiel 3

Es sollen ,,schéne** numerische Werte fiir die folgende Aufgabenstellung gefunden werden.
., Von einer dreiseitigen Pyramide kennt man eine Gleichung der Grundflachenebene sowie
Gleichungen der Trigergeraden rweier Seitenkanten. Die dritte Seitenkante stehe auf die
Grundfliche normal. Die Eckpunktskoordinaten der Pyramide sind zu bestimmen.”

Wieder kann man von einer Pyramide in besonderer Lage zu den Koordinatenebenen ausge-
hen:

Sei, zum Beispiel, A(0/0/0), B(6/0/0), C(4/3/0) und D(4/3/5). Dann liegen die Punkte A, B, C
in der xy-Ebene, und die Seitenkante CD steht auf die Grundflichenebene ABC normal.

, -1 2
Anwenden der Ahnlichkeitsabbildung X+ ( % -1
2

1 oo

5
) X+ (—ng ergibt die Bildpunkte
1 -
A(5/-3/-5), By(-1/9/7), C,(7/2/9), D,(17/12/4).
Als Gleichung der Ebene A,B,C, ermittelt man 2x + 2y -z =9, Gleichungen der Trigergera-

den der Kanten A,D, bzw. B,D, sind gegeben durch: g:X = (9/2/-2) + t.(4/5/3) bzw. h:X =
(5/10/6) + u.(6/1/-1).
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4. Orthotetraeder

Im Unterschied zu Dreiecken hat hat nicht jedes Tetraeder einen Hohenschnittpunkt. Tetrae-

der, deren vier Héhen sich in einem Punkt H schneiden, werden als Orthotetraeder bezeich-
net. Im Folgenden werden einige interessante Eigenschaften von Orthotetraedern aufgelistet,

und es wird gezeigt, wie man konkrete numerische Beispiele flir Orthotetraeder erzeugen

kann.

4.1 Orthotetraeder mit ganzzahligen Eckpunktskoordinaten:

Um konkrete numerische Beispiele fiir Eckpunktskoordinaten eines Orthotetraeders zu finden,
kann man folgendermalen vorgehen:

Zunichst wihlt man die Eckpunkte A(0/0/0), B(x,/0/0) und C(x,/y,/0) in der xy-Ebene. Der

| € (x -x)
Héhenschnittpunkt H, ;. des Dreiecks ABC ist gegeben durch H‘,‘BC(x2 / —;——‘y—wz— /0].
2

x (x -x)
Y/ihit man nun den vierten Tetraedereckpunkt D{x2 ey zJ] lotrecht iiber dem
2

Punkt H,zc, so bilden A, B, C und D ein Orthotetraeder. Der Hohenschnittpunkt H dieses
xl(xl_xl) /_xl(xl_xz) .(X‘.‘.(xl_xl)—dylz))‘
y Y,z

2 2

Tetraeders ist gegeben durch H(xl /

Konkrete Zahlenbeispiele sind (diese Werte konnen durch Ahnlichkeitsabbildungen bequem
verdndert werden):

A B c D H U
(O/00) | (6/0/0) | (4/210) | (4/4/4) (4/4/-2) (3/-1/3)
O0/0) | (10/0/0) | (4/4/0) | (4/6/4) (4/6/-3) (5/-1/5)
(0/0/0) | (14/0/0) | (8/4/0) | (8/12/4) | (8/12/-24) |  (7/-4/26)
0/0/0) | (6/0/0) | (40) | (2/24) (2/2/1) (3/1/1)
(U0/0) | (10/0/0) | (6/4/0) | (6/6/4) (6/6/-3) (5/-1/5)
0/0/0) | (@/0/0) | (L/10) | (1/3/3) (132 | (-1/3.5)
0/0/0) | (14/0/0) | (5/3/0) | (5/15/9) | (5/15/-20) | (7/-6/24.5)
000) | (3/0/0) | (U10) | (1/272) (1/2/-1) | (1.5/-0.5/2)
(0/0/0) | (@/0/0) | (/10) | (2/412) (2/4/-6) | (2/-1.5/7)
iy | o0y | (130 | (U172) (1/1/1) (2/1/0)
(0/0/0) | (10/0/0) | (4/6/0) |  (4/4/4) (4/4/2) (5/1/0)
000y | (14/0/0) | (/4/0) | (8/12/8) | (8/12/-12) |  (7/-4/16)
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Die folgende Auflistung von Eigenschaften solcher Orthotetraeder ist als Anregung flir mégli-
che Aufgabenstellungen gedacht:

¢ Die windschiefen Gegenkanten AB und CD (bzw. BC und AD bzw. BD und AC) liegen
zueinander orthogonal, und fiir ihre Langen gilt: AB*+CD? = BC*+AD*=BD*+AC = "

« Die Mittelpunkte der sechs Tetraederkanten liegen auf siner Kuge! mit dem Tetraeder-
schwerpunkt S = (A+B+C+D)/4 als Mittelpunkt und dem Radius t/4.

+ Der Schwerpunkt S ist der Mittelpunkt der Strecke HU, wobei U den Umkugelmittelpurk:
des Tetraeders bezeichnet.

o Die Schwerpunkte der vier Seitenflichen und die FuBpunkte der vier Tetraederhdhen lie-
gen auf einer Kugel mit Mittelpunkt K und Radius r/3 (wobei r den Umkugelradius des
Tetraeders bezeichzet, und K jener Punkt auf der Geraden durch H, S und U 1st, der die
Strecke HS im Verhiltnis 2:1 teilt).

e Die in den Schwerpunkten der vier Seitenflichen auf diese ermchteten normalen Geraden
schneiden einandﬁn einem Punkt N. N liegt auf der Geraden durch H, K, Sund U, und
es gilt HN =4/3 HS

4.2 Rechtwinkelige Orthotetraeder

Besonders einfache Orthotetraeder erhilt man, wenn man x, = 0 setzt: In diesem Fall liegen
alle vier Eckpunkte sowie drei der sechs Seitenkanten auf den Koordinatenachsen. Drei der
vier Seitenflichen sind paarweise aufeinander normal stehende rechtwinkelige Dreiecke, und
der Hohenschnittpunkt fallt mit dem Eckpunkt A(0/0/0) zusammen.

Fiir rechtwinkelige Orthotetraeder mit den Eckpunkten A(0/0/0), B(a/0/0), C(0/b/0), D(0/0/c)
und a, b, ¢ > 0 gilt:

« Die Eckpunkte B, C und D sind die Schnittpunkte der Ebene -g- + -}b— + %
drei Koordinatenachsen.
e Drei der vier Tetraederhdhen fallen mit den Kanten AB, AC und AD zusammen, die Ho-

hen haben die Lingen h,=a, h;=b, hy=cund h,=

« Fiir die Langen zueinander windschiefer Gegenkanten gilt:

[SHv o)

(I =2l =He 31

<

<




/c) )

3=

b s A
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AB*+CD*=BC*+ AD*=BD?*+ AC? = ¢ =a? + b* + 2

= A = (0/0/0), s=(.€1_./£/£)’ =(£ b £) =(£_ b _CZ.) =(£L b _C_)
» H=A=(0/00) iy L Y Ol vy B e et
o Der Umkugelradius ist gegeben durch r=t/2.
o Das Tetraeder hat den Inkugelmittelpunkt I(p/p/p) und den Inkugelradius p, wobei

1

1 .1 .1
2 Th Th

2 3 4

PETT
h
1

Konkrete Zahlenbeispiele sind:

A B C D U o
(0/0/0) (8/0/0) (0/470) (0/074) (@2/2) 1
(0/0/0) (10/0/0) (0/25/0) (0/0/15) (5/12.5/1.5) 3
(0/0/0) (8/0/0) (0/6/0) (0/0/2) (4/3/1) 3/4
(0/0/0) (2/0/0) (0/7/0) (0/0/5) (1/3.5/2.5) 57
(0/0/0) (6/0/0) (0/9/0) (0/0/3) (3/4.5/1.5) 1
(0/0/0) (4/0/0) (0/7/0) (0/07) (2/3.5/3.5) /6
(0/0/0) (6/0/0) (0/7/0) (0/0/7) (3/3.5/3.5) 7/5
(0/0/0) (12/0/0) (0/21/0) 0/0/21) | (6/10.5/10.5) 712

Zahlenbeispiele fiir rechtwinkelige Orthotetraeder mit ganzzahligen Eckpunkten A(0/0/0),
B(a/0/0), C(0/b/0), D(0/0/c) und rationalem Inkugelradius p kann man folgendermafen er-
mitteln:

Falls a, b, ¢ > 0 sind, kann man die Tragerebene der Seitenfliche BCD durch eine Gleichung
ux + vy + wz =pmitu, v, w, p > 0 beschreiben (Dann ist a = p/u, b = p/v und ¢ = p/w). Der
Inkugelmittelpunkt I(p/p/p) liegt unterhalb dieser Ebene und hat von ihr den Abstand p. Dar-
aus folgt:

up+v.p+w-p=pl  wp+v.p+rwop-p
o= =~
Vu?+ v+ w? ! Vur v+ w?

p
U+v+w+Vul+view?

Umformen dieses Ausdrucks ergibt: p =

Wihlt man daher positive ganze Zahlen u, v, w so, dass vu?+v* + w? eine ganze Zahl ist
(siehe dazu die Tabelle in Abschnitt 1.2), und wihlt man p als gemeinsames Vielfaches von u,
vund w, so erhilt man ein Orthotetraeder mit ganzzahligen Kantenldngen a, b,c und rationa-
lem Inkugelradius p.
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5. Ganzzahlige Punkte auf Ellipsen und Hyperbeln

Die Gleichung x* + v.y? = a’ beschreibt flr v e R eine Ellipse und fiir v € R eine Hyperbel

(jeweils mit de Hauptscheiteln (-2/0), (/0) und den Nebenscheiteln [O/ —a—-) [O / ~——?——~) ).

Jw U AW

Fiir jedes i € R mit i* = -1/v wird nun durch

: (X1 B o
o, R* = R%, m,k;) = (i ;’}) @) = (x-ivy/ X +Y),

eine bijektive linearc [ransformation festgelegt, die den Kegelschnitt ky: X+ v.y? = a? auf
den Kegelschnitt k,: 3 + v.y? = a*(1+i%V) abbildet. Dariiber hinaus bildet ¢; auch die Tan-
gente an K, in einem Punkt Te k, auf die Tangente an k, im Bildpunkt o(T) € k, ab, und all-
gemein entspricht der Polaren eines Punktes P € R? beziiglich k, als Bildgerade die Polare des
Punktes ¢,(P) bezliglich: k,.

Mit Hilfe dieser Transfc mation ¢, kann man relativ einfach ganzzahlige Punkte auf Kegel-

schnitten finden, deren”. 1genten an den Kegelschnitt ebenfalls ganzzahlige Schnittpunkte

haben (Im Folgenden wird fiir X = (x/y) € R? die Bezeichnung -X = (-x/-y) und X* = (x/-y)
verwendet.):

Ist T=(x/y,) einPunktaufdem Kegelschnitt x* + v.y? = 2% so liegen die Punkte
Tl = (‘pl(T) = (Xo - iVYU/an + yo) und TZ = (P\(T*) = (xo + iV-Ytz/ixo - yo)
sowie die Punkte - T,, T,*, - T/*, -T,, T,*, - T,* auf dem Kegelschnitt x? + v.y? = a*(1+%v).

Als Schnittpunkte der Tangenten an den Kegelschnitt x* + v.y* = a*(1+1%) mit diesen Bertih-
rungspunkten errechnet man:

Tangenten in T, und inT, (-‘f;- / g)-cij

Yo V¥
Tangenten in T, und in T,*: (x,(1+2v)/ y,(1+ 2v))

(_ B+ 50 M)
3

Tangenten in T, und in - Ty (_gjz;/ a:)
(

Tangenten in T, und in - T;*:

2%

Alle ibrigen Tangentenschnittpunkte liegen symmetrisch zu einem dieser vier Punkte (bzw.
liegen auf einer Koordinatenachse).
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Ellipse bzw. Punkte auf dem Schnittpunkt der Tangenten an den Kegelschnitt

Hyperbel: Kegelschnitt: mit den Beriihrungspunkten:
T, T, |TyundT, | T,und-T, | T,und T, | T, und-T,*
X2+ 2yr=27 (-3/3)| (5/-1) (9/9)| (-4.5/2.25) (3/6) (-6/1.5)
X2 +2y? =54 -2/5)|  (6/3) (3/6) (-12/3) (18/9) (-4.5/4.5)
x:+2y*=114 -#7)| (8/5) (3/9) (-18/3) (38/19) (-61/6%)
x:+2y*=198 (-6/9)1 (10/7) (3/12) (-24/3) (66/33) (-8.25/8.25)
x*+3y*= 52 -513)| (1) (4/8) -8/9) (13/13) 2/1
x*+3y*=84 (-3/5) 9/ (7/7)| (-10.5/3.5) (12/8) (-8/4)
x:+3y*=156 (-3/7) (9/5) (4/8) (-24/4) (39/13) (-6.5/6.5)
X+ 3y? =273 -9/8)| (15/4) 14| (213.5) (39/26) (-13/6.5)
X2 + 3y* = 588 (-9/13)| (15/11) (4/16) (-48/4)|  (147/49)| (-12.25/12.25)
X2+ 4y? = 40 23)|  (6/) (4/4) (-8/2) (10/5) (-5/2.5)
x? +4y? =80 48| (82) (4/6) (-12/2) (20/10) (=62/3%)
X2 + 4y? = 136 (-6/5)| (10/3) (4/8) (-16/2) (G41T)|  (-8.5/4.25)
X2 + 4y? =200 2| Qo5 (57.5) (-30/5) (40/10) (~62/62)
X? + 4y? =200 (-10/5)| (14/1) (10/15) (-15/2.5) (20/20) (-134/3Y
x* + 4y* =208 (-8/6)| (12/4) (4/10) (-20/2) (52/26) (-10.4/5.2)
x? + 4y? = 340 -4/9)| (12/7) (5/10) (-40/5) (68/17) (-8.5/8.5)
X2 + 4y? = 340 -14/6)| (18/2){ (10/20)|  (-20/2.5) (34/34) (17/4.25)

X2 + 4y? = 520 6/11)| (14/9)| (512.5) (-50/5)|  (104/26)|  (-10.4/10.4)
X2 + dy? = 520 18m| @23)l  (1025)|  (-25/2.5) (52/52) (-20.8/5.2)
X2+ 4y? = 520 (-14/9)| (18/7) (4/16) (-32/2)|  (130/65)| (-16.25/8.125)

X2+ 5y =54 -3/3)| (7-1) (12/6) (-6/2.4)|  (4.5/4.5) (-9/1.8)
2+ Sy =126 o3)| ) 612)|  1221.2)|  @121) (-10.5/2.1)
X2 + Sy =189 8/5)| (12/3)]  (4.5/9)] (-18/1.8)|  (42/21) (-10.5/4.2)
X2 + Sy =270 51| (153) (9/9)] (-22.5/4.5) (30/12) (-12/6)

X2+ 5y =276 -14/4)| (1672)|  (6/18)| (-18/1.2)|  (46/46)| (~15L/3L)
X2 + 5y? = 486 15| @3] (624)] (241.2)]  (81/81)| (-20.25/4.05)

X + 5y* = 504 18/6)| (22/2)| (12128)| (-242.4)|  (42/42) (-21/4.2)
X2 + 5y = 630 (-5/11)| (15/9) (6/12) (-60/6)]  (105/21)|  (-10.5/10.5)
wE+3yr=1155 | (4.5/5)] (7.51)  (73.5)| (-10.5/14)| (8.25/2.75) (-5.5/11)
2 + 3y? =210 -3/8)|  (9/4) (5/10) ¢15/5)]  (2114) 77

2x* + 3y =435 (-6/11){ (12/7) (5/15) (-22.5/5)| (43.5/29) (-92/9%)
2x*+3y* =750 (-9/14)} (15/10) (5/20) (-30/5) (75/50) (-12.5/12.5)

3x2 + 4y? = 336 29| (103)| (710.5) Cl4m| (16/12) (-8/8)
I +4yr=624 | (-109)| (143)|  (8/24) 16/8)|  (26/39) (-13/6.5)
I+4y=912 | (215)] (149)|  (®16)]  (3212)]  (38/19)|  (-9.5/14.25)
E-yi=24 5| G| (4.5/1.5) (-3/-9) s (-8/-16)
Xt -yt =27 (413)| (6-3)| (3.6/1.8)] (-2.25/-4.5) (1.5/6) (-12/-15)
X2 - y? = 45 o) a2y 61| (3-12)| (7.53.75) (-15/-30)
Xt -y2=63 129 (8/1)| (8.4/4.2)| (-10.5/-21) (7.5/3) (-6/-15)
X2 -yi=T2 AuUn|  ©3)| 0.6/48)| (-24-48)| (7.5/1.5) (-3/-15)
2 -yi=14 (5/6)|  (3/-2) /1) 1-4)|  (3.5/3.5) (-7/-14)

260 -y =23 &Nl @-»l (251 (-1/-5)| (4.6/46)]  (-11.5/-23)




2x% - y* =62
4x* - y* =63
4x* - y? =96
4x? -y* =180
4x% - y? =288
x*-2y*=7
x*-2y*=14
x?-2y*=28
x? -2yt =134
x?-2y? =98
x2-3y*=6
x?-3y* =78
x*-3y*=132
x? -3y =132
x2-3y* =198
x* - 4y* =180
X? - 4y? =252
x? - 4y? =288
2x?-3y*=15
2x% -3yt =45
2x2 - 3y* =141
2x* - 3y* =150
3x*-2y?=30
3x2-2y* =138
4x2-3y? =124
4x% - 3y* =132
4x? - 3y* =312

Literatur:

Altshiller-Court, N.: College Geometry. Barnes & Noble Books, New York, 1952.

(9/10)
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(11/14)
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(14/9)
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(15/79
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(21/9)
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(24/9)
(22/7)
(9/7)
(1779
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(/%)
(15/14)
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(15/16)
(15/14)

(7/-6)
(4/1)
(5/-2)
(7/-4)
(9/-6)
(/1)
(4/-1)
(6/-2)
(6/1)
(10/-1)
G/-1)
(9/-1)
(12/-2)
(18/-8)
(15/-3)
(14/2)
(16/1)
(18/3)
(3/-1)
(6/-3)
(12/-7)
(9/-2)
(4/3)
(10/-9)
(3/2)
(9/-8)
(9/-2)

- 98 -

(4/1)
(4.2/4.2)
(4.5/3)
(6/3)
(7.5/3)
(3.5/1.75)
(3/1)
(4/1)
(6.8/3.4)
(94724)
(1.5/0.5)
(8/2)
(10/2)
(6/1)
(12/2)
(15/3.75)
(16.8/4.2)
(19.2/4.8)
/1)
(/1)
(5/1)
(7.5/2.5)
(5/5)
(4/1)
(4/4)
(3/1)
(8/4)

(-1/-8)
(-5.25/-21)
(-3/-18
(-3/-24)
(-3/-30)
¢-7/-7)
(-2/-3)
(2/-4)
(-8.5/-8.5)
(-7/-14)
(-1/-1)
(-6/-8)
(-6/-10)
(-2/-4)
(-6/-12)
(-30/-30)
(-21/-21)
(-48/-48)
(-1.5/-2)
(-1.5/-3)
(-1.5/-5)
(-5/-10)
(-10/-15)
(-1/-6)
(-6/-8)
(-1/-4)
(6/-16)

(7.75/1.75)
(3.75/3)
(5375%)
(7.5/7.5)
(9.6/9.6)
(2/0.5)
(43724
(7/3.5)
(5/2)
(10.5/3.5)
(4/2)
(9.75/3.25)
(13.2/4.4)
(22/11)
(16.5/5.5)
(12/1.5)

(15/3)}

(15/1.5)
(3.75/2.5)
(7.5/5)
(14.1/9.4)
(10/5)
/1)
(11.5/11.5)
(1.5/1)
(11/11)
(9.75/6.5)

(-31/-62)
(-3/-15)
(-8/-32)
(-15/-60)
(-24/-96)
(-1/-2)
¢71-7)
(-14/-14)
(-4/-5)
(-14/-21)
(-6/-4)
(-13/-13)
(-22/-22)
(-66/-44)
(-33/-33)
(-6/-12)
(-12/-15)
(-6/-15)
(-5/-5)
(-15/-15)
(-47/-47)
(-15/-20)
(-1/-3)
(-46/-69)
(-1/-2)
(-33/-44)
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Baptist, P.: Die Entwicklung der neueren Dreiecksgeometrie. B.1. Verlag, Mannheim, 1992.
Engel, A.: Mathematisches Experimentieren mit dem PC. Klett-Verlag, Stuttgart, 1991.
Johnson, R.A.: Advanced Euclidian Geometry. Dover Publications, New York, 1960.
Lode, H.: Rationale Dreiecke und einfache Orthotetraeder in der analytischen Geometrie. In
Der Mathematikunterricht 9, 1963.

Mitsch, H.: Lineare Algebra und Geometrie I und II. Prugg Verlag, Wien 1978.

Neubrand, M.: Analoga im Tetraeder zu den sogenannten merkwiirdigen Punkten des Drei-
ecks. In Praxis der Mathematik 27 (1985)
Renner, C.: Planimetrie. Ehrenwirth Verlag, Miinchen 1950.
Schuler, K.: Heronische Dreiecke auf Gitterpunkten. In Der Mathematikunterricht 9, 1963.
Seebach, K.: Uber Schwerpunkte von Dreiecken, Vierecken und Tetraedern. In Didaktik der
Mathematik 11(1983) und 12(1984). '
Walter, H.: Rationale und ganzzahlige Elemente in Verbindung mit dem Durchmesserbegriff
bei Ellipse und Hyperbel. In Der Mathematikunterricht 9, 1963.




- 99 -

KURVEN: VON DEN KEGELSCHNITTEN DER GRIECHISCHEN ANTIKE ZUR
FRAKTALEN GEOMETRIE. EIN BEISPIEL FUR EINEN LANGSSCHNITT

Manfred Kronfellner, Wien

,,Dem forschenden Mathematiker erschliefit sich neue Mathematik in Form eines

Netzwerkes. Wenn er seine neuen Ergebnisse darstellt, dann tut er dies meist in
Form einer axiomatisch aufgebauten Theorie. Seine Darstellung ist dann von
Linearitét gepragt. Wenn der Schiiler Mathematik linear dargestellt erhdlt, wie
soll er dann Mathematik selbst entdecken lernen? Immer wieder ist deshalb
vorgeschlagen worden, Netzwerke mathematischer Sachverhalte im Unterricht zu
erarbeiten. Ein solcher Unterricht kann jedoch in ein unentwirrbares Chaos
miinden, bei dem die Schiiler keinen roten Faden mehr erkennen. Also ist eine
gewisse Systematik notig. " (Vollrath 1987, S.374)

Im Mathematikunterricht dominiert die innermathematische Systematik; diese fihrt zu
(Bruchstiicken von) solchen linearen Theorien. Um zu einer stirkeren Vernetzung zu
gelangen, ist es notwendig, die Dominanz der einen Systematik aufzuweichen und (mindes-
tens) eine weitere Systematik (im Ansatz) zuzulassen bzw. zu verwenden. Eine dhnliche
_vertikale Gliederung* verspricht man sich auch von fundamentalen Ideen. (Vgl. Schweiger
1992, S. 207)

In anderen Schulfichern wird in zunehmendem MaBe das Aufweichen der jeweils
dominierenden Fachsystematik propagiert: im Geschichtsunterricht etwa soll die dominante
chronologische Systematik in vermehrtem Mafle durch die Behandlung von Lingsschnitten
ergdnzt werden, d. h. durch die Bearbeitung desselben Themas in verschiedenen Zeitepochen.
(Vgl. BMUKS 1987b, S. 1) Im Physikunterricht der 6. Schulstufe ldsst man sich — insb. zu
Beginn — nicht von einer traditionellen Physik-Systematik einengen, sondern bespricht
verschiedenste physikalische Effekte des taglichen Lebens. (Vgl. Lehrplan 1985, S. 218:
,Begegnung mit Physik im Alltag®)

In vielen Fachern war auch schon bisher das Verlassen der jeweils dominierenden Systematik
unumginglich (z. B. Musik: Musikgeschichte - Formenlehre, analog Deutsch, u. s. w.)

Auch im Mathematikunterricht, vor allem aber im Wahlpflichtfach oder im Zuge etner
Fachbereichsarbeit, besteht die Moglichkeit der Behandlung solcher Langsschnitte (im
weitesten Sinn, nicht notwendigerweise nur historische Themen; einige Vorschlage samt
Literaturhinweisen siehe Kronfellner 1998, S. 52f). Der nachfolgende Langsschnitt ist eine
iiberarbeitete Fassung von Kronfellner 1998, Kapitel 13 (S. 96ff).

1 Kegelschnitte

Bereits bei den Griechen in der Antike traten Parabeln, Ellipsen und Hyperbeln auf. Ihre
Namen gehen auf Problemstellungen zuruck, bei denen Rechtecke in flichengleiche Quadrate
verwandelt werden sollen. Solche Fragestellungen sind bereits bei den Babyloniern zu finden
und wurden spiter von Euklid systematisch untersucht (Euklid, S. 135ff; vgl. auch van der
Waerden 1966, S. 102ffund S. 198ff). Das Wort parabolé (napaBoXﬁ) bedeutete soviel wie
"Anlegen", namlich Anlegen eines flichengleichen Quadrates (y?) an ein gegebenes Rechteck
(2p-x). Ellipse kommt von ekleipsis (?-:'Klz—:m\ulq) bzw. elleipsis (EMAewyic), was so viel wie
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"Weglassung", "Verminderung" bedeutet. Bei der Flichenumwandlung mit Hilfe einer Ellipse
muss nim}ich das gegebene Rechteck 2p-x zuerst um ein kleines Rechteck vermindert
werden. Ahnlich liegt der Fall bei der Hyperbel: hyperbolé (fmepBo?ﬂ']) bedeutet

"Chberschuss"; hier muss das Rechteck 2p-x zuerst vergroBert werden. (Vgl. Reichel 1991a, S.
120 - 1231)

Parabeln und Hyperbeln traten aber auch beim Versuch auf, das Delische Problem der

Wiirfelverdopplung — also der Konstruktion von 2 - zu I6sen. Menaichmos (um 350 v.
Chr.) erkannte, dass dieses Problem aquivalent ist zur Ermittlung zweier Zahlen x und y, fur
die gilt:

a: x=x:y=y:b
Wihlt mana=1und b = 2, so ergibt sich aus

l:x=x:y=y:2 p
insbesondere x =3/2 . Denn:

l:x=x:1y=y: 2 oy=x*ny=2x < (x*)?
= o x=2ox=32 |

Die Zahlen x und y ner.it man auch "mittlere 0 x Z

Proportionale”.
Abb. 1
Es gilt aber auch:

lix=X:1y=y:2 &y=x2AXxy=2

D.h,, die Zahlen x und y sind die Koordinaten des Schnittpunktes der Parabel y = x? mit der
Hyperbel xy =2.

Die Griechen kannten natiirlich noch keine Koordinaten in unserem Sinn. Sie gaben Kurven
durch sogenannte "Symptome" an. Darunter versteht man eine Bedingung, durch die ein auf
der Kurve liegender Punkt charakterisiert ist. Diese Symptome entsprechen inhaltlich in etwa
unseren Kurvengleichungen.

Menaichmos stellte sich Kegelschnitte als Schnitte eines Kegels mit einer zu einer
Erzeugenden normalen Ebene vor. Durch entsprechende Wahl des Offnungswinkels o des
Kegels erreichte er entweder eine Parabel (fiir @=90°), eine Hyperbel (genauer: einen
Hyperbelast; fiir a>90°) oder eine Ellipse (fiir «<90°). Erst Apollonios von Perge (2627 -
190? v. Chr.) ging in seinem Werk "Konika", einer systematischen Untersuchung der
Kegelschnitte in 8 Biichern, dazu ber, einen Kegel mit festem Offnungswinkel mit Ebenen
verschiedener Neigung zu schneiden, um alle moglichen Kegelschnitte zu erhalten.

Zur Losung der "drer klassischen Probleme der Antike" (das sind die Wiirfelverdoppelung,
die Winkeldreiteilung und die Quadratur des Kreises) erdachten die Griechen verschiedene
Methoden, auch mechanische Hilfsmittel bzw. Gerite. (Vgl. Kaiser/Nébauer, S. 130 - 151!)
Auch Platon wird die Erfindung eines Gerites zur Ermittlung der mittleren Proportionalen
zugeschrieben. (Vgl. Bretschneider 1870, S. 141!) Deshalb ist es auch umso Gberraschender,
dass Platon andere Mathematiker wegen der Verwendung solcher Methoden tadelte; nach

£o. .
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Plutarch soll Platon gesagt haben: "... denn auf solche Art werde der Vorzug der Geometrie
aufgehoben und verdorben ..." (Zitiert nach Bretschneider 1870, S. 143.) Platon wollte nur
Methoden zulassen, die man spiter als "Konstruktion mit Zirkel und Lineal" bezeichnete.
(Vgl. Kaiser/Nobauer 1984, S. 130 ff, oder Radbruch 1989, S. 1511)

Warum gerade diese Instrumente und nicht auch eines jener anderen Gerite, die zur Losung
dieser Probleme erdacht wurden?

Die Beschrinkung auf Zirkel und Lineal, die sogenannten "Euklidischen Werkzeuge", leitet
sich aus den Postulaten ab, die am Anfang der Elemente des Euklid stehen:

"Gefordert soll sein:

1. Dass man von jedem Punkt nach jedem Punit die Strecke ziehen kann,

2. Dass man eine begrenzte gerade Linie zusammenhdngend verldangern kann,

3. Dass man mit jedem Mittelpunkt und Abstand den Kreis zeichnen kann.

4. ...

(Euklid, S. 2)
Alles was mit Zirkel und Lineal konstruiert werden kann, ist auch aus den Axiomen und

Postulaten der Geometrie beweisbar und stellt daher "gesicherte Erkenntnis" dar, gefeit vor
Angriffen von Skeptikern und Sophisten.

Dennoch beschiftigten sich in der Folge die griechischen Mathematiker immer wieder auch
mit Kurven, die nicht mit Zirkel und Lineal konstruierbar waren.

Die drei klassischen Probleme der Antike beschiftigten sogar Mathematiker bis ins vorige
Jahrhundert; erst in dieser Zeit konnte allgemein mit algebraischen Mitteln gezeigt werden,
dass diese drei Probleme nicht mit Zirkel und Lineal [dsbar sind.

2 Die Cissoide

Diokles, ein Zeitgenosse des Apollonios, entdeckte eine Kurve, die ebenfalls zur Losung des
Delischen Problems verwendet werden kann. Allgemein kann eine Cissoide auf folgende
Weise definiert werden:

Es sei O ein fester Punkt und C, D seien zwei Kurven. (In unserem Falle der "Cissoide des
Diokles" ist C ein Kreis mit dem Radius r und D eine Gerade.) Legt man durch O eine
beliebige Gerade g, so erhalt man einen Cissoidenpunkt P durch die Bedingung:

OF =P,
wobei P;eC und P, €D Schnittpunkte der Geraden g mit den Kurven C und D sind.
(Siehe Abb. 2!)

Die Gestalt dieser Kurve erinnert — mit einiger Phantasie — an ein Efeublatt; daher auch der
Name: Cissoide kommt von kissos (mcco'c;), Efeu.

Zur Bestimmung der mittleren Proportionalen gehen wir folgendermaflen vor:
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Wir errichten im Mittelpunkt Z des Kreises C das Lot auf den Durchmesser OA und tragen
auf diesem Lot die Strecke %-r = ZM auf

Dann gilt fir jenen Cissoidenpunkt P, der
auf der Verlangerung der Geraden durch A
und M liegt:

-

=2, also LP=

a

P

,_.
N

or

N —

Wir wollen nun zeigen, dass x = OL und
y=LS die  gesuchten mittleren

Proportionalen sind. Auf Grund der
Konstruktionsvorschrift der Cissoide gilt

.2
OP = P1P2 und damit AT =OL bzw. Abb
AL = OT. Damit gilt:
AOLP ~ AOTP; = AALS ~ ASLO
Daraus folgt:
LP:OL=0OL:LS=LS:AL
oder:
5 y=y:
Weiteres iber die Cissoide siehe Oettinger
1985! Abb. 3

3 Die Konchoide

Beim Versuch, das Problem der Winkeldreiteilung zu l6sen, stieB man in der Antike auf die
Konchoide. Diese ist folgendermaﬁen definiert: Es sei C eine gegebene Kurve. (In unserem
speziellen Fall wihlen wir fir C eine Gerade; man spricht dann von einer
"Geradenkonchoide".) Weiters sei O ein fester Punkt (der "Pol") und k>0 ein konstanter Wert.
Legt man eine beliebige Gerade durch O und tragt man vom Schnittpunkt von g mit C den
Wert k nach beiden Seiten ab, so erhdlt man zwei Punkte. Die Menge aller so konstruierten
Punkte bilden die (beiden Aste der) Konchoide.
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Auch bei dieser Kurve leite sich der Name von der Gestalt ab: sie erinnert an die einer
Muschel, und "Muschel" heifit auf griechisch kénche (xéyxm). (In Abb. 4 ist k kleiner als der
Abstand von O zu c. Ist k groBer als dieser Abstand, so ergibt sich insbesondere bei dem
durch den Pol verlaufenden Ast der Konchoide ein
etwas anderes Aussehen. (Vgl. Abb. 6!)

Um zu sehen, wie die Konchoide zur
Winkeldreiteilung  verwendet  werden  kann,
betrachten wir folgende Skizze (Abb. 5):

Gegeben ist der Winkel £ ABC. Wir zeichnen das
Lot von A auf die Gerade BC und eine Parallele zu
BC durch A. Auf dieser Parallelen ermitteln wir
einen Punkt F so, dass gilt: EF =2BA. (Vgl
Abb.5!) Weiters sei G der Halbierungspunkt der
Strecke (E,F]. Dann gilt:

EG=GF = GA=BA
Daraus folgt: Abb. 4
XABG = xAGB = xFAG + XGAF =
=2-XGFA=2-xGBC
und somit:

XABC =3- £GBC

0 A F
Das Problem ist dabei "nur": Wie erhdlt man |
den Punkt F bzw. die Gerade BF? Eine l
Moglichkeit besteht im "Anpassen” eines mit ¢l G
der Linge 2-BA markierten Lineals. Man l

kann aber auch eine Konchoide verwenden. 8 ¢
Wir zeichnen einen Kreis mit Mittelpunkt A
und Radius AB . Auflerdem zeichnen wir eine
Konchoide mit dem Pol B, mit der Geraden ¢
und dem Wert k = AB . Ein Schnittpunkt der
Konchoide mit dem Kreis ist der Punkt G.
Genauso wie zuvor zeigt man nun, dass gilt:

Abb. 5

AGBC = 3 : AﬁABC

Die Konchoide kann dariiber hinaus auch zur 8
Losung des Problems der
Wirfelverdoppelung ~ verwendet — werden.

Weitere interessante Details zur Konchoide

siehe Qettinger 1984!

/ Abb. 6
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4 Die Quadratrix

Bei den zahllosen Versuchen, das Problem
der Quadratur des Kreises zu losen (d.h. aus
dem Radius eines Kreises die Seite eines
flichengleichen Quadrats zu konstruieren),
stieBen die Griechen unter anderem auf die
Quadratrix.  Diese  kann man  sich
folgendermaBen entstanden denken:

Einem Quadrat OABC ist ein Viertelkreis
mit dem Mittelpunkt O und Radius r= OA

- Abb. 7
eingeschrieben. Der Radiusvektor OX drehe
sich gleichformig von OC nach OA, und die - =S = A
Gerade MN bewege sich in demselben e AN :
Zeitraum gleichformig von CB nach OA. Die , | N
Quadratnx ist dann die Menge aller ,’ \
Schnittpunkte von OX mit MN. ” 1 ob
Man kann zeigen, dass fur die Lange des \ 0 ¢ ,A
Viertelkreisbogens b durch C, X und A gilt: \\ N
b _CO L 0T Abb.8
CO O0Q Sl L7
D.h.: T
E —— —
roQ , ?
(Der Beweis ist etwas langwierig; vgl i 5’ f//////é
Kaiser/Nobauer 1984, S. 143.) SRR X 7
Diese Beziehung gestattet nun, aus der Lange . ' 2 // e
der Strecke [0,Q] eine Strecke mit der Lange “‘ — * =,
b zu konstruieren (Abb. 8), woraus wieder . 2b=rm _r$
mit Hilfe des Hohensatzes (Abb. 9 ' TeeeT T AbL9

verkleinert) die gesuchte Seite jenes Quadrats ermittelt werden kann, dessen Flacheninhalt
gleich dem des Kreises mit dem gegebenen Radius r ist.

Die Archimedische Spirale

Auch die Archimedische Spirale kann zur Lésung des Problems der Quadratur des Kreises
verwendet werden. Eine Archimedische Spirale entsteht, wenn eine Halbgerade mit
Anfangspunkt O gleichformig um O gedreht wird und sich gleichzeitig ein Punkt P auf der
Geraden gleichformig von O aus wegbewegt.
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In Polarkoordinaten kann eine Archimedische Spirale mit Hilfe der Gleichung
r=a-0,aeR, konstant, beschrieben werden.

Um die Archimedische Spirale zur Loésung des
Quadraturproblems verwenden zu konnen, Uberlegt
man folgendermafen: Man wihlt jenen Punkt Q auf

der Spirale, der dem Polarwinkel © =§ entspricht.
=y T

Dann gilt: OQ =a- )

Wihlt man nun auf der waagrechten Geraden durch

O einen Punkt R derart, dass OR = 2-a, so besitzt
das Rechteck ORSQ den Flicheninhalt:

A=2a-a-F=a'n
2

Weitere Anregungen zu diesen und dhnlichen Kurven 0 2a R
bietet die ,Kurvenseite von Th. Weth* im Internet,
wo auch weitere Links sowie Literaturhinweise zu Abb. 11

finden sind.

6 Kurven als geometrische Veranschaulichung von Abhiingigkeiten zwischen Grifien

Waren bei den Griechen in der Antike die Kurven von primarem Interesse und die Symptome
im wesentlichen nur Mittel zur Beschreibung bzw. Charakterisierung der Kurven, so war bei
Nicole Oresme (13207 — 1383?) und spéteren Mathematikern die Abhangigkeit selbst von
Interesse, wihrend die graphische Darstellung eher die logisch nachgeordnete Rolle einer
Veranschaulichung spielte. Diese Sichtweise fiihrte in den folgenden Jahrhunderten zur
Herausbildung des Funktionsbegriffs im 17. Jahrhundert.

7 Variable und Formeln

Die Einfiihrung von Variablen durch F. Viéte zu Ende des 16. Jahrhunderts ermoglichte die
Darstellung von Abhangigkeiten — und von Kurven - durch Gleichungen. Auf dieser
grundlegenden Idee aufbauend entwickelte R. Descartes in der ersten Halfte des 17.
Jahrhunderts die analytische Geometrie.

Insbesondere anhand algebraischer Gleichungen und den entsprechenden Kurven bildeten
sich Anfang bis Mitte des 17. Jahrhunderts die Vorstufen zur Differential- und
Integralrechnung aus, die dann von Newton und Leibniz in der zweiten Halfte des 17
Jahrhunderts zu einer einheitlichen Methode ausgebaut wurde.
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8 Kurven als physikalische Bahnen

Der Aufschwung der Physik und der Astronomie zu Beginn der Renaissance brachte es auch
mit sich, dass Bewegungsvorgange studiert und zu ihrer Beschreibung Kurven verwendet
wurden. Kepler erkannte, dass die Planetenbahnen Ellipsen sind, und konnte dabei auf das
rund 2000 Jahre davor von Menaichmos und vor allem Apollonios geschaffene Wissen
aufbauen. Auch die Untersuchung von GeschoBbahnen fihrte zu einer intensiven
Beschiftigung mit solchen Kurven. Neben diesen algebraischen Kurven interessierte man sich
insbesondere fur die Rollkurve, die Zykloide, auf die Ch. Huygens bei seinen Uberlegungen,
ganggenaue Uhren zu konstruieren, stieff und die dann in der Folge von ihm und vor allem
von Leibniz eingehend untersucht wurde.

9 Funktionen als Darstellungsmittel und Untersuchungsobjekt der Analysis

Die Entwicklung des Calculus einerseits und die explizite Einflihrung des Funktionsbegriffs
andererseits etablieren diesen als einen der zentralsten Begriffe der gesamten Mathematik.
Der Ausbau der Differential- und Integrairechnung fithrte auch zu einem Ausbau der
Funktionenlehre und lieferte eine grofe Zahl neuer Kurven (z.B. als Losungskurven von
Differentialgleichungen).

10 Funktionen als Gegenbeispiele

Im Zuge der Exaktifizierung der Analysis und der Herausbildung der Begriffe Stetigkeit und
Differenzierbarkeit erfanden die Mathematiker "bizarre" Funktionen, um die Grenzen dieser
Begriffe abzustecken; zum Beispiel:

¢ die Dirichletsche Sprungfunktion

. 1, wennx e R
di(x) =
0, wennx €e R\Q

als Beispiel einer nirgends stetigen Funktion, und

e das Weierstrafische "Monster"

f(x)=3b" cos(a"mx) (aeN,ungerade,be)0;l(,a-b > 1+§§£)
n=l

als ein Beispiel einer {berall stetigen, nirgends differenzierbaren Funktion. (Vgl. Volkert

1992, S. 74, Hewitt/Stromberg 1969, S. 258)

Die Bizarrheit dieser Funktionen duBert sich vor allem darin, dass sie sich einer einigermafien
adiquaten geometrischen Darstellung als "Kurve" - und damit auch der Anschauung -
entziehen. Fir viele Mathematiker war die Existenz solcher Funktionen ein Schock. Charles
Hermite schrieb 1893 in einem Brief an Thomas Jan Stieltjes:

"Ich wende mich mit Entsetzen und Schrecken ab von dieser bejammernswerten
Plage von Funktionen, die iiberhaupt keine Ableitung besitzen.”




(Zitiert nach Rithing 1986, S. 15)

Hermite versuchte auch Henry Lebesgue daran zu hindern, eine Arbeit iber nicht
differenzierbare Flichen =zu publizieren. Spater schrieb Lebesgue tiber Hermites
Zuriickweisung seiner Arbeit:

"Er muss gedacht haben, dass diejenigen, die sich in diese Untersuchung
vergraben, ihre Zeit verschwenden, statt sie niitzlicher Forschung zu widmen."

Und er sagte auch:

"Fiir viele Mathematiker wurde ich derjenige mit den Funitionen ohne Ableitung.
Und da Hermites Furcht und Schrecken von fast jedem geteilt wurden, so wiirde
bei jeder mathematischen Diskussion, an der ich teilzunehmen suchte, ein
Analytiker existieren, der sagt: "Dies wird Sie nicht interessieren; wir diskutieren
iiber Funktionen, die Ableitungen besitzen.”

(Stewart 1990, S. 229)

Es stellte sich sogar heraus, dass die differenzierbaren Funktionen sogar die "Ausnahmen"”
unter den stetigen Funktionen sind. (Genauer: Sie bilden in der Menge der auf einem
kompakten Intervall stetigen Funktionen eine Teilmenge von erster Kategorie, das ist eine
Menge, die eine abzihlbare Vereinigung nirgends dichter Teilmengen ist. Vgl. etwa
Hewitt/Stromberg 1969, S. 68 und 260.)

11 Peanokurven

Die Frage, ob jede auf einem abgeschlossenen Intervall stetige Funktion rektifizierbar ist, d.h.
eine endliche Bogenldnge besitzt, fiihrte auf eine andere Art von Monster: Die Peanokurve ist
ein Beispiel einer auf [0;1] stetigen Kurve, die durch jeden Punkt des Einheitsquadrats geht,
d.h. das Einheitsquadrat vollstindig ausfiillt. (Vgl. Peano 1890; siehe auch Kranzer 1989, S.
96 - 98; Volkert 1992, S.73) Eine weitere Kurve dieser Art ist die "Hilbert-Kurve" (Hilbert
1891)

12 Die Diracsche Deltafunktion

Der Versuch, ein mathematisches Modell eines (unendlich kleinen) Massenpunktes mit der
Masse m>0 bzw. einer Punktladung, eines (nur eine "unendlich kurze Zeit" dauernden)
KraftstoBes o.4. zu bilden, fiihrte zur Diracschen Deltafunktion. Solange der Masse (0.B.d.A..
m=1) eine Ausdehnung >0 zugeschrieben wird, kann sie durch folgende
Massenverteilungsfunktion beschrieben werden: Af(x)

x ¥V

Abb. 12

Dabei gilt: [£(x)dx=1
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Lasst man nun bei unverdndertem Wert m (d.h. unter Beibehaltung der obigen Gleichung) die
Ausdehnung der Masse gegen 0 streben (also zum Massenpunkt werden), so geht f iiber in die
"Funktion" & mit:

0 =0
8:R —>R|xr—>{  Wennx

B

co, wennx =0

(Vgl Rathing 1986, S, 21f)

Abb. 13
13 Kochkurve; Fraktale

Wenn man tber dem mittleren Drittel einer Strecke
ein gleichseitiges Dreieck errichtet und die Basis
entfernt, erhalt man:

0
Abb. 14
Fihrt man nun dasselbe Prinzip bei jeder der vier
Tetlstrecken durch, bei der entstehenden Figur
wieder usw. so erhilt man eine "Kurve", die man
nach Helge von Koch als Kochsche Kurve -_/\_y/\z_/\_
bezeichnet. (Koch 1904 und 1906) Sie ist eine
Uberall stetige, aber nirgends differenzierbare Kurve.

Abb 15
Startet man statt mit einer Strecke mit einem
gleichseitigen Dreieck, so ergibt sich nach
diesem Verfahren die "Schneeflockenkurve"
(Abb. 16). Sie stellt ein Beispiel einer
geschlossenen Kurve mit unendlicher Linge
dar, die aber eine Fliche von endlichem Inhalt N LY A N Y
umschliefit. Abb. 16

Die Koch-Kurve ist eines der ersten Beispiele eines Fraktals. Obwohl schon zu Beginn
unseres Jahrhunderts theoretisch erdacht, erfuhren sie Interesse und Verbreitung erst nach der
Verfugbarkeit eines adaquaten Reprasentationsmittels bzw. Werkzeugs: des Computers.
Ahnliches gilt fur Julia-Mengen, Cantorsches Diskontinuum (Cantor 1883), Sierpinski-
Dreieck (Sierpinski 1916), Mengerschwamm (Vgl. Gétz/Reichel 1990), Chaostheorie, u.a.

Begiinstigt durch die weite Verbereitung von Computern und eine groBe Zahl (auch
aligemeinverstindlicher) Bicher sind Fraktale heute weit iber die Mathematik hinaus
verbreitet. Sie haben einerseits Eingang in die Kunst gefunden, andererseits konnten sie auch
zu einem Paradigma der Naturwissenschaften werden, da man auch in der Natur fraktale
Strukturen zu erkennen glaubt. (Vgl. Devlin 1990, S. 91 - 118.)

14 Einige abschlielende Bemerkungen

Der Streifzug zeigt, dass mathematische Objekie verschiedene Aspekte besitzen, die in
verschiedenen Epochen von unterschiedlicher Bedeutung sein koénnen. Ein solcher
Bedeutungswandel ist meist auf den Einfluss von Entwicklungen in solchen Bereichen
zurickzufiihren, die bis dahin nicht unmittelbar zu dem betreffenden Gebiet gehérten. Durch
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die Einfiihrung der Variablen und die daraus resultierende Méglichkeit der Beschreibung von
Kurven durch Gleichungen bzw. analytische Ausdriicke wird der geometrische Aspekt im
wesentlichen auf die Rolle der Veranschaulichung reduziert (zaumindest in der Analysis; in der
analytischen Geometrie bleiben algebraischer und geometrischer Aspekt "gleichberechtigt").
Die weitere Entwicklung der Analysis im 19. Jahrhundert zeigt schlieBlich die Grenzen des
geometrischen Kurvenbegriffs - und die Grenzen der Anschauung - auf Der
mengentheoretische Funktionsbegriff trigt (iber die geometrische Vorstellung hinaus.
Dennoch wird der Kurvenbegriff nicht obsolet: Da der Funktionsbegriff in gewissem Sinne
sogar zu weit trigt, sind Abgrenzungseigenschaften vonnéten; diese sind nicht selten durch
den geometrischen Aspekt motiviert (Stetigkeit, Glattheit, Zusammenhang, u.i.) Abseits
davon erlebt der Kurvenbegriff in der Fraktalen Geometrie eine interessante und faszinierende
Renaissance und Verallgemeinerung.

Am Beispiel der Kurve kann man auch die Bedeutung der Mittel, d.h. der Reprisen-
tationsform fur die Entwicklung der Mathematik erkennen. Durch die Einfithrung der
Variablen war es einfach, ja in gewisser Weise sogar naheliegend, ausgehend von den
Kegelschnitten — nunmehr als algebraische Kurven zweiten Grades erkannt ~ zu beliebigen
algebraischen Kurven tberzugehen. Dieser Schritt wire fur die Griechen mit ihrer rein
geometrischen Repradsentation nur schwer vorsteilbar.

Entwicklungen in der Mathematik gehen meist nicht gleichmafig vonstatten, sondern
sprunghaft. Dabei spielt die Verfligbarkeit von Mitteln, insbesondere neuer Mittel, oft eine
agrofle Rolle. (Vgl. R. Fischer 1988!) Ein erster "Quantensprung” auf dem Gebiet der Kurven
ergab sich durch das Mittel "Variable", d.h. durch die Méglichkeit der Beschreibung von
Kurven durch Gleichungen. Der zweite Quantensprung wurde durch den Computer
ermoglicht: die rasche Ausfiihrung rechenintensiver Iterationen erweckte Kochkurve,
Hilbertkurve, Julia-Mengen u.i. aus einem jahrzehntelangen Dormroschenschlaf. Nicht die
Idee allein, sondern auch die Moglichkeiten der Reprasentation, der Realisierung und der
Verbreitung sind in der Wissenschaftsentwicklung von entscheidender Bedeutung.
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Gilinther Malle, Universitit Wien

WAS IST EIN VEKTOR? -
ANTWORTEN AUS DER GESCHICHTE DER MATHEMATIK

1. Intuitive Vorideen zur Vektorrechnung

Die Idee des Krafteparalielogramms (bzw. Geschwindigkeitsparallelogramms) findet
sich schon in der Antike. Man findet sie in der sog. ,Pseudo-Aristotelischen Mecha-
nica’, bei ARCHIMEDES und bei HERON. Uber den spateren Gebrauch solcher
Parallelogramme ist wenig bekannt, im 16. und 17. Jahrhundert darften sie jedoch
gangig gewesen sein. Galileo GALILEI (1564 - 1642) war anscheinend der erste,
der die Parallelogrammregel expressis verbis formulierte.

Dabei ist zu beachten, dal die Krafte bzw. Geschwindigkeiten noch nicht als spezi-
elle Vektoren angesehen wurden und die Zusammensetzung von Kraften bzw. Ge-
schwindigkeiten noct: nicht als Addition von Vektoren. Es lag also noch keine Vektor-
rechnung im heutigen Sinn vor.

Die Methoden der antiken Geometrie und Physik reichten jedoch bald nicht mehr
aus. Die physikalischen Probleme &nderten sich so, dal immer deutlicher wurde,
dall manche physikalische GroRen nicht nur durch einen Betrag allein charakterisiert
werden kénnen, sondern dal zu ihrer Angabe auch eine Richtung benétigt wird. Man
denke etwa an die drei Grundgesetze der Mechanik, die Isaac NEWTON (1642 -
1727) in seiner Philosophiae naturalis Principia Mathematica formuliert hat. In diesen
ist die Rede von Kraften, Geschwindigkeiten, Impulsen und Beschleunigungen, also
GroRen, die wir heute als Vektoren bezeichnen wirden. Diese Entwicklung setzte
sich bis ins 19. Jahrhundert fort. Der physikalische Raum wurde geradezu mit Vekto-
ren vollgestopft. Dies muBte schon frithzeitig ein Bedirfnis nach einem geeigneten
Formalismus fir solche Gréfien geweckt haben.

Eine Vision dieses Formalismus finden wir bei Gottfried Wilhelm LEIBNIZ (1646 -
1716). LEIBNIZ war ja ein groer Visionar, der viele Dinge vorausgesehen hat (man
denke etwa an seine Vision einer Rechenmaschine oder einer mathematischen Uni-
versalsprache). Es ist weniger bekannt, da LEIBNIZ auch die Vektorrechnung vor-
ausgeahnt hat. In einem Brief an Christian HUYGENS schreibt er (in einer von mir
vorgenommenen deutschen Ubersetzung):

Ich bin mit der Algebra noch nicht zufrieden, weil sie nicht die kirzesten Methoden oder
schénsten Konstruktionen in der Geometrie liefert. Deshalb glaube ich, soweit es die Geo-
metrie betrifft, dal wir eine andere Analysis brauchen, die ausdricklich geometrisch oder li-
near ist und die eine Lage direkt ausdrickt wie die Algeba einen Betrag ausdriickt. Und ich
glaube, dal ich den Weg gefunden habe und daR wir Figuren, ja sogar Maschinen und Be-
wegungen durch Symbole so ausdriicken kénnen, wie die Algebra Zahien oder Betrage re-
préasentiert.

ey
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LEIBNIZ sandte HUGYENS in diesem Brief einen Aufsatz, in dem er schrieb:

Ich habe gewisse Elemente einer neuen Sprache gefunden, die von der Algebra grundver-
schieden ist und die grofle Vorteile aufweist, indem sie dem Geist ... auch chne Figuren ailes
reprasentiert, was auf sinnlicher Wahrnehmung beruht. Algebra ist lediglich die Sprache fir
unbestimmte Zahlen und Betrage, aber sie driickt nicht Lage, Winkel und Bewegung direkt
aus. Daner ist es oft schwierig, die Eigenschaften einer Figur durch Rechnung zu analysie-
ren, und noch schwieriger ist es, bequeme geometrische Beweise und Konstruktionen zu
finden ... Aber diese neue Sprache... kann nicht fehigehen, die Lésung, die Konstruktion und
den geometrischen Beweis zur gleichen Zeit zu geben ... . Aber ihr hauptsachlicher Wert
liegt im Denken, das damit ausgefiihrt werden kann, sowie in den Schitissen, die durch Ope-
rationen mit ihren Zeichen gezogen werden kénnen und die nicht durch Figuren ... ausge-
drickt werden kénnen, ohne diese zu sehr anzuhdufen oder mit zu vielen Punkten und Ge-
raden zu verwirren, die zu zeichnen man im Verlauf der vielen fliichtigen Versuche gezwun-
gen ist.

Was LEIBNIZ jedoch im Gegensatz zu dieser groRartigen Vision tatsachlich anzu-
bieten hat, ist vergleichsweise dlrftig. In seiner Analysis situs (Geometrie der Lage)
entwickelt er ein System, das auf der Kongruenz von Figuren beruht und mit der
heutigen Vektorrechnung so gut wie nichts gemeinsam hat. Trotzdem ist diese Ana-
lysis situs von historischer Bedeutung, weil von ihr starke Anregungen ausgingen.
Die Jablonowskische Gesellschaft (eine damalige Mathematikervereinigung) schrieb
einen Preis aus, der demjenigen gebihren sollte, dem es gelingt, das LEIBNIZsche
System in eine Form zu bringen, die fur die Geometrie und Physik brauchbar ist. Der
Gewinner dieses Preises war ein deutscher Gymnasiallehrer, Hermann Giinther
GRASSMANN, uber den wir noch sprechen werden.

2. Die Entwicklung erster vektorieller Systeme

2.1 Caspar WESSEL (1745-1818) und andere - Vektor als ortsgebundene
gerichtete Strecke bzw. formaler Ausdruck der Form x+ny+ &

Der Versuch, die komplexen Zahlen geometrisch zu deuten, hatte groRen Einfluf auf
die Entwicklung vektorieller Systeme. Es ist bekannt, dal an dieser geometrischen
Deutung mehrere Mathematiker beteiligt waren, exemplarisch sei jedoch nur der
Beitrag von WESSEL besprochen. Zunachst sei jedoch hervorgehoben, dafl das
vordringliche Interesse dieser Mathematiker nicht der Existenzsicherung der damalis
noch dubiosen komplexen Zahlen gait -wie dies heute oft falschlich dargestellt wird -,
sondern der Suche nach einem geeigneten Werkzeug fir die Geometrie und die
Physik, also die Suche nach einer geeigneten Vektorrechnung (in der LEIBNIZschen
Tradition). Der Wunsch nach einem solchen Werkzeug war so stark, daf} dafir so-
gar die dubiosen komplexen Zahlen herhalten muften. Daf} durch die geometrische
Deutung die Dubiositat der komplexen Zahlen gemildert wurde, war ein angenehmer
Nebeneffekt, aber nicht die Hauptsache.

WESSEL kennt zwei Darstellungen von komplexen Zahlen, namlich a+&56 und
r{cosv+¢-sinv) wobei ¢ dem spateren i entspricht. Er deutet komplexe Zahlen in
der bekannten Weise durch gerichtete Strecken, die vom Ursprung eines ebenen
Koordinatensystems ausgehen. Er definiert dann eine Addition, Subtraktion und
skalare Vervielfachung von gerichteten Strecken, ebenfalls auf die bekannte Weise.
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WESSEL definiert auch ein Produkt fiir komplexe Zahlen, indem er die Produkte der
Einheiten festsetzt:
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(-1)(-D)=+L (*))(+e)=+& (+1)(-&)=-¢

(-)(+e)=-& (-D(-e)=+& (+e)(+e)=-L (+ef(=e)=+L (-e)(-¢)="1

Das Produkt (a+£b)(c+&d) zweier beliebiger komplexer Zahlen kann dann berech-

net werden, indem man die beiden Klammern nach den Ublichen Rechenregeln
ausmultipliziert und dabei die obigen Festsetzungen fiir die Produkte der Einheiten
benutzt. WESSEL deutet dieses Produkt geometrisch auf die bekannte Weise und
definiert damit ein Produkt zweier gerichteter Strecken: Das Produkt zweier gerich-
teter Strecken ist eine gerichtete Strecke, deren Lange das Produkt der beiden Aus-
gangslangen und deren Neigungswinkel die Summe der beiden Ausgangsneigungs-
winkel ist. Er fithrt auch eine Division von Strecken ein.

Dann geht WESSEL daran, die komplexen Zahlen und deren geometrische Deutung
auf den Raum zu (bertragen. Dabei liegt nichts naher, als neben den Einheiten 1
und ¢ eine dritte Einheit 7 anzunehmen und ,Zahlen" der Form a+7b+e&c zu be-
trachten (WESSEL wahlt diese Reihenfolge). Er deutet diese Zahlen als gerichtete
Strecken, die vom Ursprung eines raumlichen Koordinatensystems ausgehen. Es
bereitet ihm keine Schwierigkeiten, die geometrischen Deutungen der Addition, Sub-
traktion und skalaren Vervielfachung komplexer Zahlen auf diese neuen Zahlen aus-
zudehnen und damit entsprechende Operationen fur gerichtete Strecken im Raum
zu definieren. Bei der Definition des Produktes dieser Zahlen stolt er jedoch auf eine
unerwartete Schwierigkeit. Zwar setzt er in Analogie zu den komplexen Zahien
nn=ec=-1, aber er findet keine Festsetzungen fur ne und 7, die so geartet sind,
daR alle fiir komplexe Zahlen gliltigen Rechengesetze auch fur diese neuen Zahlen
gelten. (Wir wissen heute aufgrund von Sétzen der modernen Algebra, dalb es sol-
che Festsetzungen nicht geben kann.) In eingeschrankten Fallen gelingt es ihm
durch diverse Tricks, die Produkte ne und &n zu vermeiden, und es gelingt ihm trotz
dieses Mangels seines Produktes, bedeutende Resultate der spharischen Trigono-
metrie herzuleiten.

2.2 William Rowan HAMILTON (1805 - 1865) — Vektor als Zahlenpaar bzw. for-
maler Ausdruck der Forma +bi +¢j +dk

HAMILTON identifiziert eine komplexe Zahi a+bi mit dem Zahlenpaar (a,b), insbe-
sondere die Zahl i mit dem Zahlenpaar (0,1). Er definiert eine Addition, Subtraktion,
skalare Vervielfachung und Multiplikation soicher Zahienpaare, die den jeweiligen
Operationen mit komplexen Zahlen entsprechen. Bis auf die Multiplikation stimmen

diese Operationen mit den heute im Vektorraum R? gebrauchlichen Operationen
tiberein. Die Darstellung komplexer Zahlen durch Zahlenpaare nahm den komplexen
Zahlen viel von ihrer Mysteriositéat.
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Wie WESSEL plagt sich auch HAMILTON mit dem Problem herum, die komplexen
Zahlen auf drei Dimensionen auszudehnen, ja er trdumt sogar von einer Ausdeh-
nung auf n Dimensionen. Er untersucht Ausdriicke der Form (a,b,c) =a+bi +¢j . Wie
WESSEL bereitet es ihm keine Probleme, eine Addition, Subtraktion und skalare
Vervielfachung fur solche Tripel einzufihren, wie WESSEL scheitert er jedoch am
Produkt. Da er die Ergebnisse der modernen Algebra noch nicht kannte, verbrachte
er groRRe Teile seines Lebens mit der erfolglosen Suche nach einem solchen Pro-
dukt. Es gelingt HAMILTON jedoch, eine einigermafen brauchbare Multiplikation fir
vierdimensionale Ausdriicke der Form a +bi+c¢j +dk zu finden, die er Quaternionen
nannte (bekannt nach dem quaternion der vier Knechte, die Petrus beschiitzten). Er
setzte dazu fest.

==kl =—
j=k jk=i ki=j
Ji=—k ki=-i ik=-j

Das Produkt (a+bi+cj+dk)(e+ fi+g+hk) zweier beliebiger Quaternionen kann

dann berechnet werden, indem man die beiden Klammern nach den (blichen Re-
chenregeln ausmultipliziert und die obigen Festsetzungen benutzt. Die Addition,
Subtraktion und skalare Vervielfachung sind fir Quaternionen analog zu den kom-
plexen Zahlen definiert. HAMILTON zeigt, dal die Quaternionen alle tblichen Re-
chengesetze erflllen, bis auf das Kommutativgesetz der Multiplikation. Die Quater-
nionenmultiplikation ist antikommutativ, d.h. fir alle Quaternionen «,F qilt
a-B=-F-a. Anzumerken ist auch, dad HAMILTON als erster die Glltigkeit des

Assoziativgesetzes klar hervorgehoben hat.

HAMILTON Uberschéitzte seine Quaternionen in gewaltiger Weise und sah sie als
ebenburtig mit der Schopfung der Infinitesimalrechnung an. Mit missionarischem Ei-
fer betrieb er ihre Verbreitung in der mathematischen Welt. Er wurde in Irland und
England zu einer Gallionsfigur einer Schule von Quaternionisten, die ihren Meister
an Starrheit und Intoleranz noch Gbertraf. Im Mittelpunkt stand ein mit Scheu und
Ehrfurcht gehandhabter Formalismus, von dem man sich ganz neue Einsichten in
die Mathematik und Physik erwartete. Die moderne Algebra hat jedoch gezeigt, daf®
die Quaternionen nicht mehr sind als ein sehr spezielles Beispiel einer sog. Algebra
(siehe dazu EBBINGHAUS et al. 1983, S. 131-134).

In einem Quaternion « =a +bi +¢j +dk bezeichnete Hamilton a als Skalarteil und
bi+cj +dk als Vektorteil des Quaternions, abgekirzt Sa und Va . Es hat den Ma-
thematikern des 19. Jahrhunderts grolRe Mihe bereitet, den Vektorteil von einem
Quaternion zu lésen und zu einer eigenstandigen Existenz zu verhelfen.

S i) oo
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2.3 August Ferdinand MOBIUS (1790 - 1868) — Vektor als gewichteter Punkt

MOBIUS entwickelte in seinem Barycentrischen Calcul einen Kalkil fir gewichtete
Punkte. Er betrachtet z.B. funf Punkte 4,B,C, D, E im Raum, die die jeweilige Masse
a,b,c,d,e haben. Er beweist, daft man immer einen eindeutig bestimmten Punkt §

- namlich den Schwerpunkt - finden kann, der folgende Eigenschaften hat: Legt man
parallele Geraden (in irgendeine Richtung) durch die Punkte A,B,C,D,E und Sund
schneidet diese mit einer beliebigen Ebene, wobei 4',B',C’,D',E’ und §' die
Schnittpunkte dieser Geraden mit der Ebene sind, dann gilt:

a-AA'+b-BB' +c-CC'+d DD'+e-EE' = (a+b+c+d +e)- 55"

Dabei ist 44’,BB',... die jeweilige vorzeichenbehaftete Strecke (positiv, wenn der
Punkt auf der einen Seite der Ebene liegt, negativ, wenn er auf der anderen liegt).
Geht insbesondere die Ebene durch §, dann gilt:

a-AA"+b-BB' +¢-CC'+d-DD'+e-EE'=0

MOBIUS sagt nun, daR es fiir eine fixe Ebene genugt, statt der Strecken 44',BB’,...
die Punkte 4,B,... anzugeben. Er schreibt also die obigen Gleichungen so:

a-A+b-B+c-C+d-D+e-E=(a+b+c+d+e)-§
a-A+b-B+c-C+d-D+e-E=0

Aus der ersten Gleichung ergibt sich

1 (a-A+b-B+c-C+d-D+e-E)
a+b+c+d+e

Der Schwerpunkt ist also eine Art gewichteter Mittelpunkt der Punkte 4,B,C,D,E .

Mit solchen gewichteten Punkten fiilhrt MOBIUS auch verschiedene andere Rech-
nungen aus. Sein Kalkll hat bereits groie Ahnlichkeit mit dem spateren Punktmodell
eines Vektorraums.

MOBIUS fiihrt auch zwei Produkte fiir gerichtete Strecken ein. Das projektive Pro-
dukt AB-CD entspricht dem heute gebrauchlichen Skalarprodukt, das geometrische

Produkt AB-CD ist die von 4B und CD aufgespannte orientierte Parallelogramm-
flache (nicht dessen Inhalt). Diese Idee taucht im 19. Jahrhundert immer wieder auf.
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2.4 Giusto BELLAVITIS (1803-1880) — Vektoren als dquivalente, gerichtete
Strecken

BELLAVITIS fuhrte als erster eine Aquivalenzrelation fir gerichtete Strecken ein:
Zwei gerichtete Strecken 4B und CD heillen &quipollent, geschrieben AB =(CD,
wenn sie gleich lang, parallel und gleich orientiert sind. Er betrachtete jedoch noch
nicht die dazugehdrigen ,Pfeilklassen® (diese Betrachtungsweise entstand erst im
20. Jahrhundert im Rahmen der Mengenlehre). Dariiber hinaus beschreibt BELLA-
VITIS gerichtete Strecken durch Lange und Neigungswinkel (inclinatio), wobei er die
Lange einer gerichteten Strecke 4B mit 4B und deren Neigungswinkel (gegeniiber
der positiven ersten Achse) mit inc- AB bezeichnet. Er weist darauf hin, daB eine
,Gleichung” wie z.B.

AB= CD-EF
GH
gleichbedeutend ist mit den Gleichungen
AB = CG;;F und inc- AB = inc-CD +inc- EF —inc-GH

2.5 Hermann Giinther GRASSMANN (1809-1877) — Vektor als (gewichteter)
Punkt bzw. gerichtete Strecke bzw. Bewegung bzw. orientierte Fldche bzw.
formaler Ausdruck der Form a ¢, +a,e,++a,¢,

GRASSMANN entwickelte unabhangig von HAMILTON ein vektorielles System, in
dem der Vektorteil eines Quaternions von Anfang an als eigenes Objekt betrachtet
wurde. Seine Ausfihrungen héatten die Entwickiung der Vektorrechnung ein gutes
Stiick weiterbringen kdnnen, wenn sie seine Zeitgenossen gelesen héatten. Doch sein
Werk galt als schwer lesbar bis unlesbar. (HAMILTON selbst hat zugegeben, daf} er
nicht tber die ersten Seiten hinausgekommen ist.) Dies lag u.a. daran, dal
GRASSMANN seine Ideen in einen schwer zuganglichen philosophischen Kontext
verpackte. Aus heutiger Sicht betrachtet war diese philosophische Verpackung not-
wendig, weil es sonst GRASSMANN mit den Mittein seiner Zeit nicht moglich gewe-
sen ware, seine sehr abstrakten Ideen auszudricken. Was ihm namlich vorschweb-
te, war eine Art universale Algebra, die unabhéangig von der geometrischen An-
schauung entwickelt und begriindet werden kann, aber bei Bedarf auf die Geometrie
angewandt werden kann.

Zunachst entwickelt GRASSMANN jedoch in seiner Theorie der Ebbe und Flut
(1840, aber erst 1911 publiziert) einen Kalkl fur gerichtete Strecken und wendet
diesen auf die Mechanik der Gezeiten an. Er fuhrt zunachst eine geometrische
Gleichheit fur gerichtete Strecken ein, fur die er das Symbol = verwendet und die die
Ubereinstimmung in Betrag und Richtung ausdrickt. Anschlie@end fihrt er eine
geometrische Addition fur gerichtete Strecken ein, fur die er das Symbol 1 verwen-
det und die gemal der Parallelogrammregel erfolgt. Subtraktion und skalare Ver-

e




- 118 -

vielfachung von gerichteten Strecken flieRen mehr oder weniger selbstverstandlich
ein. GRASSMANN beweist die wichtigsten Rechengesetze fiir die bisher erwahnten
Operationen. AnschlieRend behandelt er sehr kurz die Vektordifferentialrechnung
(partielle Ableitungen gerichteter Strecken). Schliellich fiihrt er zwei Produkte von
gerichteten Strecken ein. Das lineare Produkt a mb zweier gerichteter Strecken ent-
spricht dem heute gebréuchlichen Skalarprodukt, das geometrische Produkt
a xbstellt wie bei MOBIUS die von a und b aufgespannte, orientierte Parallelo-
grammflache dar. '

In seinem Hauptwerk, der linealen Ausdehnungslehre (1844) stelit GRASSMANN
seine Ideen in einen allgemeineren und systematischeren Zusammenhang. Er ent-
wickelt eine sehr abstrakte ,Theorie der Formen". Formen sind abstrakte Elemente,
die man bei Bedarf als Punkte, Zahlen, gerichtete Strecken, orientierte Flachen usw.
deuten kann. Spezielle Formen sind die sog. AusdehnungsgréBen (extensive Gro-
Ren), die durch einen Stufenprozel erzeugt werden. Ausgangspunkte sind dabei die
sog. Elementargréfien, die GRASSMANN nicht naher definiert, doch meist als
Punkte deutet. Durch die Bewegung eines Punktes entsteht eine AusdehnungsgréRe
erster Stufe, d.h. eine gerichtete Strecke; durch die Bewegung einer gerichteten
Strecke in eine geeignete Richtung entsteht eine Ausdehnungsgrofe zweiter Stufe,
d.h. eine orientierte Flache; durch die Bewegung einer orientierten Fliche in eine
geeignete Richtung entsteht eine AusdehnungsgréRe dritter Stufe, d.h. ein orien-
tiertes Parallelepiped; usw. GRASSMANNSs abstrakter Standpunkt erfaubt es ihm,
diesen Prozel} auch fiir mehr als drei Dimensionen fortzusetzen. Dies ist der Beginn
einer n-dimensionalen Geometrie.

GRASSMANN  stellt eine AusdehnungsgroRe n-ter Stufe in der Form
ae +a,e,+-+ae, dar, wobei e,e,,....e, als Einheiten erster Ordnung bezeichnet
werden (heute wirde man sie als normierte Basisvektoren des R" auffassen). Er
definiert Addition, Subtraktion und skalare Vervielfachung in der ublichen Weise
(koordinatenweises Vorgehen) und definiert dann verschiedene Produkte fir Aus-
dehnungsgréfien, von denen die wichtigsten das innere und das #uRere Produkt
sind.

Fur das innere Produkt o|f8 setzt GRASSMANN fest:

ele, =1

e,.'ej =0 firis=

Das innere Produkt (a,e, +a,e,++a,e, )(B.e, + fre,++f,e,) zweier beliebiger Aus-

dehnungsgréfen n-ter Stufe kann dann berechnet werden, indem man die beiden
Klammern nach den Ublichen Rechenregeln miteinander ausmultipliziert und dabei
die obigen Festsetzungen benutzt. Strenggenommen brauchte man dazu zumindest
noch ein Distributivgesetz. Distributivitidt sah GRASSMANN jedoch als eine selbst-
verstandliche Eigenschaft eines Produktes an.
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GRASSMANN beweist die folgenden Eigenschaften des inneren Produktes:
(1) a|f=a-b-cosp, wobei a = |«

@) o] = el = Jai + 3+ @

Das innere Produkt stimmt also mit dem heutigen (euklidischen) Skalarprodukt im R”
iberein, das ja heute noch als inneres Produkt bezeichnet wird.

. b=

A, $=X(a.b)

Fur das duBere Produkt [aff] setzt GRASSMANN fest:

2 ,.] = 0
—[eje‘.] firi = j

——
&
Pl
If

Das duRere Produkt [afB] zweier beliebiger Ausdehnungsgroen n—ter Stufe kann

dann wiederum durch Ausmultiplizieren der beiden Klammern nach den ublichen
Rechenregeln ermittelt werden. Strenggenommen brauchte man auch hier zumin-
dest noch ein Distibutivgesetz. Z. B. fur n=3:

[af] z[(alel rae, +aye)(fie + fie +ﬂ]el)] =
:alﬁl[elel]+alﬂ2[elel]+alﬂ}[elel]+azﬂl[eze!]+a2ﬂ2[8262]+a2ﬂ3[6263]+
+a3,5,[ejei]+a3ﬂ2[e3ez]+a3,33[e_.,63]
=(0-':,53 ~a,f,) [9233]+(a3ﬂ1 -a,f,) [elel]+(alﬁ2 —azﬂl) [elez]

Daran erkennt man die Ahnlichkeit dieses Produktes mit dem heutigen Vektorpro-
dukt. Im Gegensatz zum heutigen Vorgehen reduziert jedoch GRASSMANN die

Produkte [e,e,].[e,e, ][] nicht, er setzt also nicht etwa [e,e,] =¢,, sondern lait die-
se Produkte stehen und bezeichnet sie als Einheiten zweiter Ordnung. Ahnlich ver-
fahrt er in hoheren Dimensionen.

Im zweiten Teil der linealen Ausdehnungslehre dehnt GRASSMANN sein &duleres
Produkt auf Elementargréfen (Punkte) aus. Fur Elementargrélen o,/ gibt er die

Zusatzdefinition
[p) = p-a

und deutet [zf] geometrisch als die gerichtete Strecke von Punkt & zum Punkt .
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(Die obige Festsetzung ist also nichts anderes als die wohlbekannte Regel Vektor =
Endpunkt - Anfangspunkt.) Das Rechnen mit diesem Produkt mutet schon sehr mo-
dern an. Z.B. erhalt GRASSMANN:

[ac] = a-a=0
[af] = f-a=~(a-p)=-{fa]
[af] = f-a= f=a+[af

im weiteren Verlauf entwickelt GRASSMANN auch einen Kalkil fir gewichtete
Punkte, ahnlich wie MOBIUS. Dabei wird zum ersten Mal der Nullvektor als Punkt mit
dem Gewicht 0 betrachtet.

2.6 Matthew O'BRIEN (1814 - 1855) — Vektor als gerichtete Strecke

O'BRIEN entwickelt einen Kalkll fur gerichtete Strecken. Addition, Subtraktion und
skalare Vervielfachung von gerichteten Strecken fihrt er auf die Ubliche Art ein. Die
Einheitsvektoren langs der drei Koordinatenachsen bezeichnet er mit «, 5,7 und er
zeigt, dal jede vom Ursprung ausgehende Strecke u in der Form u=xa+yf+:zy
dargestellt werden kann.

O'BRIEN will mit Hilfe seines Streckenkalkils vor allem Translationen gerichteter
Strecken beschreiben. Dabei zerlegt er eine Translation in eine longitudinale und
eine laterale Komponente. Eine Translation der gerichteten Strecke u langs der ge-

richteten Strecke v heildt Jongitudinal, wenn ):(u,v):O" und lateral, wenn
X (u,v) =90".

O’'BRIEN bezeichnet das Ergebnis einer longitudinalen Translation mit uxv und das
Ergebnis einer lateralen Translation mit «-v (wobei unklar bleibt, ob damit eine Zahl,
eine gerichtete Strecke oder die von « und v aufgespannte Rechtecksflache ge-
meint ist). Er fallt uxv und v als Produkte auf und stellt zundchst durch geometri-
sche Uberlegungen fest, dal beide Operationen kommutativ und distributiv sind.

Algebraisch definiert er das Produkt ux v durch folgende Festsetzungen fur die Ein-
heitsvektoren:

axa=fFxf=yxy=1
axf=axy=Lfxy=0
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Damit zeigt er, da fir beliebige gerichtete Strecken u,v die Formel
uxv=mncoséd

gilt, wobei m die Lange von u, n die Lange von v und & der von uwund v einge-
schlossene Winkel ist. Das Produkt uxv entspricht also dem heute gebrauchlichen
Skalarprodukt.

Das Produkt u-v definiert O'BRIEN nicht algebraisch, er fiihrt jedoch fur dieses Pro-
dukt eine sog. Direktrix ein, die er mit D(u-v) bezeichnet. Diese ist definiert durch die

Festsetzungen:

D(a-f)= v, Dlay)=~p D(Br)= «
D(f-a)=-y, D(r-a)= p. Dy -B)=-a

Damit zeigt O'BRIEN, daR die Direktirx D(u-v) eines Produktes u-v beliebiger ge-

richteter Strecken u,v eine gerichtete Strecke ist, die auf » und v normal steht und
die Lange mnsin@ hat. (Uber die Orientierung sagt er nichts, doch gilt offensichtlich
die Rechtsschraubenregel.) Daran erkennt man, dal die Direktrix D(u-v) dem mo-

dernen Vektorprodukt u x v entspricht.
3. Die Entwickiung der modernen Vektorrechnung

Ab HAMILTONs Tod (1865) war die weitere Entwicklung der Vektorrechnung fast
ausschlieBllich eine Sache der Physiker. Dabei kann man zwei Phasen unterschei-
den. In einer ersten Phase (ca. 1865-1880) wurden keine wesentlich neuen Ideen
zum Vektorbegriff entwickelt, es ging vielmehr darum, abzutesten, inwieferne die
vorhandenen vektoriellen Systeme in der Physik brauchbar sind (wobei es vor allem
um eine Konfrontation der HAMILTONschen Quaternionen mit den GRASSMANN-
schen Ausdehnungsgréfen ging). Man darf nicht vergessen, dal es zu dieser Zeit
unter den Physikern noch sehr viele Gegner der Vektorrechnung gegeben hat, z.B.
Lord KELVIN. Die wichtigsten Vertreter dieser Phase sind TAIT (der Hauptvertreter
der Quaternionentheorie), MAXWELL und CLIFFORD. Die letzten beiden gaben eine
gewisse Unzufriedenheit mit der Quaternionentheorie zu erkennen, doch war ihre
Kritik noch milde. In einer zweiten Phase (ca. 1880 - 1900), deren Hauptvertreter
GIBBS und HEAVISIDE waren, wurden die Quaternionen endgtiltig aus der Physik
verbannt. GIBBS und HEAVISIDE (bernahmen mit grolem Geschick aus der Qua-
ternionentheorie das, was fur die Physik brauchbar war, und lielen das weg bzw.
anderten das, was nicht brauchbar war. Dartiber hinaus entwickelten sie ein brauch-
bares Bezeichnungssystem. Insgesamt entwickelten sie — ziemlich unabhéngig von-
einander — eine Vektorrechnung, die bis auf unwesentliche Bezeichnungsunter-
schiede mit der heutigen Vektorrechnung ibereinstimmt. GIBBS und HEAVISIDE
kénnen also als die eigentlichen Vollender der modernen Vektorrechnung bezeichnet
werden.
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In der Zeit von 1865 - 1900 wurde auch die Vektoranalysis weiterentwickelt. Dabei
ging es vor allem um die Anwendung des schon von HAMILTON eingefithrten Nabla-

Operators V:%iﬁug—jw’gwk. Infolge der Einfuhrung des Feldbegriffes in die Phy-
sik durch FARADAY wurden verschiedene Vektorfelder untersucht und dabei ent-
standen heute géngige Begriffe der mehrdimensionalen Analysis wie Gradient, Di-
vergenz, Rotation usw. Diese Entwicklung war eng verbunden mit der Entwicklung
der Theorie der Mehrfachintegrale, Kurvenintegrale und Oberflachenintegrale bis hin
zu den Satzen von GREEN, GAUSS und STOKES.

4. Die Axiomatisierung des Vektorbegriffes

Wenn Mathematiker langere Zeit mit etwas arbeiten, tritt meist Gber kurz oder lang
ein Moment der Reflexion ein und es wird die Frage gestellt: Was ist eigentlich die-
ses ,etwas®, mit dem wir die ganze Zeit gearbeitet haben? So muR} ungefahr um
1900 die Frage aufgekommen sein: Was ist eigentlich ein Vektor? Es 1aRt sich aller-
dings nicht sagen, wann und wo diese Frage zum ersten Mal gestellt wurde. Diese
Frage war nun gar nicht leicht zu beantworten. Denn im Lauf der Geschichte sind
viele inhaltliche Vorstellungen von einem Vektor entwickelt worden: Vektor als Be-
trag und Richtung, ils Punkt, als gewichteter Punkt, als (ortsabh&ngige oder orts-
unabhangige) gerichtete Strecke, als orientierte Flache, als Translation, als
n—Tupel, als formaler Rechenausdruck usw. Diese Vorstellungen waren so ver-
schieden, dal} sie nicht unter einen Hut gebracht werden konnten.

Das Problem wurde schliellich so geldst, wie Mathematiker soiche Probleme immer
I6sen: der Vektorbegriff wurde axiomatisch definiert. Giuseppe PEANO (1858 - 1932)
war derjenige, der den Begriff des Vektorraumes in der heutigen Form einfiihrte, als
eine Menge, in der bestimmte Operationen definiert sind und in der gewisse Axiome
erfulit sind. Von nun an war ein Vektor ein Element eines Vektorraumes und sonst
nichts.

Aber ist das Problem damit wirklich gel¢st? Zwar hat man durch die Vektorraumdefi-
nition das offiziell festgehalten, worauf sich alle einigen konnten und das war im we-
sentlichen das Rechnen mit Vektoren. Aber wer mit Vektoren wirklich arbeiten will,
mufll wesentlich mehr wissen als das, was in der Definition des Vektorraumes steht.
In dieser Definition steht ja z.B. nichts Uber die geometrischen Deutungen von Vek-
toren und deren Rechenoperationen oder Uber n- Tupel. Manchmal wird der Stand-
punkt vertreten: Offiziell ist nur das, was in der Vektorraumdefinition steht, was man
sich sonst unter Vektoren vorstellt, ist Privatsache. Dieser Standpunkt wird heute von
vielen Mathematikern (z.B. René THOM) und fast allen Mathematikdidaktikern fiir
falsch gehalten - einfach weil Mathematik auf der formalen Ebene allein nicht funk-
tioniert. Ich vergieiche einen mathematischen Begriff gerne mit einem Eisberg. Der
Uber der Wasseroberflache liegende Teil eines Begriffes ist der offizielle Teil, der in
der Definition des Begriffes ausgedriickt wird. Aber zum Funktionieren von Mathe-
matik ist auch der weitaus gréflere, unter der Wasseroberflache liegende inoffizielle
Teil notwendig.
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Die im 20. Jahrhundert aufkommende formalistische Sichtweise der Mathematik sah
von diesem inoffiziellen Teil schlichtweg ab, d.h. man vergal3 diese Dinge oder bes-
ser: man verschwieg oder verdréngte sie. Aber bereits Daniel Gottiob FREGE (1848
- 1925) hat sich Uber diese Methode des Absehens lustig gemacht:

Man hat das noch ldngst nicht genligend ausgenutzt. Einige Andeutung flr weitere Verwer-
tungen mégen daher nicht unerwiinscht sein. Anwendungen kdnnen davon gemacht werden
in der Metallurgie (Entphosphorung des Eisens), Padagogik (Erziehung von Musterknaben),
Medizin (Vermeidung stérender Nebenwirkungen von Heilmitteln), Politik (Un-
schadlichmachung widerstrebender Parteien und feindlicher Méchte) und gewil® noch auf
vielen anderen Gebieten.

FREGE fiigt die Fulinote hinzu:

Dieser Gedanke mdchte indessen nicht neu sein; schon der Vogel Strauf soll einen &hnli-
chen gehabt haben.

Der Vektor als Element eines Vektorraumes kann also nicht der Weisheit letzter
Schiuft sein. Dies ist eine der L.ehren, die man aus der Geschichte der Vektorrech-
nung ziehen kann: Ein mathematischer Begriff ist standig in Entwicklung und nie fer-
tig. So gesehen ist ,Vektor" kein Fertigprodukt, sondern eher eine ,|dee", die immer
neue Auspragungen erfahrt. Die Titelfrage ,Was ist ein Vektor?” 1&Rt sich also wohl
nie endgultig beantworten. Wir wissen nicht, was die Zukunft bringen wird. Von den
Physikern hort man ja gelegentlich Unzufriedenheiten mit dem Vektorbegriff im Sinne
des Vektorraumes, weil dadurch physikalische ,Vektoren* angeblich nicht immer gut
beschrieben werden. In der Tat gibt es bereits echte Verdnderungen des Vektorbe-
griffes, z.B. die von PASTOR u.a. 1989 eingefiihrten ,senseless vectors®, die man
als Doppelpfeile deuten kann und die Anwendungen bei der Untersuchung ani-
sotroper Medien gefunden haben. Schlieflich ist ein ,Vektor" in den Computerwis-
senschaften auch nicht mehr ganz das, was er in der Mathematik ist.
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Robert MULLER
BRG 3, Wien

Mathematik mit dem TI-92

Seit Herbst 1997 lauft nach einzelnen lokalen Initiativen (z.B. Fuchs in Salzburg,
Wurnig in Graz, Aspetsberger und Schiéglhofer in Oberdsterreich, Bhm, Klinger
und Lechner in Niederdsterreich, Pecharda in Wien usw.) ein von L.SI Dr. Heugl
initiierter und vom Unterrichtsministerium und der Firma Texas Instruments
unterstltzter Osterreichweiter Feldversuch zur Einbindung des TI-92 in den
Mathematikunterricht. Als flankierende MaRnahme hat der Verlag hpt zeitgerecht
zu Schulbeginn 1997 das Werk "Mathematik mit dem T1-92" herausgebracht. Uber

dessen Konzept wie auch Mdglichkeiten des konkreten Gebrauchs will dieser
Vortrag informieren.

Schon in der Wahl des Titels eines Werkes kann ~ ja soll - sich dessen Anspruch
und Konzept zeige 1. "Mathematik mit dem T1-92" ([L1], Abb. 1) will weder das von

den gleichen Autoren verfallte vierbandige "Lehrbuch der Mathematik" ([L2], Abb.
2) noch das Handbuch des TI-92 ersetzen.

Anishel
heviiey

Abb. 1

Abb. 3

Es kann auch nicht — im selben MaR — wie das gleichzeitig erschienene Werk
"Wege zur Mathematik" ([L3], Abb. 3) anhand vieler motivierender Aufgaben und

Themen die Freude an Mathematik wecken und vertiefen und so Lesern Wege
zur Mathematik weisen.

Vielmehr handelt es sich — um es im EDV-Jargon modernistisch auszudriicken —
um ein Add-on bzw. Plug-in. Anders als andere Werke erganzt es nicht Jahr fur
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Jahr Band um Band, sondern es erganzt(e) auf einen Streich den gesamten in
Abb. 2 gezeigten vierbdndigen Lehrgang um Kenntnisse und Fertigkeiten, die
den Einsatz des TI-92 betreffen. Sachlogisch orientiert es sich daher nicht so
sehr an den Fahigkeiten des Gerats (wie dies sonst beim Handbuch und bei
einigen in Deutschland erschienen TI-92-Blchern der Fall ist), sondern an den
Anforderungen und Beddrfnissen beim Ldsen der im Lehrgang gestellten Aufga-
ben und Probleme und daher an dessen Struktur und Systematik — in letzter
Konsequenz daher am Lehrplan fur die Oberstufe der Allgemeinbildenden Hohe-
ren Schule.

Inhaitsverzeichnis

Vorwort

5-1  Grundsatzliches zur Bedienung des T1-92

5-2  Die Sprache der Mathematik

5-3 Schaltalgebra

5-4  Rechnen mit "konkreten” und “allgemeinen” Zahlen

5-5 Algebraisches Losen von Gleichungen mit einer Variablen
5-6  Algebraisches Lsen von Ungleichungen mit einer Variablen
5-7  Funktionen - Bedeutung, Darstellung und Eigenschaften
5-8  Spezielle Funktionen - Klassifikation und Anwendungen

5-9 Daten- und Beziehungsstrukturen

5-10 Lineare Gleichungssysteme mit zwei Variablen

5-11 Lineare Ungleichungssysteme mit zwei Variablen — Lineare Optimierung
5-12 Ebene Koordinatengeometrie

5-13 Raumliche Keordinatengeometrie

Potenz- und Wurzeifunktionen
Trigonometrie

Koordinatengeometrie

Vektorprodukte

Matrizen

Grenzprozesse und Reelle Zahlen
Exponential- und Logarithmusfunktionen
Reelle Funktionen
Wirtschaftsmathematik

Komplexe Zahten und Aigebraische Gleichungen
Differentialrechnung

Kurvendiskussionen

Einige Anwendungen der Differentialrechnung

Nichtlineare Analytische Geometrie

Mathematische Beschreibung dynamischer Systeme und Prozesse
Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik
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Exponential- und Logarithmusfunktionen
Integralrechnung

Anwendung der Integralrechnung
Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik
Wiederholung, Vertiefung und Erganzung
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Indem das Werk so den gesamten Lehrstoff der Oberstufe abdeckt, unterschei-
det es sich auch von jenen Werken, die anhand ausgewahiter Problemstellungen
(etwa die Einfuhrung des Bestimmten Integrals, eingeschrankter Fragestellun-
gen aus der Stochastik usw.) nur punktuell den Einsatz des TI-92 demonstrieren
— wobei letztere Feststellung nicht abwertend gemeint ist. Letztlich geht es in
diesem Vortrag aber eben auch darum, den Anspruch unseres Buches von de-
nen anderer Blcher unterscheiden zu helfen.

Diesen Anspruch versuchen wir durch den Untertitel "Gewult wie mit dem T1..."
zu verdeutlichen. Gewuflt wie weist auf unseren Anspruch fur ein verstandiges
Umgehen mit dem TI-92 hin. Gewuft wie ist ein Bekenntnis zur bewuRten und
kritischen Antizipation einer Entwicklung, in der die Mathematik als (Hilfs-)Wis-
senschaft langst alle Bereiche unseres Lebens, ja die Art unseres Denkens durch-
drungen hat. Es flhrt heute kein Weg daran vorbei, Erkenntnisse und Methoden,
Begriffe und Notationen der Mathematik im Sinn von Kulturtechnik in seiner gera-
de aktuellen Auspragung anzunehmen und zu leben.

Das Verwenden von Rechenhilfsmitteln (Taschenrechner, PC usw.) zahlt heutzu-
tage ebenso wie Fzrnsehen, Telephonieren oder auch das Ausfilien von Schecks
etc. unddas Leri' -n von Fahrzeugen unibersehbar zu den Kulturtechniken un-
serer westlichen * wilisation. Kennzeichnend fur eine Kulturtechnik ist die fast
vollstandige Durciidringung unseres Lebens mit ihr, ebenso wie die Selbstver-
standlichkeit ihrer Anwendung (fast) von Kindesbeinen an.

Wahrend jedoch Fernsehen wie Telephonieren Kulturtechniken darstellen, die
schon dreijahrige Kinder weitgehend beherrschen, stellt das Ausflllen von Schecks
etc. und das Lenken von Fahrzeugen, erst recht aber der Umgang mit Compu-
tern und Taschenrechnern weit héhere Anspriiche an das "GewufRt wie". Inso-
fern macht es Sinn das "GewuRt wie" einer Kulturtechnik auf verschiedenen Levels
zu erlernen und anzuwenden — auch und besonders dann, wenn nach REICHEL
[L4] "die Allgemeinbildenden Hoheren Schulen sicherlich nicht primar dazu da
sind, Scheckausfiillen, Autofahren, Streitkultur und Medienumgang zu lehren".

Bezogen auf das Arbeiten mit dem T1-92 zielt das in Rede stehende Buch auf drei
Levels des "Gewulit wie™;

* GewuBt wie man mit dem Rechner "sofort" das Ergebnis erhalt, und bei wel-
chen Aufgaben dies der Fall ist.
* Gewuft wie der Rechner das jeweils (im Prinzip) "macht".

" Gewult wie man den Rechner dazu bringen kann, Aufgaben, die er nicht von
Haus aus "sofort" (auf Tastendruck) lésen kann, letztlich doch "sofort" (auf Ta-
stendruck) losen zu kénnen.
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In der Diktion der ésterreichischen Lehrplane entspricht dies folgenden Anspra-
chen bzw. Anspruchsniveaus:

* Grundkenntnisse und Grundfertigkeiten,

* Vertiefte Kenntnisse und Fertigkeiten, Begriinden, Argumentieren und kritisches
Denken

* Verallgemeinern, Abstrahieren, Algorithmisieren

All diesen Ansprichen im Unterricht wie — —
auch den verschiedenen Benutzergruppen  Derlehrer hat die
in einem Unterrichtswerk zu genugen, ist . Aufgabe

nicht ganz einfach, wie das nebenstehende
Epigramm (Abb. 4) oder die beiden folgen-
den Zitate von diametralen Rickmeldungen
an den Verlag "beweisen".

“eine qudengr“'uhp.é_
mit Spitzensportlern
‘und Behinderten -

" 'bei Nebel "~ -+
Herr Prof. xxx schreibt: "Heute muB ichein |-~ durch unwegsames
allergrofites Kompliment an Sie, den Ver- Geldnde 20 fiihren

lag und die Autoren betreffend das neue
Buch 'Mathematik mit dem T1-92' ausspre-
chen! Es ist erstens ausgezeichnet ge-
schrieben. Zweitens knupft es in groRarti-
ger Weise an das vorliegende Oberstufen-
werk an. Drittens scheint es tatsachlich fur
die Lehrerfortbildung genauso gut geeignet
wie flr interessierte Schuler..."

- und zwar so,
~ dass alle bei bester Laune
und méglichst gleichzeitig
an drei verschiedenen
Zielorten ankommen!

Abb. 4

Herr Prof. yyy hingegen kam zum Ergebnis "dass das Buch flr Schuler eher
unbrauchbar ist, weil keine mathematischen Beispiele, sondern nur Theorie be-
schrieben wird und die haben die Schiler sehr schnell heraus”.

Aber machen Sie sich doch selbst ein Bild!. Ich habe dafir bewult (aber ohne
bewuRte Beschrankung der Allgemeinheit) Abschnitte aus einem Standard-Ka-
pitel gewahlt: aus der Trigonometrie in der 6. Klasse. Gerade im "grauen”
Unterrichtsalltag zeigt sich die Brauchbarkeit eines Unterrichtsbehelfs —und mehr
als ein Behelf kann und will dieses fir den Unterricht approbierte (und daher via
Schulbuchliste bestellbare) Buch ja nicht sein! Seine konkrete Umsetzung ist Teil
der kreativen Arbeit und der methodischen Freiheit des Lehrers, bei der wir ihn
unterstitzen, aber nicht bevormunden wollen'.

' Dies schiieft nicht aus, daB der T1-92 in naher Zukuntt in das Buch integriert wird. Im Gegenteil: auf vielfachen Wunsch
wird es in naher Zukunft paraflel zum bestehenden ein dahingehend erweitertes (und auch in anderer Hinsicht *moderni-
siertes’) Lehrwerk geben!
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Warnung: [SINY] ruft nicht den Kehrwert (im Sinn der Potenzrechnung) von SIN - also 1/SIN - auf, sondern die
Umkehrung von SIN im Sinn der Umkehrfunktion. Dabel missen wir die Taste [SN] driicken - Eintippen von
SIN™ wird nicht akzeptien. Zwecks Vermeidung von Missverstandnissen wird daher in der Mathematik (wie
auch im Lehrbuch) auf die Schreibweise [SIN'] zu Gunsten der Schreibweise ARCSIN (fiir Arcus Sinus) ver-
zichtet. Anatoges gilt fir COS und TAN.

Die Anwendung des eben Gesagten zur rechneri- |- ija1 ebralcaiclotrer ProniOfc e avz. |

schen Aufldsung eines rechtwinkeligen Dreigcks [*45. %2t 27. »p 27,
(Beispiel H, LB 6. Klasse S. 55) zeigt Fig. 6.2.8. |« cos*[%] > 8 53. 1301
Dabei beschriften wir die Seiten mit a, b Und ¢, die [aggo — g+ 3€. 8699
Winkel mit o (nd} G A), B (Brdl G B) und v(Brd G G). [ a-tan(d +b 60.
Da zwischen GroB- und Kleinbuchstaben nicht unter- |, a2 | . -
schieden werden kann, wird der Flacheninhalt A mit . 5o q 48'
Area (wovon das A ja stammt), der Inkreisradius mit e x s:
ir und der Umkreisradius mit ur benannt, w2b 1350
Bemerkung: Die durch Zuweisungen gespeicherten Ein- a2+ b+c area
und AusgabegroBen soliten vor neuen Rechnungen zur |~ 2 *s  —3g  *ir 1S
Vorsicht mittels DELVAR ([f4 4) wieder geldscht werden. .% $ur 37,5
' Wir verwenden x statl - wie im Lehrbuch — ¢, weil das kieine phi  LHAN DEG AUTO FUNC 12750

im Zeichensatz des Ti-82 nicht enthalten ist. fFig. 6.2.8

Der voranstehende Ausschnitt aus S. 92 des Buches enthalt ersichtlich die kon-
krete und vollstandige Durchrechnung eines Musterbeispiels (dazu sind ja Mu-
sterbeispiele da). garniert mit einer Warnung, einer Bemerkung und einer FuR-
note. Es ist dies das typische Strickmuster des Buches: unter Bezugnahme auf
ein ganz konkretes Musterbeispiel oder eine ganz konkrete Ubungsaufgabe aus
dem zugrundeliegenden Lehrwerk werden nicht nur die vollstandige Losung an-
geboten, sondern auch Warnungen vor Falistricken und typischen Fehlern, Hin-
weise auf andere (im Lehrwerk oft nicht angegebene) Loésungswege und (erst
spater thematisierte) theoretische Vertiefungen. Der folgende Ausschnitt aus Seite
93 zeigt in Fig. 6.2.10 ein Beispiel eines solchen Hinweises auf theoretische
Vertiefung (Unendlichkeitsstellen der Tangensfunktion), in Fig. 6.2.11 ein Bei-
spiel far die Aufkiarung eines typischen Fehlers (Verkettung der Sinus- mit der
Arcussinusfunktion),

Spezielle Werte und der Komplementarwinkelsatz WFW‘T—T—T L A rerlores N |
lassen sich in Form von Listen leicht darstellen bzw, |[£=IRlgebraiCalciOther PromiojClear a-z..
"sin((® 38 45 60 950))

veranschaulichen (Fig. 6.2.10). {0 o 2 B 1}
‘ ) , 3

Bemerkung: Da w keine Zanl ist, steht bei tan(90°) “undef" |, cos({8 3@ 45 60 90))

statt (wie im Lehrbuch) “=". Beide Antworten sind richtig. { 3 2 0}

Bei der Behandlung von Grenzwerten und Stetigkeit wird Vo o7 w2

sich dieser scheinbare Widerspruch zwischen T1-92 und [* tan({0 30 45 68 90))

Lehrbuch Klaren. {e -%3— 1 3 undef‘}

Auch bei den Beziehungen zwischen Winkel- und [T R TRTIN |
MAIN DEG RUTD TUNC 3750

Kreisfunktionen kommt es bei einer der beiden Be- P
ziehungen zu einem scheinbaren Widerspruch zwi- 'g. 0.
schen TI-92 und Lehrbuch (zweite Zeile in Fig. [*sin(sini(u) g
6.2.11). Er Klart sich auf, wenn man in der behaupte- |* Sin*(sinG0)[8<x and x ¢ 90

o L sint(sin(x))
ten denttat arcsin(sin() =x das BogenmaBvewen- | o
det und man sich — was wir bisher stets taten — ayf |*2in*(inG"»]0<x and x <7 X
spitze Winkel beschrankt (dritte Zeile in Fig. 6.2.11), (L N W
Erklare! Fig. 6.2.11
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Warnung: Bei der Berechnung des Polarwinkels 8 sollte
man stets im Approx-Modus arbeiten, indem man entwe-
der den Befehi APPROX verwendet oder - einfacher - in-
dem man bei ganzzahligen Eingaben {mindestens) einen
Cezimalpunkt dazu setzt. Anderntalls erhlt man ein zwar
exaktes, aber doch ziemlich unverstandliches Ergebnis
(Fig. 6.2.13).

Die Reduktionsformeln kann man — wie in der
ersten Zeile von Fig. 8.2.14 beispiethaft angegeben
— nachweisen. Dariber hinaus kann man diese For-
rnein auch vom TI-92 umformen lassen; dabei sieht
man (zweite Zeile in Fig. 6.2.14), dass der TI-92 nicht
automatisch auf das im Lehrbuch definierte
Standardintervall [0°; 360°( reduziert.

FzmTrzv‘ TT:-'T P T TS T T6
~ $=—|RlgebrajCalc|0therPrgnl0|Clear a-z..]

on.[Lani(3/4)-n
% [ 50 "]

* RPO(T, 4)

[ -30 [ tani(3/4) - _

n

G
= ] 53. 1301
=RMPOCT, 4.) 53. 1301

Fig. 6.2.13

UV
[Fx T Fov Tan ru"T TS T 6 _]
,;_"E AlgebraiCale Oth;r Prgmi0iClear a-Z..

msolve(sin(a) = 3in(180° - a), x) true|
ssin(a) =sin(i180° —a) sina) = -sin( “a)

Fig. 6.2.14

® approx

winkelfunktionen beliebiger Winkel - Funktionsgraphen

Zur Darstellung der kartesischen Funktionsgraphen
von Winkelfunktionen (siehe LB 6. Klasse S. 69)
massen wir zunachst einmal mittels [MODE} Angle von
DEGREE auf RADIAN umstellen!

Sodann definieren wir z.8. die Sinusfunktion im [v=]-
Fenster und starten den Zeichenvorgang mittels
ZOOMDEC (3 4). Offenbar ist die so gewonnene
Kurve periodisch mit der primitiven Periodenlange
{LB 6. Klasse S. 68) p=2m, hat Nuiistellen bei k*,
Tiefpunkte bei (-w/2+k*2m|-1) und Hochpunkte bei
(m/2+k*2m| 1) mit jeweils ke Z. Dies kann man mit-
tels der Befehle ZERO (3 2), MINIMUM ([} 3) und
MAXIMUM (8] 4) vom TI-92 rechnerisch nachprufen
lassen, indem man ihm jeweils die untere Grenze
(lower bound) und die obere Grenze (upper bound)
jenes Intervalls eingibt, in dem er suchen soll. Die
GroRe des Suchintervalls sowie die Darstellungs-
groBe der Kurve spielen dabei keine Rolle - die Wer-
te werden ja rechnerisch ermittelt ~ nur die Eindeu-
tigkeit des gesuchten Punktes im Suchintervall sowie
die mittels [F00g DisplayDigits voreingestelte An-
zeigegenauigkeit (Fig. 6.2.15a bis 15¢).

Zur Ermittlung des Funktionswertes y=f(x) bedienen
wir uns des Befehls VALUE (5 1). Nach Aufruf der
Funktion erhalten wir die Moglichkeit, die gewlnsch-
te x-Koordinate einzutippen. Nach Betatigen der
ENTER]-Taste wird der Funktionswert yc angezeigt und
der Cursor auf den Punkt (xc|yc) platziert — selbst
wenn dieser auBerhalb des Fensters liegen solite.

U
r‘ﬁ—xw Fow Y F3 T N _T'F‘s‘“r- 'rjfs- 7—"[ ]
+ §—|20on|Trace ReGraph|Math|Drawi> /

RN N, « N,
Zero
xc:3. 14159 ycild.
MRIN AAD AUTO FUNC
Fig. 6.2.15a

1 Fev {_F3 ] Fsw Y F&w (7
A !-T Zoom|Trace [ReGraphiMath|Drawl~

N TN AN
W\—/\/

Minimun
®Ci *1.9708 yel -1,
AN RRO_AUTO FINC

Fig. 6.2.15b

[f—‘—'———j_x rz-:T “F3 T= rﬁﬁw 5 |_Fav 7?7
A Z'-Q Zoon|Trace [ReGraphMath|Drawjy /

TN
ANIZA N~ BN %

Maximum
xci1.5708 ycil

MAIN RAD AUTD FUNC

Fig. 6.2.15¢

Die obige Seite 94 mag — jedenfalls auf den ersten Blick — den Eindruck vermit-
teln, als ginge es hier nur um technische Details wie die Aufrufe der passenden
Funktion(snam)en. Tatsachlich ist die Darstellung sehr technisch und gerafft —
aber nur deswegen, weil hier vieles nur wiederholt bzw. in neuem Zusammen-
hang angewendet wird. Bei genauerem Hinsehen findet man auch hier sachdien-
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liche Hinweise zum "Standardintervall" des Ti-92, zum EinfluR der Fenstergréle
beim Arbeiten mit MAXIMUM, MINIMUM usw., wobei die Verwendung dieser Funk-
tionen durchaus als (versteckter) methodischer Hinweis aufgefalt werden darf,

Uberraschungen gibt s auch beim Losen der Glei-
chung tan(x)=cot(x) (Beispiel K LB 6. Klasse S. 70), :
die sich laut der ersten beiden Zeilen in Fig. 6.2.18 T cobx)-cos(x) - sin(x) =0

weder mit SOLVE noch mit NSOLVE losen lasst. {* nSelve(tan(x) = cot(x), x) . .
Warum? "no solution found”

L4 solue[tan(x) = TSE%S' x]

Des Ratsels Lésung: Der T1-92 kennt die Funktion (8-8n35 + 1) x (g-en35-1)-n
X R _————— Or X = {

Cotangens nicht. Wir ersetzen daher cot(x) durch ¢ 3

1/tan(x) und erhalten mit SOLVE eine Parameter- |» nsolve(tantx) = tairss » X) 14.9226l
darsteliung der Losungen, mit NSOLVE eine partiku- 1

lare Losung - allerdings weitab vom erwarteten ® nSolve{tan() = Ty )| -8 Cx and x <)

Wert. Durch Einschrankung des Suchbereiches mit- | 7es39816339746 - 180 785398
tels des WITH-Operators auf das Intervali J0,5; 1[ lie- {* % 45.
fert NSOLVE die erwartete Losung, die wir noch vom Mﬂ —

Bogenman ins Altgradmal umrechnen. Fig. 6.2.16

Auflésung des schiefwinkeligen Dreiecks

Rechnerisch bietet dieses Kapite!l, was den Gebrauch der Winkelfunktionen betrifft, nichts Neues.
Man setzt bloB in Satze wie den Cosinussatz, den Sinussatz usw. ein. Wir wollen uns daher hier an
ginem Beispiel den konstruktiven Losungsmethoden widmen. Dazu benltzen wir ~ wie in Kap.
5-12 bereits ausfuhrlich beschrieben ~ das Geometrie-Fenster, allerdings ohne Koordinaten.

Fig. 6.2.19 zeigt die Veranschaulichung bzw. die
Herleitung des Sinussatzes mit Hilfe des Zishmodus.
Nach Definition eines neuen Geometrie-Fenster s
mittels PP} 8 3 mit Namen Sinus zeichnen wir mit-
tels CIRCLE (3 1) eine fast fensterfillende Kreisli-
nie. Auf dieser wahlen wir mittels POINT ON OBJECT
(F2 2) drei Punkte, die wir mittels LABEL (7] 4) mit 2. 80cm
A, B und C beschriften. Sodann zeichnen wir mittels N /
SEGMENT (F2 5) die Strecken AB, ACund BCund |a£sinh) e
messen mittels DISTANCE&LENGTH ([F8} 1) deren

Langen. AnschlieBend messen wir mittels ANGLE
(8} 3) die Winkel bei den Punkten A, B und C und
bilden mittels CALCULATE ([F8) 6) die Quotienten aus
den Seiten und dem Sinus des jeweils gegentbertie-
genden Winkels. (Mathematisch gesehen handelt es
sich um die Ausdricke a/sin(«), b/sin(B) und ¢/
sin(y), die aber vom Befeh! CALCULATE wie aus Fig.
6.2.19a ersichtlich immer in der Form
R=a/sin(b) gebildet werden.) Die drei Quotienten
stimmen gemaR Fig. 6.2.19b Gberein und andern  [Fmw FTHATIE TINT
sich auch nicht, wenn man den Punkt C mittels der Fig. 6.2.190
(€] -Taste langs der Kreislinie zient.

Zient man insbesondere C so lange, bis die Seite a durch den Kreismittelpunkt geht, so wird das
Dreieck ABC rechtwinkelig, wobei die Hypotenuse die Lange a=3.03=doppelter Umkreisradius
annimmt. Damit haben wir den Sinussatz (Aufg. 332, LB 6. Kiasse S. 76) hergeleitet.

2.83cm 2‘. 4'1cm
52,620 _59.99°

Fig. 6.2.19a
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Auf der voranstehenden S. 96 des Buches sind das Musterbeispiel P sowie die
Aufgabe 332 des Lehrbuches fur die 6. Klasse vollstandig gelést — wobei es sich
ersichtlich nicht allein um eine "technische" Erklarung des (schon in der 5. Klas-
se behandelten) Handlings des Ziehmodus handeit, sondern gleichermaften um
einen methodischen Vorschlag fur eine visuell-suggestive Beweisfihrung!

Fur solche Tatigkeiten — Beweise fuhren, Begriffe bilden, Algorithmisieren und
Programmieren — sollte im Unterricht mehr Zeit sein . Dies kann natdrlich nur
funktionieren, wenn man von "banalen”" Rechenarbeiten entlastet wird. Brachte
die Einfuhrung des klassischen Taschenrechners hier schon vor Jahren eine deut-
liche Entlastung, so gilt dies noch viel mehr durch den Einsatz von Programmen
am PC oder programmierbaren Taschenrechnern wie insbesonders eben den
T1-92. Fur alle diejenigen, welche (noch) nicht selbst solche Programme schrei-
ben kénnen oder wolien, sind auf der dem Buch beiliegenden Diskette unter
anderem einige Programme zum Auflésen schiefwinkeliger Dreiecke enthalten.

Am besten startet man diese wie alle = S
ﬁla ngrébra CFaglc, OJP‘;EPIPPFQSMIU Cle'aa:fl a—zL]

anderen Programme auch vom zentra-
ten Ment "AliKIMen" (Alle-Klassen-
Meni1), welches man aus der Eingabe-
zeile des HOMEl-Fensters im Hintergrund
startet (Abb. 5). Mit [CUST0M schaltet man

dieses benutzerspezifische Ment in |allklmen<

MAIN DZG autTal AR 0430
den Vordergrund. Dort drickt man E, Abb. 5
um das 6.K!asse-Mepu zu offner}, fahrt S ioess| |
mit dem Cursor z.B. bis zum MenUpunkt Znggg ons¢
: e
SSS-Satz (Abb. 6) und wahit diesen Frdote

) _ ] ) siacccot(
mittels aus. Daraufhin wird der Li?ﬁﬁ“j}%%
H —2atz

Programmaufruf automatisch in die Ein- 85 S Satz ()
gabezeile des [HOME-Fensters Ubertra- Eilzy-SatzC)
d p d R i Glllkrr3eck(d
gen, von wo man das Programm durch |l S N
ENTER startet. Es erscheint das Input/ Abb. 6

Output-Fenster, wo vom Benutzer die Eingabe der drei Seiten in Form einer Liste
erwartet wird (Abb. 7). Das Ergebnis ist in Abb. 8 zu sehen.

Dreiecksaufloesung aus drei Seiten Dreiecksaufloesung aus drei Seiten
Liste {s,s5,s2= Liste {s,s,3)=
1 {5.0,6.3,8.2}

Seitenlaengen=

{5. 6.5 8.22
gegenueber liegende Winkel(®)=
(37.5718688 52.43634594 89,991183267%

MAIN 0EG AUTD FUNC_9¢30 MAIN 0EG AUTH FUNC 1730
Abb. 7 Abb. 8
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Abb. 9 zeigt das Listing des Programms:

sss_satz()

Prgm

Local 11,s11 wii,w

setMode("Angle",6 "DEGREE")

cirl0

Disp "Dreiecksaufloesung aus drei Selten”
Input "Liste {s,s,s}=",11
augment(11,11)>s11

For 1,1,3

If sYi[{+1172+s14[1+2]%2-511[1+3]72<0 Then[
Disp "Ausgeartetes Dreteck”

Stop

EndIf
EndFor

{}>wl1

For 4,1,3
cos?({sT1[141172+s71[1+2]72-s V1 [143]372) /(2. %s T 1+1)*s14[1+2]) )»w

augment(wli,{w})>wli

EndFor

14-€1

Disp "Settenlaengen=", él

Wli-é2

Disp "gegenueber liegende Winkel(®)="

Disp é2

EndPrgm

Abb. 9

Man sieht, dall schon geringe Vorkenntnisse in einer prozeduralen Sprache aus-
reichen, um das Programm zu verstehen. Abgesehen vom Augment-Befeh! zum
Hinzufugen von Elementen zu einer Liste sind es im Prinzip altbekannte BASIC-
Befehle zur Eingabe (Input), zum Anzeigen (Disp=Print), zum Generieren einer
Schieife (For ... EndFor) oder einer Verzweigung (If ... Endlf). Mit diesen Befeh-
len findet man ersichtlich das Ausiangen, um die Ein- und Ausgabe zu regeln und
auf Plausibilitét zu untersuchen und anschlieRend die gesuchten Winkel durch

dreimalige Anwendung des Cosinussatzes zu berechnen.

uswg

B
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Damit will ich den kurzen Einblick in das Buch "Mathematik mit dem TI-92" be-
schlieRen. Natirlich kann das Buch nicht alle der Gber 10000 Musterbeispiele
und Ubungsaufgaben des Oberstufenlehrgangs behandeln. Naturlich kénnen die
Uber 100 Programme, Funktionen und Makros auf der Diskette nicht alle Berei-
che restlos abdecken. Nattrlich kénnen nicht alle méglichen Fehler in Warnun-
gen vorweggenommen, alle denkbaren didaktischen "Gustostlcke" in Hinweisen
dargeboten oder sogar minutids ausgearbeitet werden. Um wieder auf die obigen
Ruckmeldungen zurickzukommen: Offenbar wurden viele Wansche erfulit, an-
" dere blieben offen ... Aber eréffnet nicht gerade beides — Uberfluf? und Mangel —
unserem Beruf die Chance didaktischer Initiative, die Freude an einem kreativen
Unterrichten?

Was von den Warnungen beherzigt, was von den methodischen Hinweisen be-
achtet, oder sogar verwirklicht, was von den Programmen verwendet und was
von den vielen vollstandig gelésten Aufgaben und Musterbeispielen tatsachlich
in den Unterricht einflielt, das liegt letztlich — Gottseidank noch immer — in der
Verantwortung des Lehrers Das vorliegende Buch mag ihm aber dabei helfen,
die fachlichen und didaktischen Méglichkeiten wie Probleme bei Verwendung des
TI-92 im Mathematik-Unterricht bereits jetzt fir den gesamten Oberstufeniehrpian
abschatzen zu kénnen und so seiner Verantwortung fur einen gedeihlichen Un-
terricht gerecht zu werden.

Literatur:

[L1] REICHEL, H.-Chr,, MULLER, R.: Mathematik mit dem Ti-82
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BESCHREIBENDE STATISTIK:
Zentrale Titigkeiten, lokale Bedeutungen, globale Ideen

Werner Peschek, Universitit Klagenfurt

1. Zum Thema

Es ist weitgehend unbestritten, dass die beschreibende Statistik m vielen gesellschafilichen
Lebensbereichen angewandt wird, in den Wissenschaften ebenso wie in der Wirtschaft und
Technik, m der Politik, im Sport und in vielen kulturellen Bereichen; die Ergebnisse statis-
tischer Erhebungen begegnen uns nicht nur in Fachzeitschriften, sondern fast taglich auch in
Zeitungen und Journalen, im Radio und im Fernsehen, in politischen Argumentationen wie in
Festtagsreden, auf Werbeplakaten wie auch in amtlichen Formularen oder Bescheiden. Die
Bedeutung der Statistik in vielen beruflichen und auBerberuflichen Lebenssituationen (auch von
Schillern/innen) ist em Argument, das fir eine unterrichtliche Behandlung dieses mathe-
matischen Gebiets spricht.

Manchenvr Lehrer/in erscheint die beschreibende Statistik jedoch als zu einfach und elemen-
tar, um im Mathematikunterricht (der Oberstufe) sinnvoll behandelt werden zu kénnen. Tat-
sachlich beschrénken sich die rechentechnischen Anforderungen im Wesentlichen auf das
Rechnen mit Prozenten, Briichen, Quadraten, Wurzeln, Betrags- und Summenzeichen, allen-
falls trifft man in der zweidimensionalen Statistik bei der Herleitung der Regressionsgleichung
auf ,,hohere Mathematik“

Andere hingegen sind der Auffassung, dass die beschreibende Statistik sehr hohe Anforde-
rungen hinsichtlich Kontextverstindnis, Darstellung und Interpretation stelle und aus diesem
Grund fur den Schulunterricht eher zu anspruchsvoll sei. Tatsichlich ist die beschreibende
Statistik allem mnermathematisch kaum angemessen behandelbar, auBermathematische Sach-
verhalte erfordern aber nicht selten wejterreichendes Kontextwissen und -verstindnis (und ein
gewisses Mafl an Motivation, sich mit solchen Problemstellungen zu befassen) sowie einen
knitischen Umgang mit Darstellungen und Interpretationen der kontextbezogenen Daten.

Beide Standpunkte fiihren zur selben Konsequenz: einer in vielen Fillen eher stiefmitterlichen
und oft auch recht unangemessenen unterrichtlichen Behandlung der beschreibenden Statistik.

Folgt man der Sichtweise von R. FISCHER und G. MALLE (1985, S. 221), wonach sich
Mathematik ,im Wechselspiel zwischen Darstellen, Interpretieren und Operieren* vollzieht,
wie auch ihrem (vielfach bestatigten) Befund, dass das Operative den traditionellen Mathe-
matikunterricht so stark beherrscht, dass (zu) wenig Raum fiir das Darstellen und Interpretie-
ren bleibt, dann kommt zur o. a. Praxisrelevanz ein weiteres Argument fiir die unterrichtliche
Behandlung der beschreibende Statistik hinzu: die Chance, dem Darstellungs- und Interpreta-
tionsaspekts im Mathematikunterricht einen angemesseneren Stellenwert einzuriumen.

In diesem Beitrag sollen zentrale Tatigkeiten, lokale Bedeutungen und globale Ideen der
beschreibenden Statistik herausgearbeitet und damit em didaktischer Rahmen (,roter Faden®)
zur Planung, Entwicklung, Durchfiihrung und Bewertung entsprechender curricularer Kon-
zepte angeboten werden.
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2. Beschreibende Statistik im Spannungsfeld zweier globaler Ideen

Fiir die beschreibende Statistik lassen sich mindestens zwei globale (,,fundamentale”) Ideen
identifizieren, die die Entwicklung dieses Gebiets nachhaltig beemnflusst haben und ihr heutiges
Erschemungsbild pragen: Die Idee der Mustererkennung und -darstellung sowie die Idee der

Raffung.

Viele statistische Titigkeiten und Arbeitsweisen (insbesondere diverse Verfahren der grafi-
schen und halbgrafischen Darstellung) zielen darauf ab, in groBen Datensitzen explorativ
globale Muster (Strukturen, Verldufe, Bezichungen) zu erkennen, diese sichtbar zu machen
und zu beschreiben (darzustellen). In Abb. 1 etwa wird es wohl darum gehen, die starken
saisonalen Schwankungen in der Energieaufbringung Klagenfurts (bei leicht steigender
Gesamtentwicklung) zu erkennen bzw. deutlich zu machen, Abb. 2 macht die starken
Geburtenriickgange seit 1970 wie jene der (Nach-)Kriegsjahre ebenso erkenn- und sichtbar wie
den Frauentberschuss in den &lteren Jahrgingen u. v. a. m.

160 Energieaufbringung (in Mio. kWh)

1404
1204
1004

804

Zeitraum t

60 - - - v . v T v
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Abb. 1: Energieaufbringung in Klagenfart 1990 - 1993
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Der Raffung als weiterer globaler Idee der beschreibenden Statistik liegt eme grundlegende
menschliche und gesellschafilich hochst bedeutsame Denkstrategic zugrunde: Wer umfang-
reiche, komplexe Informationen (Datensitze) vergleichen will oder muss, wer angesichts
uniibersichtlicher Informationslage Entscheidungskriterien sucht, kano versuchen, sich durch
operative Komprimierung der Daten Uberblick, Vergleichsmoglichkeiten oder intersubjekiv
nachvollziebbare Entscheidungsgrundlagen zu schaffen: Addition und deren Kommutativitdt
ermdglichen es uns, die n emem Restaurant konsumierten Speisen und Getrduke mit einem
Gesamtbetrag zu bewerten und zu bezahlen, die verschiedenen Noten im Verlauf eines
Schuljahres werden zu einer Endnote (mit entsprechenden Konsequenzen) verdichtet, das
quantitative Verhaltnis zwischen Budgetdefizit (selbst Produkt einer extremen Raffung) und
Bruttonationalprodukt (ebenfalls eme extreme Raffung) macht uns fiur den Euro (un-)tauglich
usw. Erst solche Raffungen machen die Mathematik - m unserem Fall die Statistik - so
,emfach, klar und undurchsichtig”, wie dies R. FISCHER {1986, S. 123) einmal formuliert hat.
In der beschreibenden Statistik finden wir die Idee der Raffung fast durchgangig, beginnend bet
der Datenerhebung (Zusammenfassung in Gruppen) iber die Klassenemnteilung und das Histo-
gramm bis hin zu - und ganz besonders bei - den Zentral- und StreuungsmaBen; der damit
erreichbaren Vereinfachung und Ubersichtlichkeii steht das Problem der Reduktion und
geringeren Transparenz gegeniiber.

Wesentlichstes Anliegen der Raffung ist Gewinn an Ubersicht. Damit unterstitzt die Raffung
einerseits die Mustererkennung (globaler Uberblick iiber Verlaufe, Trends, globale Auffallig-
keiten), liuft ihr andrerseits aber auch zuwider, denn der Raffung ist im Prozess der Kompri-
mierung ja praktisch keine Grenze gesetzt: die Raffung hat thr Ziel dann am besten erreicht,
wenn es gelingt, alle Daten auf ein zentrales Moment, eine einzige Kennzahl, ein emziges
grafisches Symbol zu reduzieren. Eine solche Verdichtung der Information ist jedoch i. A. mit
Verlust an Information verbunden, d. h., Gewinn an Ubersicht bedeutet meist auch Verlust an
Information. Abb. 3 soll diesen Zusammenbang veranschaulichen:

Abb. 3: Uberblick vs. Informationsgehalt bei der Raffung

In der Praxis solite das subjektive und zweckabhingige Bediirfnis nach Mustererkennung dem
Prozess der Raffung dort Einbalt gebieten, wo ausreichend Uberblick erreicht ist, die wesent-
lichen (Einzel-)Informationen und Strukturen aber noch erkennbar smd (vgl dazu Abschnitt 3,
Abb. 7 - 9 sowie Abschnitt 4).
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3. Zentrale Titigkeiten und lokale Deutungen in der eindimensionalen beschreibenden
Statistik

Neben einer geeigneten Datenerhebung (mit threr ganzen Problematik), auf die hier nicht niher
eingegangen wird, gehdren die Darstellung der Daten sowie die Ermittlung von statistischen
Kennzahlen (Zentral- und Streuungsmafe, Schiefe u. a.) zu den zentralen Titigkeiten der
eindimensionalen beschreibenden Statistik,

Die Darstellung statistischer Daten lisst sich in Form von Tabellen meist besonders einfach
und platzsparend realisieren. Andrerseits sind Tabellen manchmal aber auch etwas uniiber-
sichtlich, man muss sich oft erst ,.einlesen* und man kann Gré8envergleiche nur {iber die ange-
gebenen Zahlenwerte durchfihren. Grafische Darstellungen hingegen zielen darauf ab, einen
raschen Uberblick zu ermdglichen, GroBenverhiltnisse und Muster rasch zu erkennen. Im Ver-
gleich zu tabellarischen Darstellungen sind sie meist aufwendiger zu erstellen, benétigen mehr
Platz und sind anfilliger fiir Missverstdndnisse und gegeniiber Fehlinterpretationen.

Bei der Behandlung der Grundtypen grafischer Darstellungen (vor allem Stab-, Kreis- und
Streifendiagramm, Piktogramm, Liniendiagramm) sind deren Vor- und Nachteile (lokale
Bedeutungen) mitzubedenken: Stabdiagramme etwa ermdglichen sehr viel einfacher als Kreis-
diagramme sichere GroBenvergleiche zwischen zwei Werten, letztere wiederum stellen den
Anteil der emnzelnen Werte an der Gesamtheit dar und begiinstigen so u. a. den Vergleich
zwischen zwei Gruppen von Werten:

15 T4

10 l*

.2 H

i — 1l e e

! 3 Metall

Tabak  cpomie

Elektro

+
L)

Fahrzeuge

Chemie
Elektre
Fahr
zeuge
Metall
Nahrung,
mittel
Tabak

Abb 4: Haufigkeitsverteilung der Variablen ,,Branche* fiir 35 Industrieunternehmen
als Stab- und als Kreisdiagramm

Aus dem Stabdiadramm in Abb. 4 erkennt man schreller als aus dem Kreisdiagramm, dass die
Anzahl der Elektrounternehmen gréBer ist als die Anzahl der Olunternehmen, aus dem Kreis-
diagramm wiederum ist sehr viel einfacher zu erkennen, dass der Anteil der Elektro-, Ol- und
Nahrungsmittelunternehmen zusammen grofer ist als der aller anderen Unternehmen.

Die Liniendiagramme in Abb. 5 und Abb. 6 stellen thematisch sehr dhnliche Zeitreihen dar -
und sind doch sehr unterschiedlich zu mterpretieren: Wihrend das Limendiagramm in Abb. 5
Bestandsdaten darstellt, die zu bestimmten Zeitpunkten erhoben wurden, handelt es sich bet
den m Abb. 6 dargestellten Daten um Bewegungsdaten, die jeweils fiir emen bestimmten
Zeitraum ermittelt wurden. Das hat Konsequenzen: Wihrend die Verbindungslinien in Abb. 5
emigermaBen sinnvoll interpretiert werden kénnen (sofern man eme gleichmiBige Entwicklung
zwischen den gemessenen Werten unterstellt), ist eine entsprechende Interpretation der Verbin-
dungslinien in Abb. 6 nicht méglich (die Darstellung dieser Zeitreihe i einem Stabdiagramm
wiirde allfalligen Fehlinterpretationen besser vorbeugen).
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Abb. 5: Bevilkerungsentwicklung Abb. 6: Entwicklung der Geburtenzahlen
in Deutschland in Deutschland

Das Wechselspiel von Raffung und Mustererkennung wird gerade auch bei grafischen
Darstellungen recht deutlich: Die Darstellung der Beschiftigtenzahlen in Abb. 7 ist uniiber-
sichtlich und lasst fir die Haufigkeitsverteilung wenig ,,Struktur* erkennen. Verzichtet man auf
die Unterscheidung nahe beieinander Liegender Werte und fasst benachbarte Werte zu emer
Klasse zusammen (Raffung!), so erhilt man z. B. die in Abb. 8 gezeigte, in mancher Hinsicht
weit aufschlussreichere Darstellung.

Beschiiftigte

40.181 |

210848 1
214399 1
240000 ]
265566}
284000}
287957 1
298000 ]
3007574 1
332700
344,553 1]
379252 ]
402000 ]
4071691
756300 3

Abb. 7: Beschiiftigtenzahlen in 35 Industrieunternehmen
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Abb. 8: Beschiiftigtenzahlen in 35 Industrieunternehmen
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Natiirlich hitte man die Raffung auch sehr viel weiter treiben, die Klassenbreiten auf 200.000,
300.000 oder gar 800.000 vergrdfBern konnen. Das Ergebnis wire dann zwar noch iber-
sichtlicher als in Abb. 8, allerdings wire der Informationsgehalt mur noch sehr gering. Insbe-
sondere wiirde man durch eine so extreme Raffung fast alles an (Einzel-)Information verlieren
und die ,Struktur* der Verteilung vollig zerstoren (vgl. Abb. 9).
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Abb. 9: Beschiftigtenzahlen in 35 Industrieunternehmen

Fast tiglich stoft man auf Grafiken, die nicht sosehr statistische Daten als vielmehr ein grobes
Unverstindnis fiir die Zielsetzungen und die Bedeutung grafischer Darstellungen erkennen
Jassen; Abb. 10 und Abb. 11 mbgen hier als - nicht weiter kommentierte - Beispiele unzweck-
méBiger bis unsinniger grafischer Darstellungen statistischer Daten dienen.
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Schon bei einfachen Grafiken ist man mit grundlegenden Problemen der grafischen Darstellung
von statistischen Daten und verschiedenen Manipulationsméglichkeiten konfrontiert. In den
beiden folgenden Beispielen soll dies zumindest exemplarisch gezeigt werden, wobei in Bei-
spiel 1 allem durch verschiedene Festlegungen der Achsenemmheiten (gibt es eme ,richtige“?), in
Beispiel 2 mit verschiedenen Klasseneinteilungen und Bezugsbasen ,,manipuliert* wird.

Beispiel 1: Besucher/mnenzahlen im Strandbad Klagenfurt:

Jahr 1970 1972 1976 1978 1981

Besucher/innen 755.000 815.000 845.000 840.000 945.000

Opposttion:  Es ist ein Skandal: Die Besucher/innenzahlen im Strandbad explodieren und

die Stadtregierung weigert sich nach wie vor, finanzielle Mittel Siir den Ausbau
des Strandbades bereitzustellen!
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Abb. 12a

Stadtregierung: Die Entwicklung der Besucher/innenzahlen im Strandbad ist uns wohlbe-
kannt, wir konnen daraus aber keinen derartigen Zuwachs erkennen, der die
Finanzierung einer Erweiterung des Strandbades rechtfertigen wiirde!
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Abb. 12b
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Beispiel 2: An emer politischen Diskussionsveranstaltung nahmen 140 Personen teil Die
Altersverteilung der Teilnehmer/inen an dieser Veranstaltung ist aus Abb. 13a - d ersichtlich:
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Abb. 13a: Das Interesse an der Politik steigt mit zunehmendem Alter!
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Abb. 13b: Das Interesse an der Politik sinkt mit zunehmendem Alter!

H/Jahrgang

H 5
0 I
70 + 4+
80 +

3+
50 4
ol L1
30 4
204+ 1+
10 +

} ol

0 15-24  28.39 40-69 Alter

1624 2539 4059 Al

Abb. 13¢: Gleichgiiltig, ob man nach der in Abb. 13a oder nach der in Abb. 13b gewdhlten
Methode vorgeht, in jedem Fall ist es die mittiere Generation, die sich am wenig-
sten fur Politik interessiert! Das Interesse an der Politik sinkt mit zunehmendem
Alter!




15-19 20-29 3044 is-gg  Alter

Abb. 13d: Bezogen auf die Altersverteilung in dieser Kleinstadt zeigten alle
Altersgruppen ungefihr gleich grofles Interesse bzw. Desinteresse an dieser Ver-
anstaltung!

Mit statistischen Kennzahlen versucht man, bestimmte Aspekte statistischer Daten durch emn
einziges Datum zu beschreiben.

So etwa ist das wesentliche Anliegen der Zentralmafe, ihre lokale Bedeutung, darin zu sehen,
dass eine ganze (oft unibersichtliche) Liste von Daten durch einen einzigen, ,reprisentativen,
,durchschnittlichen oder ,typischen* Wert ersetzt wird. Dieser Wert soll die gesamte Liste
der Daten moglichst gut charakterisieren und so auch verschiedene Listen von Daten ver-
gleichbar machen. Natiirlich stellt eine derartige Komprimierung vieler Daten in ein enziges
ZentralmaB eine sehr extreme Raffung dar, bei der viele (oft sehr wichtige) Einzelinformatio-
pen verlorengehen; die beschreibende Statistik kennt fir diese Art der Raffung verschiedene
Modelle (diverse Mittetwerte, Median, Modus). Didaktisch und im Hinblick auf Anwendungen
sind dabei weniger die jeweiligen Berechnungsmethoden von Interesse als vielmehr die lokalen
Bedeutungen der einzelnen Modelle, ihre Aussagekraft und Anwendbarkert. Wemn em
Statistiker etwa sagt, dass die 100 Mitarbeiter/innen eines Unternehmens ,,durchschnittlich™
ATS 30.000,-- pro Monat verdienen, so kann er damit meinen, dass ber gleichmdBiger
Verteilung der Summe aller Gehalter auf alle Mitarbeiter/innen ein/e Mitarbeiter/m ungefahr
ATS 30.000,-- monatlich bekommen wiirde (arithmetisches Mittel), er kann damit aber auch
meinen, dass 50 Mitarbeiter/innen Adchstens ATS 30.000,--, 50 Mitarbeiter/mnen hmgegen
mindestens ATS 30.000,-- pro Monat verdienen (Median). Denkbar wire weiters auch die
Interpretation, dass das am hiufigsten ausbezahlte Entgelt ATS 30.000,-- betragt (Modus).
Das Konzept des arithmetischen Mittels ist das der Summenbildung (daher muss diese moglich
und sinnvoll sein!) und der gleichmiBigen Verteilung - in diesem Sinne ist es ,.egalitdr®, es rea-
giert stark auf extreme Werte (,,AusreiBer) und setzt metrische Daten voraus. Das Konzept
des Medians besteht darin, zwischen einer , besseren” und einer ,,schiechteren™ Halfte zu unter-
scheiden, es ist n diesem Sinn ,elitir*, dariiber hinaus ausreiBerunempfindlich (robust) und
verlangt nur Ordinaldaten. Das Konzept des Modus schlieBlich sucht nach einem héufigsten
Wert, der aber wobl nur dann als , typischer Wert akzeptabel erscheint, wenn er sehr viel hau-
figer auftritt als alle anderen Werte; der Modus ist auch auf nominalskalierte Daten anwendbar.
So simpel die ZentralmaBe auf den ersten Blick erscheinen mégen, wenn man bedenkt, dass
selbst gesetzliche Bestimmungen (etwa Stipendiengesetze, Studienzulassungen) die Verwen-
dung des arithmetischen Mittels fir die Mittelung von (iiblicherweise ordinalskalierten) Noten
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zwingend vorschreiben und auch stoffdidaktische Arbeiten mit diesem Thema gewisse
Schwierigkeiten haben (siehe etwa Reichel, Hanisch und Miiller 1987, S. 31), dann kann man
erahnen, dass die Interpretation der lokalen Bedeutungen mancher ZentralmaBe schwieriger,
zugleich aber auch iteressanter ist, als man zunichst angenommen hatte.

Durch die extreme Raffung, die zu den ZentralmaBen fiihrt, gehen viele Informationen ver-
loren, unter anderem auch Informationen dariiber, wie gut das Zentralma$l die vorliegenden
Daten reprisentiert bzw. wie stark die Einzeldaten um das ZentralmaB streuen. (Wirden Sie
etwa als Nichtschwimmer einen Teich durchwaten, von dem Sie lediglich wissen, dass er
»durchschnittlich® 80 cm tief ist?) Im Hinblick auf solche Beurteilungen ist die Angabe eines
ZentralmaBes alleine v3llig unzureichend, die Raffung zu extrem. Die beschreibende Statistik
versucht, diesen Informationsvertust durch Angabe eines Streuungsmafes etwas zu mildern.
Spannweite und Interquartilspannweite (Abstand zwischen oberer und unterer Quartile) sind
sehr einfache, anschauliche StreuungsmaBe, die fiir die Anliegen der beschreibenden Statistik
meist vollig geniigen, die mittlere absolute Abweichung (vom Median oder vom arithmetischen
Mittel) als arithmetisches Mittel der Abstinde (,,durchschnittlicher Abstand“) modelliert recht
gut die intuitive Vorstellung von ,,mittlerer Streuung®. Das in der beschreibenden Statistik am
haufigsten verwendete StreuungsmaB hingegen, die empirische Standardabweichung, erweist
sich als unanschaulich und schwer terpretierbar (Seitenlinge des ,durchschnittlichen Ab-
standsquadrats®, genauer: Seitenkinge jenes Quadrats, dessen Flicheninhalt das arithmetische
Mittel der Flichenmhalte all jener Quadrate représentiert, die man erhilt, wenn man den Ab-
stand jedes einzelnen Werts vom arithmetischen Mittel als Seite eines Quadrats versteht). Mit
dieser, von intuitiven Vorstellungen sehr abgehobenen Modellierung der Streuung lauft die em-
pirische Standardabweichung den Anliegen der beschreibenden Statistik (Gewinn an Einsicht
und Uberblick) geradezu zuwider und erscheint daher fir die beschreibende Statistik weniger
geeignet; ihre eigentliche Bedeutung kommt erst in der Wahrschemlichkeitsrechnung und in
der schliefenden Statistik zum Tragen.

4. Zusammenspiel von Raffung und Mustererkennung - ein Beispiel

Die folgende Tabelle zeigt die Bruttoeinkommen (in ATS) von 50 Beschiftigten in 25 ver-
schiedenen Wirtschaftsbereichen:

11.211 15357 21.099 32.608 18.004 26365 13.757 21.896 13.677 20.118
12338 17.571 11.841 15590 14.040 18.082 15.408 25.653 17.399 28.316
17.064 24391 16277 23.393 16.936 23.539 15.500 21.067 13.608 20.560
12,560 14.637 15.106 18.910 20.693 31.063 15.535 20.700 10.679 14.964
14.429 19.499 15715 22.006 13.570 19.654 17.167 20.934 7221 6.017

Das Kastenschaubild in Abb. 14 liefert fiir diese 50 Einkommen eine grafische Veranschau-
lichung von Median, unterer und oberer Quartile (und damit auch des Interquartilabstands)
sowie des hdchsten und des niedrigstens Wertes (und damit der Spannweite): Das héchste Ein-
kommen liegt bei ca. ATS 32.500,--, das niedrigste bei ca. ATS 6.000,--, die (muttlere) Halfte
der Beschiftigten verdient monatlich zwischen ca. ATS 14.500,-- und knapp ATS 20.500,--,
der ,,.Durchschnittsverdiener (im Sinne des Medians) kommt auf monatlich ¢ca. ATS 17.000,--.
Es sind zwei extrem niedrige und drei vergleichsweise sehr hohe Einkommen erkennbar,
zwischen ca. ATS 10.500,~- und ca. ATS 26.500,-- darf man annehmen, dass die Daten . dicht*
liegen (keme groBen Licken aufireten), wobei die Verteilung etwas ,rechtsschief* ist (d. h.,
die Daten streuen bei den oberen Einkommen etwas stirker als in der unteren Hilfte).
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Abb. 14: Bruttoeinkommen von 50 Beschaftigten (m ATS)

Aus diesen stark gerafften Daten (Zentral- und Streuungsmalie) lasst sich also schon sebr viel
iiber die Verteilung der Einkommen aussagen, allerdings ist aus den dargesteliten Kennzahlen
(Raffung!) die Struktur der Verteilung nicht mehr erkennbar. Diese oft wichtige Information
kann z. B. recht gut einem Stengel-Blatt-Diagramm (halbgrafische Darstellung) entnommen
werden; im vorliegenden Beispiel konnte anhand des Stengel-Blatt-Diagramms in Abb. 15a
etwa auffallen, dass sich die Einkommen um ATS 15.000,-- wie auch bei ca. ATS 20.000,--
haufen, somit eher eine zweigipfelige Verteilung vorbegt als eme GauB’sche Glockenkurve.
Mehrgipfelige Verteilungen sind aber immer alamierend, sie verweisen auf eine mogliche
Inhomogenitat der zugrundeliegenden Daten. So konnten etwa die zwei Gipfeln im Stengel-
Blatt-Diagramm von Abb. 15a durch Finkommensunterschiede zwischen Arbeitern/mnen und
Angestellten bedingt sein, oder auch durch Einkommensunterschiede zwischen Frauen und
Minnern. Im Stengel-Blatt-Diagramm von Abb. 15b wurden die Einkommen von Frauen (fett,
kursiv) und Méannern verschieden gekennzeichnet, das Ergebnis ist recht aufschlussreich!

Eine Konsequenz aus dem in Abb. 15a erkannten Muster (und dem in Abb. 15b erkannten,
moéglichen Ursachen) kbnnte eine fur die Einkommen von Frauen und Miénnem getrennte (aber
vergleichende) Darstellung relevanter Kennzahlen in zwei Kastenschaubildern sein (Abb. 16).

. T
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Abb. 15a: Bruttoeinkommen (in ATS) Abb. 15b: Bruttoeinkommen (in ATS)
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Abb. 16: Bruttoeinkommen von 25 Frauen und 25 Minnern
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Bei den in diesem Beispiel verwendeten Daten handelt es sich im tbrigen um die Durch-
schnittseinkommen (im Sinne des Medians) aller weiblichen und minnlichen Beschiftigten in
25 Wirtschaftsbereichen in Osterreich im Jahre 1994,
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5. Zweidimensionale beschreibende Statistik

Bei der eindimensionalen Betrachtung von Merkmalen gehen Zusammenhinge zwischen zwei
(oder mehreren) Merkmalen verloren, zum Beispiel mogliche Zusammenhange zwischen den
jihrlichen Umsétzen und den Beschiftigtenzahlen in verschiedenen Unternehmen. Methoden
zur Beschreibung von Zusammenhingen zwischen zwei Merkmalen liefert die zweidimensio-
nale beschreibende Statistik. Dabei werden dieselben globalen Ideen und ahnliche lokale Be-
deutungen bzw. zentrale Tatigkeiten wie in der eindimensionalen Statistik sichtbar:

Zunachst wird man die Auspragungen der beiden Merkmale wohl tabeltieren. Falls fir beide
Merkmale metrische Daten vorliegen, wird man meist auch versuchen, diese in einem Streu-
diagramm grafisch darzustellen (Abb. 17).
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Abb. 17: Beschéftigtenzahlen und Umsitze in 35 Industrieunternehmen

Anhand des Streudiagramms bzw. anhand der durch die emgezeichneten Punkte gegebenen
Punktwolke lisst sich ein gewisser (hier micht sonderlich stark ausgeprigter) Trend dahin-
gehend erkennen, dass Unternehmen mit hoheren Beschéftigtenzahlen tendenziell auch hohere
Umsitze aufweisen. Dieser Trend in Abb. 17 lasst sich verdeutlichen und in den Vordergrund
riicken, wenn man ihn als Graph emer (im emfachsten Fall linearen) Funktion modelliert und
diesen Graphen im Streudiagramm emnzeichnet. Die in Abb. 18 dargestellte Trendgerade wurde
nach Gefiihl* eingezeichnet; sie ist fir die vorliegenden zweidimensionalen Daten in dhnlichem
Sinn reprisentativ wie ein ZentralmaB fiir eine eindimensionale Liste von Daten.
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Abb. 18: Beschiftigtenzablen und Umsitze in 35 Industrieunternehmen




- 147 -

Aus der Grafik lisst sich leicht eine Gleichung der Trendgeraden ermutteln, aus der dann ent-
sprechende quantitative Aussagen ablesbar bzw. berechenbar werden,

gressionsgerade) minimiert, erhilt man eine Gerade, die gegeniiber der nach Gefiih] gezeich-
neten Trendgeraden zu flach oder zu steil erschemt - in jedem Fall also eine Gerade, die der
mtuitiven (auf Normalabstinde ausgerichteten) Vorstellung von einer gut passenden Geraden
nicht optimal entspricht (Abb, 19). Der Grund fiir diese Unzuldnglichkeit liegt im Verfahren -
darauf soll hier jedoch nicht niher emgegangen werden.
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Abb. 19: Beschiiftigtenzahlen und Umsiitze in 35 Industrieunternehmen

Die beiden Regressionsgeraden lassen sich fiir jede Punktwolke ermitteln, also auch fiir solche,
bei denen kaum ein linearer Trend erkennbar ist. Ahnlich wie bei den ZentralmaBen gilt auch
hier: Bei entsprechend groBer Streuung um die Trendgerade ist diese wenig aussagekriftig und
kaum geeignet, die vorliegenden Daten in geeigneter Weise zu représentieren. Ein (auf Werte
zwischen -1 und | genormtes) MaB fiir diese Streuung ist der Pearsonsche Korrelations-
koeffizient, dessen Formel sehr komplex und undurchsichtig erscheint, der sich aber als
Quadratwurzel aus dem Verhiltnis der Steigungen der beiden Regressionsgeraden (oder auch
als geometrisches Mittel der Aunstiege) doch recht anschaulich erkliren und anhand von Streu-
diagramm und Regressionsgeraden zumindest intuitiv auch recht gut nachvollziehen lisst. Der
Korrelationskoeffizient ist als ein Ma$ fir die Reprisentativitit der Regressionsgeraden zu
verstehen; es kommt ihm damit in der zweidimensionalen Statistik eine ihnliche Funktion zu,
wie den Streuungsmafen in der eindimensionalen beschreibenden Statistik: Die Reprisentativi-
tat und Aussagekraft der Regressionsfunktion ist umso geringer, je niher der Wert des Korre-
lationskoeffizienten bei null liegt (d. h., je stirker die Daten um dje Regressionsgeraden streuen
bzw. je weiter die Regressionsgeraden auseinanderklaffen),

e B s e et i e <
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Auch Trend bzw. Regression und Korrelation basieren wesentlich auf der Idee der (extremen)
Raffung: Em groBer, sweidimensionaler Datensatz wird durch eine einzige (meist lneare)
Funktion reprasentiert und ersetzt, die Streuung (Reprasentativitit), wird durch einen einzigen
Koeffizienten beschrieben. Dabei gehen natiirlich Informationen verloren, Strukturen und
Muster, die im Streudiagramm vielleicht noch erkennbar sind, verschwinden in der Re-
gressions- und Korrelationsanalyse. So etwa kdnnte der our miBige Zusammenhang, die stark
strenenden Werte m Abb. 17 - 19 darauf zuriickzufihren sein, dass die Zusammenhange
zwischen Beschiftigtenzahlen und Urnsatzen in unterschiedlichen Branchen sebr unterschied-
lichen Trends folgen (vgl. die Clusterung pach Branchen in Abb. 20), die damn - Wwie die
Einkommen von Méannern und Frauen in Abb. 16 - besser getrennt untersucht werden sollten.
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Abb. 20: Beschiftigtenzahlen und Umsatze in 35 Industrieunternehmen

Streudiagramm, Regressions- und Korrelationsanalyse verlangen metrische Daten. Bei der
Untersuchung von Zusammenhéngen zwischen qualitativen Merkmalen wird man sich auf die
Darstellung in Tabellen und die Ermittlung eines Kontingenzkoeffizienten (der ghnlich wie der
Pearsonsche Korrelationskoeffizient zu interpretieren ist) beschrénken missen.

Bei der Interpretation von Trend, Regression, Korrelation bzw. Kontingenz ist Vorsicht
geboten: Zum einen sind Extrapolationen fiber den yorliegenden Datepsatz hinaus jedenfalls
problematisch (z. B. lingerfristige Prognosen bei Zeitreihen), weiters soliten Verallgemeine-
rungen, die iber die vorliegenden Daten hinausgehen (,Hochrechnungen*), der schiieBenden
Statistik vorbehalten bleiben und schlieBlich sind eventuell konstatierte Zusammenhinge zu-
nichst nur formaler Art und olme tiefere, kontextbezogene Einsichten in mogliche Ursachen
und Wirkung nicht kausal interpretierbar: Ob die hiufigen Absenzen mancher Schiiler die
Ursache fir schlechte Noten sind oder die schlechten Noten Ursache fur hiufige Absenzen
(oder ob der Zusammenhang doch viel komplexer ist), lasst sich anhand von Regression und
Korrelation allein nicht beurteilen, eme kausale Interpretation der hoben Korrelation zwischen
dem Verschwinden der Storche und dem drastischen Geburtenriickgang in emer schwedischen
Kleinstadt diirfte bei schulpflichtigen Kindern doch berechtigte Zweifel auslosen.
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6. Resumé

In der folgenden Tabelle sind die globalen Ideen, lokalen Bedeutungen und zentralen Titig-
keiten der beschreibenden Statistik noch einmal iibersichtlich zusammengestelit:

BESCHREIBENDE STATISTIK

Ordnen und Darstellen von vorhandenen (erhobenen) Daten,
Charakterisierung der verfiigharen Daten und Aussagen dariiber.

Globale Ideen Lokale Bedeutungen Zentrale Titigkeiten

Mdglichkeiten, Grenzen und | Konkretisieren des Problems;

Probleme der Datenerhebung; Erheben von Daten
Datentypen
MUSTER ERKENNEN Aussagekraft tabellarischer, Daten ordnen und
und halbgrafischer oder grafischer | (tabellarisch oder grafisch)
SICHTBAR MACHEN Darstellungen libersichtlich darstellen
Deutung diverser
RAFFUNG Zentral- und Streuungsmafe, Kennzahlen ermitteln

von Trend (Regression) und
Korrelation bzw. Kontingenz
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KOHVCI’gCDZ in der sechsten Klasse
Rudolf Taschner, Wien

Das Thema konvergenter Folgen ist jenes, welches in der Schule am nichsten an die ,reine”
Mathematik heranfithrt — dementsprechend anspruchsvoll und anwendungsfremd wird es
empfunden.

Die hier prisentierte Behandlung dieses Themas ist ein Auszug (ohne die eigentlich das
Karnstack bildenden Ubungsbeispiele) eines Kapitels eines in Kurze erscheinenden ,Ubungs- und
Lehrbuches® fiir die Mathematik an Oberstufen von AHS. Es wird wesentlich darauf Wert gelegr,
dass der Kem des zu behandelnden Stoffes méoglichst frith herausgeschilt wird, sodass man im
Unterricht fast an jeder Stelle abbrechen kann, ohne sich dem Vorwurf aussetzen zu mussen,
Wesentliches nicht erwihnt zu haben. Statt Folgen und Grenzwerten steht die geometrische Rethe
als das Paradebeispiel aller Konvergenzuntersuchungen am Beginn; aus ihr werden alle weiteren
Begriffe entwickelt.

Motivation: Das Paradoxon des Zenon

Zenon von Elea (geb. um —495, gest. um —430) war ein begeisterter Anhinger und Gefolgsmann
des Parmenides (geb. um —520, gest. um —450), welcher lehrte, dass uns unsere Sinne betriigen,
wenn sie uns vorgaukeln, es gibe in der Welt irgendwelchen Wandel. In Wahrheit — so meinte
Parmenides — ist der Kosmos unverinderbar starr. Jede Bewegung, die wir wahrnehmen, wire blof8
Sinnestiuschung.

Diese wahrhaft sonderbare Ansicht seines Lehrers meinte Zenon logisch begrinden zu
kénnen. Er verwob seine Beweisfihrung in eine Geschichte, in der Achill, der sagenhafte Held und
schnellste Liufer der Antike, eine Schildkrite, das langsamste Tier, das man damals kannte,
einzuholen versucht:

Um sich eine bildhafte Vorstellung machen zu kénnen, nchmen wir an, Achill laufe zehnmal
so schnell wie die Schildkréte, und zu Beginn habe die Schildkrdte einen Vorsprung von 900 Meter.
Dann ist zu dem Zeitpunkt, an dem Achill die 900 Meter zuriickgelegt hat, die Schildkrote immer
noch 90 Meter voraus. Wenn Achill diese 90 Meter bewiltigt hat, bleibt der Schildkréte immer
noch ein Vorsprung von 9 Meter. Und selbst wenn Achill diese 9 Meter in Windeseile durchlaufen
hat, die Schildkrote kriecht immer noch mit einem Vorsprung von 90 Zentimeter vor thm.

Zenon teilt diesen unbestreitbaren Sachverhalt seinen verblafften Zuhérern mit folgenden
Worten mit: Jmmer, wenn Achill den urspriinglichen Ort der Schildkréte erreicht, ist sie thm ein
Stiick Weges voraus. Wenn dies tatsichlich immer der Fall ist, wic gibt es dann je die Moglichkeit,
dass Achill die Schildkréte einholt?*

Und auf den arglosen Einwurf seines Publikums, man sebe doch, dass Achill die Schildkrote
erreicht, entgegnet Zenon, ganz Schiiler des Parmenides: ,.Seht ihr, so betriigen euch die Sinne!™

Die Summenformel der geometrischen Reihe

Einen ersten Einblick in das Geheimnis der Geschichte des Zenon gewinnt man, wenn man die
einzelnen Strecken, die Achill zuricklegt, zu addieren versucht: Nehmen wir einen Kilometer als
Einheit an, dann lauten die von Zenon genannten Strecken addiert:

0,9 + 0,09 + 0,009 + 0,0009 + ...
Fishrt man ganz naiv diese Addition durch, bemerkt man, dass jeder Summand die vorhergehende
Summe nur dadurch dndert, dass er sie um eine weitere Ziffer 9 in der folgenden Nachkommastelle
bereichert:

0,9 + 0,009 = 0,99,

0,99 + 0,009 = 0,999,

0,999 + 0,0009 = 0,9999,

und so weiter.
Die gesamte Uberholstrecke wire somit die .unendliche Dezimalzahl”
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0,999...99...
mit ,unendlich vielen Neunern nach dem Komma*“ — doch worum handelt es sich dabei eigentlich?
Geschickter ist es, so zu argumentieren: Wenn Achill zehnmal so schnell liuft wie die
Schildkréte und dabei die Strecke der Linge s zuriicklegt, hat die Schildkréte nur eine Strecke der
Linge 5/10 durchlaufen. Wenn im Speziellen s die gesuchte Uberholstrecke darstellt, muss fir sie

die Gleichung

s=09+—
10
gelten. Thre Lsung fithrt nach Multiplikation beider Seiten mit 10 auf
10s=9+s |—s
95=9 |9
s=1.

Wir sehen, dass Achill die Schildkréte nach genau einem Kilometer iberholt hat. Uberdies
erkennen wir, dass die oben angeschriebene ,unendliche Dezimalzahl* mit 1 iibereinstimme:
0,999...99... = 1.

Das eben gebrachte Argument hingt keineswegs davon ab, dass wir der Schildkréte gerade
einen Vorsprung von 900 Meter gewihrten und Achill genau zehnmal so schnell laufen lieRen:
Wenn die Schildkréte einen Vorsprung der Linge « besitzt und ihre Laufgeschwindigkeit sich von
der des Achill um den Faktor g unterscheidet, gelingt dieses Argument genauso: Legt Achill die
Strecke s zurick, hat die Schildkrote die Strecke sq durchlaufen. Wenn im Speziellen s die
gesuchte Uberholstrecke ist, besteht fir sie die Gleichung

s=a+3sq,
welche (im Falle g # 1) folgendermaBen gelsst wird:
s=a+sq |-sq

sl=q)=a |:(1-gq)
1

5=

@ =
Zenon argumentiert: Zuerst hat Achill den Vorsprung « zu durchlaufen und die Schildkréte ist
inzwischen die Strecke 4g voraus, dann hat Achill den verbleibenden Vorsprung aq zu
durchlaufen und die Schildkréte hat inzwischen den Weg ug-q = ag’ zuriickgelegt, dann hat
Achill diesen Vorsprung ag’ zu durchmessen, wihrend die Schildkréte ihm mit der Strecke
aq'q = aq’ voraus ist, und so weiter. Im Lichte der obigen Uberlegung behaupten wir, dass die
fiir die gesamte Uberholstrecke zu bildende unendliche Summe

a +aq+aqz+aq}+
in Wahrheit nicht — wie Zenon meinte — unbewaltighar ist, sondern den oben berechneten Wert s
lieferr.

Geomertrische Rethen

Nicht nur bei der Geschichte des Zenon, immer wieder kommt es vor, dass sich ein Prozess
ununterbrochen wiederholt und dabei der Reihe nach Summanden g, 4, az, ds, ... einer
»unendlichen Summe®, einer sogenannten Rezbe,

ag *ay+a; +ay+ ...
liefert, die man zu berechnen versucht.

Wenn sich in einer Reihe
ag tay +a; +ay+ .
jeder Summand 4, vom vorhergehenden Summanden 4,_, um den gleichen Faktor g %1
unterscheider,
a.

n
=q, (=123,
Ay
. . . . . b3 3
spricht man von einer geometrischen Reshe. Setzt man ug = «, sind a; = aq, ay =aq", ay =aq, ...,

und thre Summenformel lautet:
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Periodische Dezimalzahlen

Eine sogenannte periodische unendliche Dezimalzahl wie zum Beispiel
p= 1,1153846153846153846...153846...,
in der sich — nach einer sogenannten Vorperiode, die hier 1,1 lauter — in den Nachkommastellen
eine endliche Ziffernfolge — in diesem Beispiel die Ziffernfolge 153846 — andauernd wiederholt,
fassen wir als geometrische Reihe auf. Im vorliegenden Beispiel schreiben wir nimlich
p=L1+s
mit
s = 0,0153846153846153846...153846... =
= 0,0153846 +
+ 0,0000000153846 +
+ 0,0000000000000153846 +
+ ... =
= 1,53846-1077 + 1,53846-107° + 1,53846-107"" + ...

Hier lautert

_ 1,53846-107°

q= — =107°%.
1538461072
Darum ist
_ 1 153846
s=153846-107% - =1,S3846-104‘——~——=—-——-—'10"=
? 1-10"° 106 -1 999999
_—_..2_‘ o~! =__%__
13 130
Dies ergibt fir p das Resultat
11 2 29

PT107 130 26
Was hier im Speziellen fiir p = 29/26 gezeigt wurde, gilt natiirlich ganz allgemein:

Jede periodische unendliche Dezimalzahl stellt die Summe einer (endlichen) Dezimalzahl und einer
geometrischen Reihe dar. Verwendet man fiir die geometrische Reihe die Summenformel, wird die
periodische unendliche Dezimalzah! in Form einer rationalen Zahl geschrieben.

Berechtigter Zweifel an der Summenformel

Die Summenformel der geometrischen Reihe scheint Zenon nach Strich und Faden zu widerlegen.
In Wahrheit ist dies jedoch nicht der Fall. Zenon kénnte, hitte man thm — wie oben erlautert —
die Summenformel der geometrischen Reihe entgegengehalten, auf folgende Weise erfolgreich
gegen diese ankimpfen:

Stellen wir uns vor, Achill und die Schildkrote vertauschen ibre Rollen: die zehnmal so
langsame Schildkrote liufc dem Achill nach, der bereits einen Vorsprung von 900 Meter hat. Wenn
die Schildkrote die 900 Meter mihsam zuriickgelegt hat, ist ihr Achill bereits 9000 Meter im
Vorsprung. Und wenn die Schildkrote diese 9000 zusitzlichen Meter gekrochen ist, hat Achill
einen noch groferen Vorsprung von 90000 Meter. Einigen wir uns wieder auf einen Kilometer als
Lingeneinheit, burden wir der Schildkrote auf, eine Strecke der Linge

0,9 + 9 + 90 + 900 + 9000 + ...
+u durchlaufen — und niemand wird glauben, dass sie dabei jemals Achill erreicht. Trotzdem
handelt es sich bei der oben angeschriebenen Strecke um cine geometrische Reithe mit 4 =0,9 und
g=10. Inde Summenformel der geometrischen Reihe eingesetzt, ergibt dies

s=0,9- ! =-0,1.
1-10

Ak
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Niemand wird ernsthaft das absurde Resultat
0,9 + 9 + 90 + 900 + 9000 +... = — 01
akzeptieren'.

Zenon hitte mit diesem Gegenargument entdeckr, dass die obige Herleitung der
Summenformel einer geometrischen Rejhe nicht korrekt sein kann, ihn daher niche widerlegt. Ein
Rechenfehler ist in der Herleitung nicht zu finden. Sie leidet vielmehr an einer logischen
Unterlassungssiinde: Bisher wissen wir nimlich nicht, was man fiberhaupt unter einer Summe mit
unendlich vielen Summanden verstebs. Dariiber gilt es, sich Klarheit zu verschaffen.

Geometrische Summen

Statt Rethen

ag tay +ay +ay + ...
mit unendlich vielen Summanden zu betrachten, beschrinken wir uns nun auf Summen

agtay+a; + ...+ an_y,
in denen nur endlich viele Summanden auftreten — in der obigen Summe liegen N Summanden
vor.

Eine geometrische Summe liegt vor, wenn — wie bei der geometrischen Rethe — das

Verhiltnis jedes nachfolgenden Summanden 4, zum vorhergehenden Summanden a,.; stets den
gleichen Wert ¢ # 1 annimme:

dy

=gq, (n=1,2,...,N-1).

4p=1

Setzen wir 4y = u, sind daher a4y =ug, a, = uqz, ey ANy = qu—'.
Wenn man vom Wert einer geometrischen Summe spricht und diesen
SN =a+ag+aq + ... +aq~~l
nennt, befindet man sich — im Gegensatz zur Summenformel einer geometrischen Reshe — noch
auf logisch abgesichertem Boden. Mic emem klugen Trick kann man sy berechnen: Beide Seiten
der obigen Formel mit q multi}aliziert, ergibt:
9N =aq +aq + ... + qu-' + thN.
Im Vergleich zu sy fehlt hier auf der rechten Seite der Summand 4, hingegen ist der Summand
ag" neu dazugekommen. Dies bedeuter:
SN = Sy —u +an | SN
g =1 =alg" =) |xg-1)
gV -1
9-1
Den zuletze genannten Bruch kann man mir —1 erweitern (was im Falle 4 < 1 giinstig ist, weil
dadurch der Nenner positiv wird):

=gV
1-—-q ’

SN =a-

SN =«

Eine aus N' Summanden bestehende geometrische Summe besitzt die Summenformeln

N N
-~ - 1-
‘t+uq+‘zqz+...+qu l=a‘q 1=d' 9 s
q-1 1~¢
wobei im Falle ¢ > 1 die erstgenannte und im Falle ¢ < 1 die zweitgenannte Formel zu
bevorzugen sind.

Nun gilt es zu verstehen, wie man von diesem Ergebnis zur geometrischen Reibe mit unendlich
vielen Summanden zurtickgelangt:
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Die Konvergenz und Divergenz der Potenzen einer positiven Zahl

Wir betrachten zu diesem Zweck eine Abfolge konkreter Beispiele:

Es sind natiirliche Hochzahlen »n zu besummen, fir die

b"<e
zutrifft, wenn die positive Basis # < 1 und die Zahl ¢ folgendermaflen gegeben sind:
) b=08, ¢ = 0,04 b)  b=09, ¢ = 0,007

c) b =0999, ¢ = 0,0001 d) b =0,9999, £ = 0,00001.

Lésung: Statt die Ungleichung b" < ¢ betrachten wir zunichst die Gleichung

V=e,
welche mit Hilfe des Logarithmus sofort gelést werden kann:
F=¢ |ln
xInb=1Ine |:lnb
e
b

Nun beachten wir, dass wegen b < 1 aus y > x die Ungleichung & < " folgt. Darum wriffr far
alle natarlichen Zahlen n mit
Ine
7> —
Inb
sicher die geforderte Ungleichung
b <e
zu.
Speziell ergibt sich fur die einzelnen Zahlenwerte

a) n > In(0,04)/In(0,8) ="24,74399 , dh. » =25
(Tatsichlich ist noch
0,8* = 0,00472 aber bereits 0,8” = 0,00378 )

b) n > In(0,007)/1n(0,9) = 47,09397, d.h. n = 48.
(Tarsichlich ist noch
0,9 = 0,000707 aber bereits 0,9** = 0,000636 .)

c) n > 1n(0,0001)/1n(0,999) = 9205,73443 , d.h. » = 9206.
(Tatsichlich ist noch
0,999"™% = 0,000100073507 aber bereits 0,999 = 0,0000999734336.)

d) » > 1n(0,00001)/1n(0,9999) = 115123,5, dh. n = 115124,
(Tatsichlich ist noch

0,9999'*'% = 0,000010000498128 aber bereits 0,9999'"*'** = 0,00000999949808 .)

Die allgemeine Rechnung des Beispiels ist offensichtlich fir jede positive Basis & < 1 und jede
positive Zahl ¢ anwendbar. Wir fassen die darin erhaltene Erkenntnis in der folgenden
Konvergenzaussage zusammen:

Essei b < 1 eine beliebige positive Zahl. Dann kann man zu jeder positiven Zahl ¢ — wie klein
sie auch sein moge — eine natiirliche Zahl 7y so besummen, dass fur alle natarlichen Zahlen
n 2 n, die Ungleichung

<

stimmt.

Ein weiteres Beispiel als Konrrast:
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Es sind natiirliche Hochzahlen 7 zu bestimmen, fir die
a >
zutrifft, wenn die Basis « > 1 und die Zahl $2 folgendermaflen gegeben sind:
) a=2, @=10000 b) a=11, 2=700
¢) a=105, £ = 10000 d) a=1,001, 2=10".
Lésung Statt die Ungleichung o > §2 betrachten wir zundchst die Gleichung
a =8,
welche mit Hilfe des Logarithmus sofort gelsst werden kann:
=8 |ln
xlna=lnR |:lna
{nQ
x=—.
Ina

Nun beachten wir, dass wegen 4 > 1 aus y > x die Ungleichung @ > 4* folgt. Darum tniffc fur
alle natiirlichen Zahlen 7 muit

InQ

lna

sicher die geforderte Ungleichung
a >

n>

Zu.
Speziell ergibe sich fur die einzelnen Zahlenwerte

a) n > In(10000)/In(2) = 13,28771, dh n = 14
(Tatsichlich ist noch
2" = 8192 aber bereits 2'* = 16384 .)

b) n > In(700)/In(1,1) = 68,73432, dh. 7 = 69.
(Tatsichhch ist noch
1,1 = 652,68344 aber bereits 1,1% = 717,95178 .)

c) n > In(10000)/In(1,05) = 188,77453 , dh. » = 189.
(Tatsichlich ist noch
1,05'% = 9629,156 aber bereits 1,05'" = 10110,614.)

d) n > In(10'%)/In(1,001) = 23037,36194, d.h. n = 23038.
(Tatsichlich ist noch
1,001 = 9,99638-10° aber bereits 1,001°%% = 1,000638-10° )

Die allgemeine Rechnung des Beispiels ist offensichtlich far jede Basis « > 1 und jede positive
7ahl 2 anwendbar. Wir fassen die darin erhaltene Erkenntnis in den folgenden Diwvergenzaussage
zusammen:

Essei « > | eine beliebige Zahl. Dann kann man zu jeder positiven Zahl 2 — wie grof sie auch
sein moge — eine natiirliche Zahl 7 so bestimmen, dass fur alle natirlichen Zahlen n 2 n, die

Ungleichung
&> 2

stimmt.

Geomertrische Folgen und reelle Gréflen

Fir positive » < 1 und « > 1 sind die Folgen der Potenzen
b, b b, b ... und PRPLRLRARI
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spezielle geometrische Folgen. Die oben formulierten Konvergenz- und Divergenzaussagen
bringen wir nun mit dem System R der reellen Grofen in Beziehung:

Tn der Schule geniigt die Definition reeller Zahlen als Gréflen, die man mit beliebiger Genauigkeit
durch Dezimalzablen erfassen kann.

Betrachten wir zunichst die geometrische Folge der Potenzen von 0,9:
09, 0,9 =081, 0,9 =0,729, 09" = 0,6561, ...,
..., 0,9 =0,0107753, 0,9" = 0,0096977, ...
..., 0,8% = 0,0001045, 0,9% = 0,0000940, ...:

Wenn man zum Beispiel eine Genauigkeit von einer genauen Nachkommastelle vereinbart,
ist es im Rahmen dieser vereinbarten Genauigkeit legitim, die Potenzen 0,9° oder 0,9*, aber
auch die Potenzen 0,9 oder 0,9° mit Null gleick zu setzen — denn auf eine Nachkommastelle
genau betrachtet besteht zwischen diesen Zahlen und Null kein Unterschied.

Wenn man priziser rechnen méchte und zum Beispiel eine Genauigkeit von drei genauen
Nachkommastellen verlangt, besteht immer noch swischen den Potenzen 0,9° oder 0,9" und
Null kein Unterschied — auf dre: genaue Stellen gerundet, ergeben diese Zahlen Null.

Selbst wenn jemand héchst prizise rechnen méchte und eine Genauigkeit von dreiflig
genauen Nachkommastellen verlangt (etwas, das in der Praxis mie vorkommt, uns aber als
Forderung nicht stort), immer noch kénnen wir eine Hochzahl 7, benennen, so dass for alle
Hochzahlen n» 2 n, die Potenzen 0," in dieser veremnbarten Genauigkeit mit Null
ibereinstimmen. (Man setzt in der Konvergenzaussage zum Beispiel ¢ = 107" fest. Die
entsprechende Zahl no = 678 ist dabei gar nicht sonderlich grof.)

Allgemein sagen wir daher, dass bei ciner positiven Zahl & < 1 die geometrische Folge der
Potenzen

b, B, B, b
die reelle Grafie O als Grenzwert festlegt, und schreiben dafir
0= lim &6" , (0<b<1).
7-»C0

Das Zeichen Jim* steht als Abkirzung des lateinischen Wortes limes fiir Grenzwall, und das
darunter angeschriebene 2 = «* (gelesen als »n strebt nach unendlich®) symbolisiert das gerade
suvor Erkannte: Gleichgiiltig, auf wie viele (endlich viele) genaue Nachkommastellen man sich 1n
der Forderung nach Prizision einigt, immer wird es gelingen, eine natiirliche Zahl n, so zu
bestimmen, dass fur alle natirlichen Zahlen n = ny die Potenzen V* in dieser vereinbarten
Genauigkeit mit 0 #bereinstimmen.
Die geometrische Folge der Potenzen
a', dl 4 at
divergiert hingegen fur 4 > 1 nach unendlich. Es ist nicht verboten, diese Tatsache durch

o= lima” , > 1),
fime >

zu symbolisieren, wenn man sich dabei stets bewusst ist, dass @ nichts mit einem Element aus R
2u tun hat — im Gegenteil: zu jedem reellen © kann man eine natiirliche Zahl ng so finden, dass
fur alle n 2 no die Ungleichung 4" > £ stimmt — bildhaft gesprochen: keine reelle Zahl kann
diese Folge in Schranken halten, sie Gberschreitet alle Grenzen (die urspringliche Bedeutung des
lateinischen Wortes divergere.)

Betrachtet man eine Zahl ¢ mit lg| =b <1, folgtaus ~b" = ¢" =< b" dass, sobald man
die Potenz b" (im Rahmen der vereinbarten Genauigkeit) mit Null gleichsetzen kann, man
zugleich auch 4" mit Null gleichsetzen darf. Die Multiplikation von ¢" mit einem Faktor «
indert an dieser Tatsache prinzipiell nichts (man muss nétigenfalls héchstens hohere Potenzen
betrachten, weil die Multiplikation mit einem betragsmiflig grofien « eine Kommaverschiebung
bewirkt). Somit erhalten wir fur geometrische Folgen einen Konvergenzsatz:

rDie geometrische Folge J
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a,aq, aq , ag , ...
legt im Falle eines ¢ mit |g| <1 diereelle Zahl 0 als Grenzwert fest, (sie konvergiert gegen 0),
0= lim ag” , (lal <.
Dies bedeutet, dass wir bei einer beliebig prizise vereinbarten Genauigkeit stets eine natiirliche
Zahl ny so benennen kénnen, dass fir alle Hochzahlen n = n, die Ausdriicke aq" (im Rahmen
dieser Genauigkeit) mit Null tbereinstimmen.

Auch dies wird am deutlichsten anhand eines konkreten Beispiels:

Es ist eine natirrliche Zahl 7y zu bestimmen, ab der man alle Glieder der geometrischen Folge
1000, 800, 640, 512, ...

mit Null gleichserzen darf, wenn man eine Genauigkeit von a) sieben, b) siebzehn, c) siebzig

genauen Nachkommastellen vereinbart.

Lésung Die vorliegende geometrische Folge lautet
1000, 1000-0,8, 1000-0,87, 1000-0,8’, ....
Wenn wir aus
1000-0,8* = 107
fira) k= 8, b) k=18, c) k=71 den Wert x bestimmen, haben wir mit einer natiirlichen Zah!
ng = x die Aufgabe sicher gelést. Wir l8sen die Gleichung gleich fur beliebige £, indem wir beide
Setten logarithmieren:
In1000 + xIn0,8 = —k-[n10 | -In 1000, :In 0,8
_ —k-In10~1n1000
- In0,8
Speziell erhilt man hieraus die Werte

a) fur k=8 x = 113,51, daher kann man n, = 114 setzen.
(Tatsichlich ist 1000-0,8'"* = 8,96-107% = 0, wenn man mit sieben genauen Nachkommastellen
rechnet.)

b) fur & = 18: x = 216,70, daher kann man ny, = 217 setzen.
(Tatsichlich ist 1000-0,8?" = 9,34-107"" = 0, wenn man mit siebzehn genauen Nachkommastellen
rechnet.)

c) far k= 71: x = 763,59, daher kann man ny = 764 setzen.
(Tatsichlich ist 1000-0,8"* = 9,14-1077% = 0, wenn man mit siebzig genauen Nachkommastellen
rechnet.)

Die Summen geometrischer Reihen

Nun kehren wir zur geometrischen Reihe
a+dq+uql+aq)+
zuriick.
Wir beschrinken uns auf den Fall, dass ¢ die Bedingung |g| <1 erfulle.
Parallel zur Resbe mit ihren unendlich vielen Summanden betrachten wir die Summe
N-t_ 174 N
1=q
in der nur endlich viele (ndmlich N) Summanden addiert werden. Befinden wir uns im System R,
haben wir uns auf eine bestimmte Genauigkeit in der Angabe der reellen GréRen zu einigen: Egal
auf wie viele genaue Nachkommastellen man prizise rechnen méochte — immer wird man eine
natiirliche Zahl Nj so finden kénnen, dass firr alle Hochzahlen N 2 N, nicht nur die Potenzen

4" (im Rahmen dieser Genauigkeit) und 0, sondern zugleich auch die Briiche

u+uq+uq2 +aq3 + ... taq

)
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1-gN -0
und a”’ =g 1

1-g 1—-g 1-q

miteinander ubereinstimmen.

a-

Essei |g| < 1. Gleichgiltig, auf wie viele (endlich viele) genaue Nachkommastellen man sich in

der Forderung nach Prizision einigt, immer wird es gelingen, eine natirliche Zah! N; so zu
bestimmen, dass alle geometrischen Summen

a+ag+ 4qz + aq’ + ..+ qu’l
mit miridestens Ny Summanden (d.h. mit N 2 Ng) in dieser vereinbarten Genauigkeit mit dem

Bruch
1

l-q

a-

tbereinsummen.

Diese Konvergenzaussage erlaubt, der geometrischen Reihe
2 3
4 tdg taq +ag + ...
im Falle |g| <1 den Bruch

1
a-
1-¢g
als Summe zuzuordnen. Wir schreiben daher
u+aq+uq2 +uq3+...=u-%, (lq] <1).
-9

Mit dieser Formel verbinden wir jedoch nicht die Vorstellung, wir hitten wirklich alle unendlich
vielen Summanden der Reihe addiert. Vielmehr bedeutet diese Formel, dass man mit beliebiger
Genauigkeit zu dieser Summe gelangt, wenn man endlich viele (aber entsprechend der geforderten
Genauigkeit hinreichend viele) Summanden der Reihe addiert.

Zenon und die Analysis

Die Mathematik des Systems R der reellen Grofien heifit Analysis. Sie ordnet den geometrischen
Reihen sinnvoll Summen zu. Sie formuliert tberdies eine Bedingung — nimlich |g| < 1 — fur
die Berechnung der Summen geometrischer Reihen.

Die geometrische Rethe 0,9 + 9 + 90 + 900 + ... verletzt zum Beispiel diese Bedingung.
Darum erklirt die Analysis, warum Achill die Schildkréte @berholt, obwohl sie anfangs einen

- Vorsprung besafl, wihrend die Schildkréte Achill nie aberholen wird, wenn dieser ihr voran ist —

selbst wenn man Zenons Gedanken folgt.
Ist Zenon damit widerlegt?

Nur dann, wenn auch er die Analysis als giltge Mathematik anerkennt. Legt er sich jedoch
darauf fest, nur mit rationalen Zahlen zu rechnen — ein Ziel, das fast alle Mathematiker des antiken
Griechenland verfolgten — bleibt -er von den Konvergenzaussagen der vorigen Abschnitte
unbeeindruckt. (Denn rationale Zahlen liegen im Unterschied zu reellen GréRen stets mit
endgidiger Prizision vor; Rechnungen, bei denen eine besummte Zahl von genauen
Nachkommastellen vereinbart ist, sind dem System Q der rationalen Zahlen wesensfremd.)

Darum gelingt es zwar nicht, Zenon zu widerlegen. Aber wir kénnen aus den obigen
Uberlegungen den folgenden Schluss zichen: Auch Zenon erreicht mit seiner Geschichte nicht sein
Ziel, die Unmaglichkeit von Wandel und Bewegung logisch zwingend zu. beweisen. Die Analysis
stellt eine Theorie dar, in der Zenons Geschichte von Achill und der Schildkréte thre

beunruhigende Pointe verliert.
Konvergente Folgen

Die aus der geometrischen Reihe
u+aq+uq2+4q3+

L
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gebildeten geometrischen Summen

5 =a,
52 =a+aq,
53 =a+aq+aqz,

SN =a+.zq+aqz+aq3+...+an_l,

SN+l T a +aq + dqz + thJ + .+ qu_' + an )

bilden den Schliissel zur Definition der Summe s der obigen Reihe: Einigt man sich auf eine
Anzah! genauer Nachkommastellen, stimmen ab einer darauf abgestimmten natirlichen Zahl N,
die Summen sy firalle N = N; mit 5 Gberein.

Diese Definition kann man fiir Folgen ganz allgemein fassen:

Eine Folge von Zahlen
Sty S25 Sy, S4y ens
heiflc konvergent, wenn sie eine reelle Zahl s als Grenzwert festlegt, (sie gegen s konvergiert),

s= lims, .
n—»co

Dies bedeutet, dass wir bei einer beliebig prizise vereinbarten Genauigkeit stets eine natiirliche Zahl
ng so benennen konnen, dass firalle » 2 ny die Zahlen s, (im Rahmen dieser Genauigkeit) mit s
iibereinstimmen.

Eines der bekanntesten Beispiele lautet:

Es ist herzuleiten, dass die beiden Folgen

305 7 9 2n—-1
lv T T Ty Ty eeey Y aeey = 1,2,3,.-. y
2° 3 4 s n ( )
und
5
5, 2, L, 2 0 mrl s,
27 3 4 s n

gegen den Grenzwert 2 konvergieren.
Speziell ist ein Folgeglied anzugeben, ab dem bei einer Festlegung von sieben genauen
Nachkommastellen alle weiteren Folgeglieder sicher mit 2,0000000 tibereinstimmen.

Losung: Wir berechnen bet beiden Folgen den Unterschied zwischen dem allgemeinen Folgeglied
und dem behaupteten Grenzwert:
271-—1_2:‘__1_ und 271_“-—2:—-1.
n n n n
Der Betrag dieser Unterschiede lautet in beiden Fillen 1/2 .

Wir betrachten nun fir ein beliebiges positives ¢ die Ungleichung

1
—<¢.
n

Weil die ihr entsprechende Gleichung
1

— =g

x
die Lésung

xX =

o |

besitzt, und weil aus x <y sicher 1/y < 1/x folgt, ist bei einer natirlichen Zahl n, > x das
Folgende gesichert: Fiir alle natiirlichen Zahlen n 2 n, gilt 1/n < &. Insbesondere sind fur alle
natirlichen Zahlen 7 2 ny die Folgeglieder

2n—1 2n+1

bzw.
n n

R s
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weniger als ¢ von 2 entfernt.
Beim Rechnen mit reellen Zahlen hat man sich immer auf eine bestimmte Genauigkeit zu eimgen:
man kann beliebig viele, stets aber nur endlich viele genaue Nachkommastellen der Ergebnisse
fordern. Einigt man sich auf eine Angabe der reellen Zahlen als Dezimalzahlen mit & genauen
Nachkommastellen, bedeutet dies, dass ¢ = 107%! (d.h. & = 0,000...001, wo die Ziffer 1 erst
bei der (k+1)-ten Nachkommastelle auftritt) im Rahmen dieser Genauigkeit mit 0
ibereinstimmt. Deshalb stimmen auch die Folgeglieder
2n—1 2n+1

und

n n
ab 7 = n, im Rahmen dieser Genauigkeit mit 2 iberein.
Wenn zum Beispiel & = 7 ist (man sich also auf sieben genaue Nachkommastellen festlegt), erhilc
man far ¢ = 107 die Lésung x = 10° und folglich no = 100000001. Tatsichlich ergeben die
Folgeglieder mit dieser Nummer auf sieben genaue Stellen gerundet den Wert

00
200000091 . 1,99999999 = 2,0000000
100000001

und
200000003

= =2,00000001 = 2,0000000 .
100000001

Konvergente Reihen

Liegt eine Rethe
dg + ay +ay +dyt+ o

mit unendlich vielen Summanden g, 4y, 43, 43 ... vor, kann man ihr — wie im Spezialfall der
geometrischen Reihe — unter bestimmten Voraussetzungen eine Summe $ zuordnen: Man
betrachtet die sogenannten Partialsummen der Reihe, das sind die Summen

5y =dg,

53 =dg + ay,

Sy =aq + a; + 43,

s

sy =agtaytaytayt .o tana,

SN.H=u°+a,,+a2+ul+...+uN_|+aN,

v
und untersucht, ob die Folge dieser Partialsummen gegen einen Grenzwert s konvergiert. Wenn
dies der Fall ist, heifit dieser Grenzwert die Summe der Rethe, und man schreibt
ag+tay+ta;+ta;t ... =95
Ausfihrlich bedeutet dies Folgendes: Einigt man sich bei der Angabe reeller Zahlen auf
irgendeine Anzahl von genauen Nachkommastellen, gelingt es, eine natiirliche Zahl N, mut
folgender Eigenschaft zu finden: Fir alle natirlichen Zahlen N 2 Ny stimmen im Rahmen der
vereinbarten Genauigkeit die Partialsummen
SN =dgtay tdgtay ot anag
mit der Summe s der Reihe iiberein. Betrachtet man neben N 2 No noch eine beliebige
natirliche Zahl 7, muss die um weitere n Summanden vermehrte Partalsumme
Snan Sdo tody tagtayt o Fdng +any+ aner T oo T aAnen -2 + dNsn-t
umso mehr im Rahmen der vereinbarten Genauigkeit mit s iibereinstimmen. Darum ist der
Unterschied der beiden Partialsummen, der sogenannte Reibenrest
SNen = SN T AN T ansy o dNenc
im Rahmen der vereinbarten Genauigkeit Null,

Eine Reihe

dy +ag Fdaytagt o
konvergiert bereits dann, wenn man bei einer beliebig prizise vereinbarten Genauigkeit stets eine
natirliche Zahl Ny so benennen kann, dass fur alle natiirlichen Zahlen N = Ny und alle
natiirlichen Zahlen n die Reihenreste

TR T




- 161 -

SN4n TSN T an Fang o Fay,
verschwinden. Die Summe s der Reihe stimmt (im Rahmen der vereinbarten Genauigkeit) mit
jeder der Partialsummen sy ab N = N, iberein’.

Was aus dieser Konvergenztheorie gefolgert werden kann, zeigt exemplarisch das folgende Beispiel:

Es ist zu begriinden, dass die Rethe
1 1 1 1

—
1-22-3 34 4.5
konvergiert und die Summe 2 besitzt. b) Es ist zu begriinden, dass die Reihe

PRI I S S
22 32 42 52
konvergiert. Ihre Summe ist mit einer genauen Nachkommastelle anzugeben.

Lésung: Der Trick, die Konvergenz der Reihe in a) zu beweisen, bestehrt darin, die Formel
1 1 1

(n=ln n-1 n

bet der Berechnung der Partialsummen zu verwenden:

SN =1+L+L+ ! +...+ !

12 23 34 “T(N-DN
1 1t 1 1 1 1 1 1 1 2N -1
3 CS-EP AL AN VL SN VIS VIR S S S _
1 2 2 3 3 4 N-1 N N N
Die Folge der Partialsummen lautet daher:
305 79 N
b 27 3’ 47 57 ey IV b

Aus dem Ergebnis des obigen Beispiels wissen wir, dass diese Folge gegen 2 konvergiert. Daher ist
tatsichlich
L +.-1_ +_1.._+L+ =2
-2 2:3 34 45 77
Die Methode, die Konvergenz der Reihe in b) zu beweisen, besteht darin, diese Reihe mit der
Rethe in a) zu vergleichen: Es gilt nimlich
1 1 1 1 1 1 1 1
<, S5 <T, F<—,...,, ——C———— .,
) 22 1-27 32 72-37 42 3.4 (n+1)?  n(n+1)

das heit: alle Summander der in b) genannten Rethe sind hichstens so groff wie die Summanden der
in a) genannten Reibe.
Wir nennen die Partialsummen der in b) genannten Reihe S,, S; S5, S, ... und die
Partialsummen der in a) genannten Rethe sy, sy, 53, 54, .... Aus der oben bewiesenen Konvergenz
folgern wir: Einigt man sich bei der Angabe von reellen Gréfen auf irgendeine Anzahl genauer
Nachkommastellen, gelingt es, eine natirliche Zahl Ny so zu nennen, dass alle Reihenreste

SN+n = SN
verschwinden, sobald N = N, gilt. Umso mehr miissen die Rethenreste

SN-M - SN
verschwinden, denn die in b) genannten Summanden sind durchwegs hochstens so grof wie ihre
Entsprechungen in a). Daher besitzt auch die in b) genannte Reihe eine Summe S.
Wir wissen vom obigen Beispiel, dass bei einer vereinbarten Genauigkeit von ciner genauen
Nachkommastelle, d.h. bei ¢ = 0,01 die Zahl N, = 101 lautec: in der Tat ist

11 | 1 1
L + =2-L _19901=20.
T2t 3 500 T oo ton o1

hia
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Um daher § mit einer genauen Nachkommastelle anzugeben, braucht man blof die ersten 101
Summanden der in b) genannten Reihe 2u addieren:

1 1 1 1 1

it e bl e =163508 =16,
27574 007 0t
folglich gilt auf eine Nachkommastelle genau berechnet:
1 1,1 1
14+t b —F=—+...=16.
7732 47 §?

(Mit elektronischen Rechnern kann man mihelos Summen von viel mehr als hundert Summanden
auswerten. Wenn man § zum Beispiel auf funf genaue Stellen berechnen mochte, reicht es aus, die
ersten 1000001 Summanden dieser Reihe zu addieren. In diesem Fall ergibt sich der Wert
1+—17+—12—+—12—+—12—+ L.=164493.)
2 3 4 5

Die in diesem Beispiel genannte Methode des Vergleichs von Reihen ist in vielen Fillen sehr
erfolgreich. Wir fassen sie folgendermaflen zusammen:

Wenn eine Rethe
agtaptaytat ..
gegen eine Summe konvergiert und eine zweite Rethe
by +by+by+by+ ...
so gegeben ist, dass durchwegs die Ungleichungen
lbo| = ao, |6 ] =u, |by] € as, |by] < a5,
bestehen, dann konvergiert auch die zweite Reihe gegen eine Summe S.

Genauer gilt Folgendes: Einigt man sich bei der Angabe reeller Groflen auf irgendeine Anzahl von
genauen Nachkommastellen, dann gibt es eine natiirliche Zahl No, sodass for alle N = N; die
Parualsummen
SN = dg T 4y +dag+ . Tana
im Rahmen dieser Genauigkeit bereits mit s ibereinstimmen. Umso mehr nennt die Partialsumme
Sy=bo+ b +b+ oo+ by
(bei beliebigen N = No) die Summe S der zweiter Reihe auf die vereinbarte Zahl von
Nachkommastellen genau.

' Der hier erhaltene Wert —0,1 ist nicht ganz sinnlos: Wenn nimlich Achill und die Schildkrére
bereits vor unserem festgelegten Beginn — an dem Achill der Schildkréte 900 Meter voraus ist —
unterwegs waren, dann hat 100 Meter vor der Position, welche die Schildkrote zum Zeitpunkt Null
einnahm, Achill diese iberholt. Eine Summe der durchwegs positiven Zahlen 0,9, 9, 90, 900, 9000,
... kann —0,1 jedoch nicht sein.

Auch das Wort ,Niemand® in diesem Satz ist etwas tbertrieben: Euler zum Beispiel konnte
einer absurden Formel wie 0,9 + 9 + 90 + 900 + ... = —0,1 durchaus Sinn abgewinnen — und

Euler ist alles andere als ein mathematischer Niemand. Allerdings teilt heute wirklich kaum ein
Mathematiker mehr Eulers Sicht der Dinge.

? Dass jede Reihe unter der in diesem Satz genannten Konvergenzbedingung eine Summe besitzt,
nennt man die Vollstindigkeit der Systems R der reellen Grofien.

ot ks o

el
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Zur Beschreibung und Analyse
unscharfer Daten

Reinhard Viertl

Technische Universitit Wien

1 Einleitung

Das Resultat einer Messung einer kontinuierlichen Groge ist. keine exakte
Zahl, sondern mehr oder weniger unscharf. Diese Unschirfe ist verschieden
von Fehlern und kann mittels einer sogenannten unscharfen Zahl (fuzzy num-
ber) beschrieben werden. Im Folgenden werden unscharfe Zahlen mathema-
tisch prézisiert und die Verallgemeinerung spezieller Verkniipfungen reeller
Zahlen auf den Fall unscharfer Zahlen dargestellt.

2 Unscharfe Zahlen

Eine exakte Zahl 2y € R ist in eineindeutiger Weise durch die Indikatorfunk-
tion I{z,)(-), also eine reelle Funktion, deren Funktionswerte folgendermagen
definiert sind,
_J 1 fir z=u1x
Tzo)(2) = { 0 flir z # g,
bestimmt. In analoger Weise ist die Indikatorfunktion I1a.5)(+) eines Intervalles
[a,b] durch ihre Funktionswerte folgendermaBen bestimmt

_ ) 1 fiir z&la,b
I p(z) = { 0 fir z¢&a,b].

Allgemein ist die Indikatorfunktion I4(-) einer nichtleeren Teilmenge 4 C R

WY i ot P -
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Abbildung 1: Beispiele charakterisierender Funktionen

1 v
5 T
To
1 i .
R H .
a b
1
T
1
T

folgendermafen durch ihre Funktionswerte definiert

L) = 1 fir €4
A= 0 fir € R\A.
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Es war die Idee von L.A. Zadeh, Mengen, die nicht scharf abgegrenzt sind,
durch eine Verallgemeinerung von Indikatorfunktionen zu beschreiben. Da-
bei sind als Funktionswerte auch Zahlen zwischen 0 und 1 zuldssig. Die
so entstehenden Funktionen werden Zugehdirigkeitsfunktionen genannt. Eine
Zugehdrigkeitsfunktion u(-) einer unscharfen Teilmenge A" einer gegebenen
Menge M ist eine Funktion

g M —[0,1].
Unscharfe Zahlen z* sind spezielle unscharfe Teilmengen der Menge IR der

reellen Zahlen, fiir deren Zugehorigkeitsfunktionen &( ) folgendes gefordert
wird:

(1) 3zo € R: &(z9) =1

(2) Yo € (0,1] ist der sogenannte a-Schnitt Ca(z*) = {z € R: £(z) > o)
ein abgeschlossenes und beschranktes Intervall [aq, ba)-

Solche Zugehorigkeitsfunktionen, welche obige Bedingungen (1) und (2) erfiillen,

nennt man charekterisierende Funktionen.

Bemerkung : Eine unscharfe Zahl z* ist durch ihre charakterisierende Funk-
tion bestimmt.

Beispiele von charakterisierenden Funktionen unscharfer Zahlen sind in Ab-
bildung 1 dargestellt.

Ein wesentliches Problem ist die Frage, wie man die charakterisierende Funk-
tion einer unscharfen Messung erhilt. Dies ist vom konkreten MeBvorgang
abhéngig. Ein Beispiel ist die Beobachtung des Wasserstandes eines Flusses
zu einer bestimmten Zeit an einem bestimmten Ort. Dazu dient eine Me$-
latte, die verschieden na8 ist. Man kann hier die Feuchtigkeitsintensitat w(h)
der MeBlatte heranziehen. (vgl. Abb. 2, oberes Diagramm).

Um die charakterisierende Funktion £(h) der unscharfen Hohe A des Was-
serstandes zu erhalten, differenziert man die Funktion w(h), multipliziert
das Resultat w'(h) mit (~1) und dividiert diese Funktion —~w'(h) durch ihr
Maximum und erhilt so die charakterisierende Funktion des unscharfen Was-
serstandes, symbolisch geschrieben

—w'(h)

fir heR.
hxrfr.l’??hz {*-U) <h)}

§(h) =
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Abbildung 2: Charakterisierende Funktion eines unscharfen Wasserstandes

h

hy

hy
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Fiir zweidimensionale Gréflen, wie z. B. die Lage eines Punktes auf einem Ra-
darschirm, benétigt man das Konzept eines unscharfen Vektors £*.Unscharfe
Vektoren sind durch zugehérige vektorcharakterisierende Funktionen &g.(:,-)
beschrieben. Dies sind Funktionen von 2 reellen Variablen z und y mit Wer-
ten im Intervall [0, 1], die folgende Eigenschaften erfiillen:

(v1) 3(zo, o) € R*: &(z0,70) = 1

(v2) Ve € (0, 1] ist der sogenannte Schnitt
Calz*) = {(a;,y) € R®: & (z,y) a} eine abgeschlossene, beschrank-
te und sternférmige Teilmenge des IR®.

Beispiel: Um die verktorcharakterisierende Funktion &(, ) eines unscharfen
Lagevektors aus einem Lichtpunkt zu erhalten, kann man die Helligkeitsin-
tensitit h(z,y) heranziehen. Die Funktionswerte £(z,y) von £(+, -) erhélt man

durch
h(z,y)

max _h(z,y)
(z.y)e.ﬂz2

£(z,y) = vV (z,y) € R

Bemerkung: Im Hinblick auf n-dimensionale unscharfe Gréfen ist folgende
Bezeichnungsweise niitzlich:

z=(z,y) € R

allgemein
2= (21, %) € K"

3 TUnscharfe Funktionen

Bei der Beschreibung von Zeitverldufen von Messungen benétigt man das
Konzept von Funktionen mit unscharfen Funktionswerten. In Verallgemei-
nerung von reellen Funktionen y(z) wird jedem z € R eine unscharfe Zahl
y*(z) zugeordnet. Eine unscharfe reelle Funktion y*(-) ist also durch eine
Familie unscharfer Funktionswerte y*(z) mit entsprechenden charakterisie-
renden Funktionen v;(-) bestimmt:

(v°(@)s = € [a,b])

Zur grafischen Darstellung unscharfer Funktionen dienen die sogenannten a-
Niveaukurven J,(-) baw. y_(-), welche die jeweiligen Enden der a-Schnitte
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[ y (z), ya(z)] der unscharfen Funktionswerte y"(z) verbindet. Fiir prakti-

sche Darstellungen werden einige a-Werte (z. B. 5 solche) herangezogen. Ein
Beispiel ist in Abb. 3 dargestelit.

Abbildung 3: a-Niveaukurven einer unscharfen Funktion

Ein wichtiges Beispiel unscharfer Funktionen sind Zeitverldufe von Schad-
stoffkonzentrationen in verschiedenen Medien.

Will man daraus Gesamtschadstoffmengen ermitteln, hat man das Problem
der Integration von unscharfen Funktionen, d. h.

t2
/ y*(t)dt.
1y

Methoden dazu existieren und ein Literaturhinweis ist [6]. Dabei werden o~
Niveaukurven verwendet, von denen vorausgesetzt wird, daB sie klassische
integrierbare Funktionen sind.

S vor ]
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4 Funktionen von unscharfen Argumenten

Bei der Analyse unscharfer Daten treten Funktionen von unscharfen Argu-
menten auf. Daher ist eine Verallgemeinerung klassischer, reeller Funktionen
f(-) auf den Fall unscharfer Argumentwerte z* notwendig.

Im Fall einer reellen Variablen z ist eine Unschirfe von z* durch eine charak-
terisierende Funktion () gegeben. Der Funktionswert f(z*) wird auch eine
unscharfe Gréfle y*, deren charakterisierende Funktion v(:) mittels des so-
genannten Fortsetzungsprinzips von L.A. Zadeh gegeben ist. Dieses definiert
die Zugehorigkeitsfunktion (:) folgendermaflen:

_ [ sup{é(z): flz) =y} falls  fH({y}) #0
lﬂ(y) - { 0 v falls f——l({z}) =0 } Yye R

Bemerkung: Die Funktion ¥(-) ist eine Zugehorigkeitsfunktion einer un-
scharfen Teilmenge von IR. Fiir allgemeine Funktionen f(-) folgt nicht zwin-
gend, daf 9(-) auch eine charakterisierende Funktion einer unscharfen Zahl
ist. Fiir stetige Funktionen f(-) gilt folgender

Satz: Ist z* ein unscharfer Vektor mit vektorcharakterisierender Funktion
E(-,...,-)und f(-,...,-) eine stetige, klassische reellwertige Funktion, so ist
die oben beschriebene Funktion ¢(-) eine charakterisierende Funktion im
Sinne von Abschnitt 1 und fiir die a-Schnitte C, (f(_z_*)) gilt:

Ca(f(;g')) = [ min f(z), max )f(z)} Vo oaec (0,1

z€Ca(z") zeCalz”

Den Beweis findet man in [4].

Beispiel: Die charakterisierende Funktion des Quadrates einer unscharfen
Zahl ist in Abbildung 4 dargestellt. Der obere Teil der Abbildung zeigt die
charakterisierende Funktion der unscharfen Zahl, der untere Teil die charak-
terisierende Funktion ihres Quadrates.
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Abbildung 4: Quadrat y" = (z7)? einer unscharfen Zahlz

€z (2)
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5 Addition unscharfer Zahlen

Um unscharfe Zahlen z* und y* zu addieren kann man das Fortsetzungsprin-
zip heranziehen. Die verallgemeinerte Addition z* @ y* liefert als Resultat
eine unscharfe Zahl z* = z* & y*, deren charaktcrisierende Funktion folgen-
dermaflen gefunden werden kann: Um das Fortsetzungsprinzip anwenden zu
konnen, miissen die unscharfen Zahlen z* und y* zuerst zu einem unscharfen
Vektor z* = (z,y)" kombiniert werden. Die vektorcharakterisierende Funkti-
on &(-,-) des unscharfen Vektors z* erhilt man aus den charakterisierenden
Funktionen &;(-) von z* und &/(-) von y* durch folgende Kombination:

£(z,y) = min {£,(z),6(y)} ¥ (2,9) € R?

In Abbildung 5 ist die Kombination zweier unscharfer Zahlen zu einem un-
scharfen Vektor durch die charakterisierenden Funktionen und die erzeugte
vektorcharakterisierende Funktion dargestellt. :

Abbildung 5: Kombination zweier unscharfer Zahlen

§(z,y)

&2(y)

G
‘\\Q\‘g\siz,
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Mit Hilfe der vektorcharakterisierenden Funktion von z* kann durch die An-
wendung des Fortsetzungsprinzips die charakterisierende Funktion ((-) der
unscharfen Summe z* & y* ermittelt werden:

0 sonst

) :={sup{£(z,y): sty=z) falls 3(z,y): s+y=: }

Bemerkung: Es 148t sich zeigen, da8 die so entstandene Funktion alle Ei-
genschaften einer charakterisierenden Funktion hat. Die Erweiterung ande-
rer algebraischer Operationen fiir den Fall unscharfer Zahlen ist mit Hilfe
des unscharfen kombinierten Vektors und des Fortsetzungsprinzips moglich.
Eine konkrete Fragestellung zu dieser Aufgabe ist die Ermittlung der Fléache
eines Rechteckes, dessen Seitenldngen unscharf sind.

6 Zur statistischen Analyse unscharfer Daten

Auch Beobachtungen von kontinuierlichen stochastischen GrofSen X, wie bei-
spielsweise Lebensdauern, sind meist unscharf (nicht zu verwechseln mit Feh-
lern). Daher ist die Adaption statistischer Methoden fiir den Fall unscharfer
Daten notwendig.

6.1 Beschreibende Statistik

Bereits in der beschreibenden Statistik, z. B. bei Histogrammen, ist die
Unschirfe von Daten zu beriicksichtigen, sollen nicht unrealistische Resul-
tate entstehen.

Fiir unscharfe Beobachtungen kann unter Umstanden nicht entschieden wer-
den, in welcher Klasse K eines zu berechnenden Histogrammes eine solche
unscharfe Beobachtung liegt. Aus diesem Grunde wird die Héhe eines Hi-
stogrammbalkens eine unscharfe Zahl hj, deren charakterisierende Funktion
aus den charakterisierenden Funktionen der Beobachtungen ermittelt wird.
Grafisch dargestellt erhalt man sogenannte Fuzzy Histogramme. Ein Beispiel
ist in Abbildung 6 dargestellt.

Die Rénder der schraffierten Bereiche der Histogrammhéhen entsprechen der
Anzahl jener Beobachtungen, die sicher in der jeweiligen Klasse K liegen.
bzw. der Anzahl jener Beobachtungen, die nicht sicher aufierhalb von K;
liegen. Zur genauen Bestimmung der charakterisierenden Funktion der un-
scharfen Hohen vgl. die Arbeit [3].
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Abbildung 6: Fuzzy Histogramm

K K, K Ky Ks

6.2 Schlieflende Statistik

Eine der wichtigsten Aufgaben der schlieflenden Statistik ist die Schitzung
von Parametern 6 in stochastischen Modellen X ~ Wj, 8 € ©.

Betrachtet man die Schiatzung des Erwartungswertes IEX einer eindimen-
sionalen stochastischen Grofle X auf Grundlage einer konkreten Stichprobe
Ti,+,Tn SO ist die im statistischen Sinn beste Schétzung fiir [EX das soge-
nannte Stichprobenmittel

_ T+t Ty
Ty = ——————.
n

Allgemein sind Schitzungen Funktionen ¥(zy,---,z,) von Stichproben.
Im Fall unscharfer Stichproben in Form von unscharfen Zahlen z},---, 7
kann man adaptierte unscharfe Schiatzwerte folgendermafien erhalten. Zuerst
miissen die unscharfen Zahlen z7, - - -, z}, zu einem unscharfen n-dimensionalen
Vektor z* kombiniert werden. Die vektorcharakterisierende Funktion &(-,- - -, )
von z* erhdlt man aus den n charakterisierenden Funktionen & (-), -, £,(")
der zj, - -, z} folgendermafen:

f(xlw'”rl‘n)Zmin{fl(xl)l"'!fn(xﬂ)} v (I[,"',l‘n)ERn

11
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Diese vektorcharakterisierende Funktion ermdglicht die Konstruktion eines
unscharfen Schatzwertes mit Hilfe des Fortsetzungsprinzips. Man erhalt die
charakterisierende Funktion 1(-) der unscharfen Schitzung 9(z3, - - -, z;) auf
Grundlage der unscharfen Beobachtungen (Daten) z7,---,z} folgenderma-
Ben: Unter Verwendung der Vektorschreibweise £ = (z1,---,2,) € R" gilt

b(z) = { sup {05(_2_) 9(z) = z} falls dz: 9(z) =z } vz R

sonst

An Stelle eines exakten Schitzwertes § € © fiir einen Parameter 8, bei theo-

retisch exakten Daten erhélt man bei unscharfen Daten z7,- - -, z}, einen un-
scharfen Schitzwert * = 9(z%,- - -, z}), dessen charakterisierende Funktion
() ist.

Ein Beispiel fiir unscharfe Daten ist in Abbildung 7 dargestellt. Die cha-
rakterisierende Funktion des zugehérigen unscharfen Schitzwertes fiir den
Erwartungswert § = IEX ist in Abbildung 8 wiedergegeben.

Abbildung 7: Charakterisierende Funktionen unscharfer Daten

o4
\_
b\
/
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Abbildung 8: Charakterisierende Funktion der unscharfen Schdtzung

-
=
5

Bemerkung: Es gibt Verallgemeinerungen verschiedener statistischer Ver-
fahren auf den realistischen Fall unscharfer Daten. Anséitze dazu findet man
in dem deutschsprachigen Buch (5] und ausfiihrliche Verfahren in der Mono-
grafie [4].

.
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