Historische Aspekte im Mathematikunterricht

Manfred Kronfellner, Wien

Seit der Mitte der Siebzigerjahre ist ein deutliches Zunehmen an mathematik-
didaktischen Publikationen mit Bezug zur Geschichte der Mathematik zu erkennen.
Ein Grund daftr (neben anderen) liegt wohl in der auf die "Neue Mathematik" der
Sechzigerjahre folgende Trendwende, die zu einer weitgehenden Abkehr von
(vermeintlich) bourbakistischen Elementen in der Schulmathematik und zu einer
Orientierung am genetischen Prinzip flhrte, das bereits zu Beginn unseres
Jahrhunderts von Felix Klein und Otto Toeplitz propagiert wurde.

"Entweder man kénnte den Studenten direkt die Entdeckung in ihrer ganzen
Dramatik vorfahren und solcherart die Fragestellungen, Begriffe und Tatsachen
vor ihnen entstehen lassen — das wirde ich die direkte genetische Methode
nennen — , oder man kénnte fir sich selbst aus solcher historischer Analyse
lernen, was der eigentliche Sinn, der wirkliche Kern jedes Begriffs ist, und
kénnte daraus Folgerungen fur das Lehren dieses Begriffs ziehen, die als
solche nichts mehr mit der Historie zu tun haben — die indirekte genetische
Methode.”

(Toeplitz 1927, S. 92)

Heute wird eine Darstellung eines mathematischen Gebietes als genetisch
bezeichnet,

“.. wenn sie an den naturlichen erkenntnistheoretischen Prozessen der
Erschaffung und Anwendung von Mathematik ausgerichtet ist. Entsprechend
der Tatsache, dass sich Theorien in den exakten Wissenschaften bei der
Untersuchung von Problemen durch Verfeinerung primitiver Vorformen
entwickelten und weiterentwickeln, kann man eine genetische Darstellung durch
folgende Merkmale charakterisieren:

Anschluss an das Vorverstédndnis des Adressaten,

Einbettungen der Uberlegungen in gréRere ganzheitliche Problemkontexte
aullerhalb oder innerhalb der Mathematik,

Zulassigkeit einer informellen Einfahrung von Begriffen aus dem Kontext
heraus,

Hinfiihrung zu strengen Uberlegungen (ber intuitive und heuristische Ansétze,
durchgehende Motivation und Kontinuitét,

wéahrend des Voranschreitens allméahliche Erweiterung des Gesichtskreises und
entsprechende Standpunktverlagerung.”

(Wittmann 1975, S. 106ff.)

“Genetisch” ist zwar nicht mit “historisch” gleichzusetzen, aber — siehe Toeplitz - die
Geschichte der Mathematik liefert sehr oft hilfreiche Anregungen fiur einen
schulergerechten Zugang zu einem mathematischen Gebiet. AuRerdem lehrt sie,
dass groRe Mathematiker frUherer Zeiten mit Argumentationen, die mancher
zeitgendssische Mathematiker vielleicht als “nur heuristisch” abqualifizieren wirde,
richtungsweisende Erkenntnisse und Resultate erzielten.
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1 Ziele eines historisch orientierten Mathematikunterrichts
1.1 Affektive Ziele

Etliche Autoren und vor allem viele Lehrer erhoffen sich vom Einbau historischer
Aspekte im Mathematikunterricht in erster Linie eine Auflockerung der Unterrichts
und eine motivierende Wirkung auf die Schuiler. Die Erkenntnis, dass Mathematik
von Menschen “gemacht” wurde, dass diese auch Fehler begangen und uns
naheliegend erscheinende Weiterentwicklungen nicht erkannt haben, kénnte der
vielen Menschen als kihl und unmenschlich erscheinenden Mathematik ein
menschlicheres Antlitz verleihen und zum Abbau psychischer Barrieren fUhren.
Durch Hervorhebung der Leistungen von Mathematikern aus dem eigenen Land bzw.
Kulturkreis (z.B. Johann Radon, Kurt Gédel, ...) kénnte vielleicht — ahnlich wie im
Sport — bei manchen Schulern ein “patriotischer Identifikationseffekt” eintreten und zu
einem positiven Verhéltnis zur Mathematik beitragen. (Dazu gibt es bereits einige
entsprechende Erfahrungen aus multikulturellen Schulen: z.B. Schiler aus dem
arabischen Kulturraum erfllite es mit Stolz, wenn der arabische Ursprung eines
mathematischen Teilgebiets erwédhnt wurde. Entsprechendes konnte auch an
Schilern bzw. Studenten anderer Nationalitaten beobachtet werden.)

1.2 Kognitive Ziele

"Mathematikunterricht behandelt Sachverhalte, die zum groRten Teil seit
langem bekannt sind. Die Schiiler lernen ein Kulturgut kennen, von dem sie den
Eindruck der Abgeschlossenheit erhalten. ... Die Entwicklungsféhigkeit der
Mathematik erkennt praktisch kein Schuler."

(Vollrath 1987, S. 374, Hervorhebungen im Original.)

Wenngleich Vollrath damit nicht vordergrindig ein Forcieren der Mathematik-
geschichte im Auge hat, erscheint diese doch (neben anderem) geeignet, diesem
Missstand ein wenig abzuhelfen und zur Vermittiung eines adéquaten Bildes von
Mathematik als Wissenschaft beitragen. In eine &hnliche Richtung zielt auch das
folgende Zitat:

"Wie soll eigentlich ein Abiturient die Frage beantworten: Worauf richtet sich
das Erkenntnisinteresse der Mathematik? Was will der Mathematiker wissen?
Die Antwort soll doch sicher nicht heiBen: Er will wissen, welche Extremwerte
ein gewisses Polynom hat, oder in welchem Punkt sich eine Gerade und eine
Ebene im Raum schneiden. In dieser Beziehung haben wir eine fundamentale
Diskrepanz zwischen der Mathematik und allen anderen Fédchern. Weder der
Musiklehrer noch der Deutschlehrer lassen sich von den Schwierigkeiten
abschrecken: Die Schiler lernen an erstklassigen Beispielen unserer kulturellen
Tradition, ihren Geschmack zu bilden. Hier hat die Mathematik ein Defizit, in der
Schule wie auch in weiten Bereichen des Hochschulunterrichts.”

(Artmann/Spalt/Gerecke 1987, S. 217f)

Auf Grund der extremen Spezialisierung der gegenwartigen Mathematik ist es in der
Schule praktisch nicht méglich, das Wesen und die Genese mathematischer
Erkenntnisse anhand der gegenwartigen Forschung dem Schuler plausibel zu
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machen. Durch Zurickgehen zu den historischen Wurzeln eines mathematischen
Begriffs oder Teilgebiets kénnen solche Erkenntnisprozesse dem Schiler eher
nahegebracht werden. (Z.B.: Entstehung der Algebra aus dem systematischen
Suchen nach Lésungsformeln bzw. aus der Frage nach der Lésbarkeit algebraischer
Gleichungen; Entwicklung des Grenzwertbegriffs aus den Schwierigkeiten bei einer
prazisen Fundierung der Analysis; ...)

Auch die bei einer nachtraglichen Exaktifizierung eines Kapitels intendierte
Vermittlung der Veranderlichkeit eines Begriffs (vgl. etwa Buarger et al. 1991,
Kronfeliner/Peschek 1991), kann durch begleitende historische Betrachtungen als ein
realer Prozess und nicht nur als ein "didaktischer Trick" erkannt werden und gewinnt
dadurch an Uberzeugungskraft. Analoges gilt auch fur allgemeine Lernziele wie
Generalisieren, Abstrahieren, Formalisieren, u. &.: anhand historischer Ent-
wicklungen kann aufgezeigt werden, dass diese tatsachlich fundamentale Tatigkeiten
sind.

Es sollite den Schulern nicht nur klargemacht werden, dass Wissenschaften sich
entwickeln, sondern auch, dass diese Entwicklungen nicht unabhéngig von den
geselischaftlichen Rahmenbedingungen verlaufen. Einige Beispiele dazu:

e Die ersten mathematischen Aktivitdten (im weitesten Sinne) entstanden in der
Menschheitsgeschichte in der Phase des Uberganges vom Jager/Sammler zum
Regenfeldbau. Die Sesshaftwerdung und spater der Ubergang zu gréReren
sozialen Einheiten (Stadtstaaten, Grofreiche) machten verschiedene organisa-
torische MalRnahmen notwendig, bei denen (Anfange der) Mathematik eine Rolle
spielten: Bewasserung, Nahrungsmittelbedarfberechnung bei gré3eren Vorhaben
(Pyramidenbau), Ausbau des Verkehrs, (Ansatze einer) Vereinheitlichung der
Malke, u.a. m.

¢ Im Gesellschaftssystem der Griechen wird (auf Grund des materiellen Wohl-
standes einer gehobenen Schicht) Wissenschaft im heutigen Sinn salonféhig und
moglich.

e Im Zuge der Ausbreitung des Islam kam es auch zu einer Verbreitung (und
Weiterentwicklung) des antiken (mathematischen) Wissen.

e Die zunehmende Bedrohung Konstantinopels durch das osmanische Reich im
14./15. Jahrhundert veranlasste viele byzantinische Gelehrte, nach Westen,
insbesondere nach Italien abzuwandern, was nicht zuletzt auch Einfluss auf das
Gedankengut der Renaissance sowie auf die Ausbildung des naturwissen-
schaftlichen Weltbildes und der Mathematik ausubte.

o Die Entdeckungsreisen zu Beginn der Neuzeit und der dabei erhoffte materielle
Gewinn motivierten zu Entwickiungen und Verbesserungen auf den Gebieten der
Kartographie und der Navigation, in der Folge dann auch zur Konstruktion
genauer Uhren, und weiter — Uber die theoretische Mechanik — zu einen
Motivationsschub fur die Mathematik.

uam.

Das Aufzeigen der oben erwdhnten Vernetzungen lasst auch die gegenseitige
Bedingtheit von politischen, sozialen, wirtschaftlichen und kulturellen Strukturen in
Vergangenheit und Gegenwart — auch unabhangig von der Mathematik — erahnen
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und tragt somit zur Bildung eines originaren Geschichtsbewusstseins bei. Somit kann
im Mathematikunterricht auch ein Beitrag zu diesen, dem Geschichtsunterricht
zuzurechnenden Zielen geleistet werden. (FacherUbergreifender Unterricht im
weiteren Sinn.)

2 Prasentationsformen von Geschichte der Mathematik im Unterricht

2.1 Anekdoten

Von Lehrern wird sehr haufig der Wunsch nach einer Sammlung von Anekdoten
geduBert, die — insb. zur Auflockerung und zur Motivation — an passenden Stellen in
den Unterricht eingebaut werden kénnen. Als geradezu klassisches und vorbildhaftes
Beispiel fUr solche Anekdoten wird dabei jene Uber die Entdeckung der
Summenformel fur arithmetische Reihen durch C.F. Gaul genannt.

Es gibt zwar viele mathematikhistorische Anekdoten, aber kaum welche, die — wie
die oben erwdhnte — in einem engen Konnex zu einem schulrelevanten Inhalt (im
engsten Sinn des Wortes) stehen. Die meisten beschreiben eher Einstellungen oder
Wertungen von einzelnen Mathematikern oder einer bestimmten Epoche.

2.2 Historische Kurzinformationen

Neben solchen Anekdoten kénnten aber auch schon einzelne eingestreute Satze,
wie etwa: "Descartes bezeichnete die negativen Zahlen als 'falsch' und vermied ihren
Gebrauch" oder "Gauss hatte einen Horror vor dem Unendlichen" (zitiert nach Jones
1978, S. 60) zum Nachdenken und Diskutieren Uber Mathematik und Mathematiker
sowie Uber Wissens- und Wissenschaftsentwicklung anregen.

Weiters sei noch erwéahnt, dass auch bloRRe (grélRenordnungsméiige) Zeitangaben
manchmal interessante Fragen aufwerfen kénnen. Z.B.: Parabelquadratur durch
Archimedes (3. Jht. v. Chr.) — Beginn einer systematischen Entwicklung der
Integralrechnung (17./18. Jht.): diese lange Zeitspanne gibt zu denken; was passierte
in diesen 2000 Jahren? War diese Zeit wissenschaftsfeindlich? Wozu betrieb man
Wissenschaft? Wer? Wo? Wie? Was bewirkte den Umschwung? ... Solche
Bemerkungen kénnten u. U. auch Ausgangspunkt fr eine intensivere Beschaftigung
mit dem betreffenden Thema sein.

2.3 Mathematische Zeitgeschichte

Ebenso wie es in Physik Ublich ist, die Grundgedanken der allgemeinen
Relativitatstheorie oder der Quantenmechanik verbal zu vermitteln, solite man auch
in Mathematik entsprechende neuere Entwicklungen in dieser Art, also rein
phanomenologisch, im Unterricht einbauen und so auf diese Weise einen Beitrag zur
“Zeitgeschichte der Mathematik” liefern. Damit soll Mathematik als eine sich
(zumindest quantitativ) mehr denn je entwickelnde Wissenschaft erfahrbar gemacht
und auf diese Weise dem weit verbreiteten Bild einer starren, abgeschlossenen
Wissenschaft entgegengewirkt werden.
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Beispiele:

¢ Nonstandard Analysis

¢ Kontinuumshypothese

e (Gobdels Unvollstandigkeitssatz

e Fuzzy-Mengen, Fuzzy-Geometrie, Fuzzy-Logik

e Der Beweis des "GroRRen Satzes von Fermat"

e Vier-Farben-Satz; Computerbeweise

o Computertomographie, Radon-Transformation

o Codierungstheorie, Kryptographie

o Fraktale

e Chaostheorie (vgl. Kirchgraber 1992)

¢ Industriemathematik (vgl. Maa®/Schiégimann 1992)
u.v.a.

(FUr eine ausfthrlichere Darstellung siehe Kronfellner 1997.)

2.4 Schulbuchtexte tliber die Entwicklung mathematischer Teilgebiete

In Lehrblchern findet man in zunehmendem Mafle Passagen zu historischen
Themen. Wahrend sich in den Unterrichtswerken der Sekundarstufe | meist nur
jeweils einige Satze eingestreut sind, gibt es in Buchern fur die Sekundarstufe Il
haufig eigene Kapitel zur Entwicklung eines mathematischen Teilgebiets, manchmal
im Ausmal von mehreren Seiten, meist im Anschluss an die herkdmmliche
Erarbeitung des betreffenden Teilgebietes.

Diese Abschnitte werden zwar von Lehrern — wie oft glaubhaft versichert wird —
gerne und mit Interesse gelesen, haben aber nach Aussage derselben Lehrer keinen
Einfluss auf deren Mathematikunterricht. (Ahnliche Erfahrungen konnten mehrfach
mit Lehrerfortbildungsseminaren zu historischen Themen gemacht werden.) Ein
Grund dafur ist in der Unterrichtsideologie zu sehen, derzufolge Mathematikunterricht
nahezu ausschliellich im Abarbeiten von Aufgaben besteht, sowie auch — als Folge
davon — darin, dass das Schulbuch praktisch ausschlie3lich als Aufgabensammiung
benutzt wird. Es sind also nicht nur historische Themen kein Ziel des
Mathematikunterrichts, sondern auch das Arbeiten mit (mathematischen) Texten,
allgemein mit Fachliteratur sowie das Gew&hnen der Schiler an ein eigenstandiges
Arbeiten werden von den meisten Lehrern nicht explizit und bewusst als Ziel ihres
Unterrichts verfolgt. Dabei ware es meist einfacher, die Schuler anhand von
historischen Passagen oder anderer "Lesestoffe" (z.B. reflektierende Betrachtungen
Uber die Existenz bestimmter mathematischer Objekte, vgl. etwa Kronfellner/Peschek
1990, S. 29ff Kronfellner/Peschek 1992, S. 77ff) an das eigenstandige Arbeiten mit
Buchern zu gewdhnen als anhand des Durchdenkens eines mathematischen Inhalts
im engeren Sinn (wie etwa Algorithmen, Rechenschemata, Beweise, Erarbeitungen
mathematischer Begriffe, ...).
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2.5 Vermittlung historischen Wissens mittels (langfristiger) Unterrichtsplanung

Historisches Wissen (in Ansatzen) kann auch durch einen (l&ngerfristig geplanten)
Unterricht vermittelt werden, der sich mehr oder weniger an der Entwicklung des
betreffenden Begriffes oder Teilgebietes orientiert. In diesem Falle eines historisch-
genetischen Unterrichts "genlgt" dann prinzipiell der Hinweis, dass auch in der
Geschichte der Ablauf (in etwa) so gewesen sei, um eine erste Ildee einer
historischen Entwicklung nahezubringen.

Als Beispiel kann hier wieder das Prinzip der nachtraglichen Exaktifizierung
angefuhrt werden, wenn der anschauliche Einstieg auch eine historisch frihere Stufe
darstellt. Dadurch erscheint dieses Prinzip der nachtraglichen Exaktifizierung nicht
nur als "didaktischer Trick", sondern als Skizze eines realen Prozesses, an dem die
Schuler die Dynamik der Mathematik (und damit — paradigmatisch — die Dynamik von
Wissenschaft schlechthin) erkennen und erfahren kénnen.

2.6 Langsschnitte — Vernetzungen

Die zuvor erwahnten historischen Abschnitte in Schulblichern sind praktisch immer
im Zuge der begriffichen und algorithmischen Aufarbeitung eines entsprechenden
mathematischen Inhalts angesiedelt. Die innermathematische Systematik wird dabei
nicht verlassen.

Die Dominanz der innermathematischen Systematik ist auch dafur verantwortlich,
dass fur viele Schuler mathematische Inhalte beziehungsios nebeneinander stehen
und Querverbindungen (Vernetzungen) zwischen Inhalten =zeitlich getrennt
behandelter Kapitel nicht erkennbar bzw. herstellbar sind.

In anderen Schulfachern wird in zunehmendem Male das Aufweichen der jeweils
dominierenden Fachsystematik propagiert: im Geschichtsunterricht etwa soll die
chronologische Systematik in vermehrtem Mafle durch die Behandlung von
Langsschnitten erganzt werden, d.h. durch die Bearbeitung desselben Themas in
verschiedenen Zeitepochen. (Vgl. BMUKS 1987, S. 1!) Im Physikunterricht der 6.
Schulstufe lasst man sich — insb. zu Beginn — nicht von einer traditionellen Physik-
Systematik einengen, sondern bespricht verschiedenste physikalische Effekte des
taglichen Lebens. (Vgl. Lehrplan 1985, S. 218: "Begegnung mit Physik im Alltag")

In anderen Fachern war auch schon bisher das Verlassen der jeweils dominierenden
Systematik unumgénglich (z.B. Musik: Musikgeschichte — Formenlehre, analog
Deutsch, u.s.w.)

Wissensvernetzung ist auch eines der Ziele, das man mit dem in den Mathe-
matiklehrplénen vorgeschriebenen Projektunterricht anpeilt. Daruber hinaus besteht
auch im Mathematikunterricht die Méglichkeit der Behandlung solcher Langsschnitte
(im weitesten Sinn, nicht notwendigerweise nur historische Themen); z.B.:

¢ Die Entwicklung des Zahlbegriffs

» Das Lésen von Gleichungen: Die Geschichte der Algebra von der Hau-Rechnung
der Agypter bis zum abstrakten Gruppenbegriff

¢ Primzahlen und Teilbarkeit von der Antike bis heute
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¢ Rechenhilfsmittel

o Der Begriff der Kurve: Von der Antike bis zu den Fraktalen

e Die drei klassischen Probleme der Antike — Unméglichkeitsbeweise
u.S.w.

Solche Themen kénnen entweder in Form von Referaten oder schriftlichen
Ausarbeitungen (vgl. Wagenschein 1962, S. 24!) den Schulern, einzeln oder in
Gruppen, aufgegeben werden. Themen dieser Art sind auch fur Fachbereichs-
arbeiten, fur Ausarbeitungen im Zuge der Vorbereitung auf die muindliche
Mathematikmatura sowie als Themen im Rahmen des Wahlpflichtfaches Mathematik
geeignet.

Die Schuler sollten mdglichst frih und behutsam an solche Aufgaben herangeflhrt
werden. Eine Wiener Kollegin berichtete etwa, dass sie in einer 4. Klasse AHS bei
der Besprechung des Kreises den Schulern die Aufgabe stellte, aus dem eigenen
Schulbuch, aus anderen Buchern und Lexika (eigene und der Schulbibliothek)
jeweils etwa eine Seite Uber Thales, Pythagoras, Archimedes sowie Uber die Zahl ©
zu schreiben. Sie war — wie sie berichtete — véllig Uberrascht Gber den Elan, mit dem
ein GroRteil der Schuler ans Werk ging, sowie auch Uber die ansprechenden
Arbeiten.

2.7 Fdcheriibergreifender Unterricht

Viele mathematikhistorische Themen kénnen durch Einbinden des soziokulturellen
Kontextes als Anlass zu einem facherubergreifenden (facherverbindenden, facher-
berthrenden) Unterricht (im weitesten Sinn des Wortes) genommen werden.

2.8 Vermittlung historischer Fakten via Rechenaufgaben

Jede solche Aufgabe bzw. das durch sie vermittelte, wenn auch punktuelle Wissen
kénnte als "Kondensationskern" fur eine intensivere Beschaftigung und ein um-
fassenderes historisches Wissen fungieren.

Auch wenn der Einbau historischer Aufgaben im Unterricht der ftraditionellen
Unterrichtsauffassung noch am ehesten entspricht, so ist dennoch eine Loslésung
von einer weit verbreiteten Unterrichtstradition notwendig: es wéare unsinnig, den
Schilern von einer historischen Aufgabe zwecks Einubung weitere mehr oder
weniger modifizierte Versionen vorzusetzen. Wenn man sich fur die Darbietung
solcher historischen Aufgaben entscheidet, so ist beim Lernprozess des Schilers
wohl nur die Rekapitulation der dargebotenen Version, nebst entsprechender
inhaltlicher und historischer Argumentation, sinnvoll. Nur zu oft wird ein interessantes
Thema hauptsachlich wegen des Fehlens von entsprechenden
Analogubungsaufgaben und damit wegen des Nicht-Hineinpassens in das Bild des
Ublichen Mathematikunterrichts als nicht schulrelevant bzw. ununterrichtbar abgetan;
Beispiele dafir sind etwa das Beweisen, oder das Bilden konkreter mathematischer
Modelle. Vielleicht kdénnen historische Inhalte mithelfen, diese unnétige und
unmotivierte Einengung des Mathematikunterrichts auf die traditionelle Einibungs-
methodik aufzuweichen und — wie in anderen Fachern (etwa Physik) langst gangig —
interessante Tatsachen um ihrer selbst willen zu unterrichten (d.h. ohne dass diese
in Aufgabensequenzen minden) und bei der Leistungsbeurteilung von Schulern in
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gleicher Weise wiedergeben zu lassen. (Leistungsbeurteilung soll hier in einem sehr
weiten Sinn aufgefasst werden: Wenn man im Unterricht einen Stoff darbietet oder
erarbeiten lasst, so hat ein Schuler, der sich den dargebotenen Stoff dann auch
tats&chlich aneignet, ein Recht darauf, dass diese Lernleistung auch honoriert wird.
Anderenfalls wird ein Schuler bei einem als nicht beurteilungsrelevant erkannten
Stoff “abschalten” — und das mit Recht. Zahireiche Erfahrungen etwa zum Thema
‘Beweisen” belegen dies leider nur zu eindrucksvoll.)

3 Unterrichtsbeispiele
3.1 Agyptische Zahlen

Bei der Behandlung des dekadischen Zahlensystems kénnen durch Vergleich mit der
agyptischen Zahlenschreibweise Bedeutung und Vorteile des (dekadischen)
Stellenwertsystems herausgearbeitet werden.

Bereits in der Fruhzeit der agyptischen Hochkultur um 3000v.Chr. wurden folgende
Zahlzeichen verwendet:

| 10 100 1000 10000 100000 1000 000

Die einzelnen naturlichen Zahlen wurden durch Aneinanderreihen dieser Zahlen
dargestelit:

=3 AONNN =40 @€ n{?’? =256

Man begann links mit den Vielfachen von 1, schrieb dann rechts davon die
Vielfachen von 10 u.s.w. In einigen Blchern wird auch - unserer Gewohnheit
entsprechend - nach absteigenden Gréflenordnungen angeordnet.

NI/

Aufgabe: Welche Zahlen werden durch
ee 491 |IIl ‘B ee
a) ig g@g MA i b) n @ I
dargestellt?
Aufgabe: Schreib folgende Zahlen mit dgyptischen Zahizeichen:
273, 8002; 192478, 200000

Nenne Vor- und Nachteile der agyptischen bzw. unserer Schreibweise!
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3.2 Addieren und Subtrahieren mit d&gyptischen Zahlen

Bei Addition und Subtraktion von Zahlen in &gyptischer Darstellung kann
insbesondere der Ubertrag bewusst gemacht werden.

Aufgabe: Addiere:  a) @@ ARl + ean il
b @@ 4+ @Ml
c @@ il . @@ ann i

e nun 1t coe nn M
Aufgabe: Subtrahiere: a) N o= all
p ee - !

o eeni -l

3.3 Bruchrechnung auf agyptisch

Zur Darstellung von Briichen verwendeten die Agypter nur Kehrwerte natirlicher
Zahlen (,Stammbruche*). Diese Bruchzahlen wurden durch Angabe des Nenners,
versehen mit einem ,Bruchzeichen” (< ), geschrieben, z.B.: = ﬁf % = (’0“

3
=X

Eine Ausnahmestellung hatte % , der einzige Nicht-Stammbruch, fur den die Agypter

Nur far % und ?11 gab es ein eigenes Symbol: % =L

g

ein eigenes Zeichen verwendeten: % = 7‘? (also: 1—1—y—)
2

Traten im Zuge einer Addition von Bruchen zwei gleiche Summanden auf, so
ersetzten die Agypter diese durch eine Summe aus einem méglichst groen Bruch
und einem ,Korrekturbruch®, z.B.:

1 1 1 1 11 1 1
—+—=—+4-— oder —+—=—+——
5 5 3 15 7 7 4 28

Manchmal waren auch mehr als zwei Briche notwendig:

1 1

1,11 1
13 13 8 52 104
Fur solche Umrechnungen verwendete man Tabellen. Eine solche Tabelle findet sich

(neben einer Sammlung von Aufgaben) im Papyrus Rhind (auch ,Rechenbuch des
Ahmes* genannt), das vom Englander A.H.Rhind 1850 in einer Ruine in Theben

- 91 -




gefunden wurde und heute im Britischen Museum in London aufbewahrt wird. Ein
Teil dieser Tabelle ist im Folgenden wiedergegeben.

21,1 m%tnit | ATwtiEtE %% %" 50
Beispiel: S i+—g—+ 1 Aus der Tabelle entnimmt man: 2.1 +i +i

13 13 13 13 13 8 562 104
Somit ist:

5 1.1 .1 1.1 1 1

2 2 1T 1 1 1 1
=+ + —
13 8 52 104 8 52 104 13

2
"8 52104 13 4 26 52 13

Aufgabe: Stelle mit Hilfe der obigen Tabelle folgende Briiche als Summe von
3 3 4

Stammbriichen dar: a) — by — ¢) = d) S
11 35 5 21

Aufgabe: Stelle % ohne vorher zu kirzen, als Summe von Stammbriichen dar und

vergleiche mit der Darstellung, die sich far ; ergibt!

(Weitere Anregungen zum &gyptischen Bruchrechnen: Barthel 1986, Seite 33!)
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3.4 Agyptisches Multiplizieren

We e de Aoyt et 3.4 S sl i

(Jer Eauoren a|s Qumme von Potenzen von 2 dar:

13=8+4+1 ) 4
=8+4+

_ 4 68
Wel_ters verdoppelten sie den anderen Faktor mehrmals und 136
addierten jene Vielfachen von 17, die den in der Zerlegung
von 13 auftretenden Zweierpotenzen entsprechen. 13 221

Aufgabe: Versuche, diese Methode allgemein zu begriinden! Berechne auf diese
Weise: a) 86-23 b) 138-51

3.5 Agyptische Division 15317 = 2 19:8=2

Beim Dividieren gingen

die Agypter analog zur 1 17 (;) (186)
(4) (68) 1/4 2
8 136 1/8 1
9

153 2+14+1Y8 19

Aufgabe: Versuche, diese Methode durch Zuriickfihren auf die Multiplikation zu
erklaren! Berechne auf diese Weise: a) 224 : 14 b) 61:16

Versuche eine Aufgabe anzugeben, wo diese Methode nicht funktioniert!

3.6 Textaufgaben

In den &gyptischen Quellen findet man Uberwiegend Textaufgaben, sogenannte
,Hau-Rechnungen“, wobei ,Hau* so viel heift wie ,Haufen®, Menge®, ,(unbekannte)
Anzahl“. Die Agypter verwendeten zur Lésung haufig die Methode des falschen
Ansatzes, z.B.:

Ein Haufen und sein vierter Teil ergeben zusammen 15.
Losung: Nimm an, 4 ist die gesuchte Zahl: dann ist 4 + %4 = 5. Da die gewlnschte

Zahl 15 istund 15 =35, ist auch die gesuchte Zahl das Dreifache der ursprunglich
angesetzten Zahl 4, also 3-4=12.

Aufgabe: a) Gib ein &hnliches Beispiel an, wo diese Methode zum richtigen Ergebnis
fuhrt, und eines, bei dem diese Methode nicht zielfiihrend ist!

b) Versuche, allgemein zu beschreiben, far welche Art von Aufgaben diese
Methode verwendbar ist!




3.7 Das babylonische Sexagesimalsystem

Die Babylonier verwendeten zur Darstellung von Zahlen zwei Symbole: ¥ far 1 und
fur 10. (Diese Zeichen wurden durch Eindricken eines Stabes mit dreieckigem
Querschnitt in weiche Tontafeln erzeugt.)

AE R R
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 30

AuRerdem verwendeten sie ein Stellenwertsystem mit der Basis 60, das spater vor
allem durch das astronomische Werk des Ptolemaios Verbreitung fand und auch uns
noch in der Winkelmessung und im Zeitmal} erhalten ist:

U (V=160+11=71
Diese Darstellung kann aber auch 1.-60* + 11.60, oder auch 1 + 11-%, oA

bedeuten. Fur 1-60% + 11 schrieb man V 4V , d.h. die freibleibende Stelle wurde in
frtheren Zeiten durch einen grofReren Abstand angedeutet, spater durch ein
,Luckenzeichen“ % markiert.

Aufgabe: Welche Zahlen werden durch folgende Zeichen dargestelit? (Jeweils
mehrere Antworten moglich!)

adiV ] o« lsE o= 7«

Wir wollen uns im Folgenden mehr mit dem mathematischen Kern des Sexage-
simalsystems beschaftigen, ohne uns mit den miuhsamen Zeichen aufzuhalten, d.h.
wir verwenden statt der Keilschriftsymbole unsere vertraute Schreibweise, z.B.:

3,17,34 sollbedeuten: {[{ WW<(<(< IV also 3.60%+17-60+34.
Yry Ty

Aufgabe: a) Schreib obige Zahl in dezimaler Schreibweise!
b) Ubertrage ins Dezimalsystem: 43, 8, 27 2,0 49
c) Ubertrage ins Sexagesimalsystem: 3731 223258

d) Ubertrage ins Dezimalsystem (ein Strichpunkt soll unserem Komma
entsprechen): 21,13 1,3,52 2:0,1

e) Ubertrage ins Sexagesimalsystem: 31,76 4,007

1

f) Stelle a) % b) -g c) 7 d) g als Sexagesimalzahlen dar!

3.8 Der pythagoreische Lehrsatz

Es gibt vermutlich zu keinem Lehrsatz der Mathematik mehr Beweise als zum
pythagoreischen Lehrsatz. (In Loomis 1968 sind 300 zu finden!)
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Auf Pythagoras selbst soll eine Beweisidee zurlckgehen, die durch folgende
Zeichnung ausgedrickt wird.

Der indische Mathematiker Bhaskara (um 1150) gab als Beweis nur folgende Figur,
versehen mit dem Kommentar ,Sieh da!“ an:

Schliellich sei noch eine Beweisidee erwahnt,
die von James Garfield (1831-1881), spater
Prasident der USA, stammt. a

Aufgabe: Versuche, die in diesen Skizzen enthaltenen Beweisideen ausfuhrlich in
Worten zu formulieren!

3.9 Figurierte Zahlen

Die Weltanschauung der Pythagoreer war gepragt durch die Auffassung, ,alles ist
Zahl“: Das ganze Universum lasst sich durch einfache (d.h. naturliche) Zahlen und
Verhéltnisse solcher Zahlen beschreiben. Ihre musiktheoretischen Untersuchungen
schienen dies eindrucksvoll zu bestatigen. (,Zahlenharmonie*) Daraus resultiert auch
eine bis ins Mystische reichende Beziehung zu Zahlen und ihren GesetzméaRigkeiten.
Diese wurden auch durch entsprechende Figuren verdeutlicht. Solche Darstellungen
kénnen eine gute Hilfe beim Aufstellen entsprechender Formeln sein, z.B.:
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Dreieckszahlen: O , i:l n+7-n
L] L] . ; 2 ( 1)
e & & @ /.
/ n
bzw. : -/-// .o Z.Zi:(n+1)-n
./ ® & 8 |=1
., e & & @
/
e sila|osj» n
Anders angeordnet: e elele > 2i=@+)n
=1

Eine sehr ahnliche Figur fuhrt zu einer anderen, bekannten Formel:

olo'oio

e dJei-y-re

Auch Funfeckszahlen wurden von den Pythagoreern untersucht:

VA n

(e Z(Bi—Z)zg-(3n—1)-n

-‘a‘o\- i—1
14!

3.10 Das Sternfiinfeck — Irrationalitit von /5 - Der Goldene Schnitt

gung, und als ihr Symbol verwendeten sie das Sternfunf-
eck. Was fur einen Schock muss es doch fur die
Pythagoreer bedeutet haben zu erkennen, dass es in B
ihrem Vereinssymbol eine Strecke gibt, die — ganz im

Gegensatz zu ihrer Weltanschauung — sich nicht durch

ein einfaches Verhaltnis zweier nattrlicher Zahlen (d. h. b

nicht als rationale Zahl) darstellen Iasst. A

Die Pythagoreer bildeten eine sektenahnliche Vereini- /\

Aufgabe: Zeige, dass im Sternfiinfeck gilt: AB : DB = DB : AD (diese Beziehung
nennt man auch den Goldenen Schnitt) und berechne daraus die Lange der Strecken
AD und DB'!
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3.11 Wiirfelverdoppelung — Kegelschnitte

Die drei klassischen Probleme der Antike, die Wurfelverdoppelung, die Winkeldrei-
teilung und die Quadratur des Kreises (konstruktiv mit Zirkel und Lineal), wirkten auf
viele Generationen von Mathematikern sehr anregend. Flr etwa 2000 Jahre blieben
sie offene Probleme, bis bewiesen wurde, dass sie nicht (mit Zirkel und Lineal) I6sbar
sind. Trotz der Beschrénkung auf Zirkel und Lineal erfanden die Griechen
verschiedenste Methoden und auch materielle Gerdte zur Ldsung dieser
Aufgabenstellungen. Ein solcher Versuch zur Lésung des Problems der
Wirfelverdoppelung fuhrte Menaichmos (um 350 v. Chr.) auf Kegelschnitte. Bei der
Wiurfelverdoppelung ist, ausgehend von einem gegebenen Wuarfel mit der
Kantenlénge a, ein Wurfel mit doppeltem Volumen gesucht. Dieses Problem ist —
unseren Sprachgebrauch verwendend - gleichbedeutend mit der Konstruktion von

3/2. Menaichmos erkannte, dass dies aquivalent zur Ermittlung der mittleren
Proportionalen x, y in der Proportionalitdt 1:x=x:y=y:2 ist. Wegen x*=y und
y>=2x ist x*=y?=2x, also x*=2 und somit x=%/2. Diese Zahl x kann man

geometrisch ndherungsweise als Schnitt der Parabel y?=2x und der Hyperbel xy=2
ermitteln.

Aufgabe: Zeichne die Parabel y?=2x und die Hyperbel xy=2 und ermittle durch
Schnitt dieser beiden Kurven naherungsweise einen Wert fur /2 !

Fur weitere Methoden zur instrumentellen Ermittlung von %2 (Winkelhaken,
verschiebbare Platten), oder mit Hilfe einer Kurve, der sogenannten Cissoide, siehe
etwa Kaiser/N6bauer 1984, S.140. Die Begrundungen dieser Methoden, meist mit
Hilfe kongruenter oder &hnlicher Dreiecke, kénnen ebenfalls in Aufgabenform
eingekleidet werden.

3.12 Winkeldreiteilung

Neben anderen Methoden (z.B. mit Hilfe der
Konchoide) haben die Griechen auch ein
Gerat zur Winkeldreiteilung erdacht. Soll der
Winkel AOE gedrittelt werden, so legt man
das Gerat entsprechend nebenstehender
Abbildung an.

Aufgabe: Begriinde, dass der Winkel AOC genau ein Dirittel des Winkels AOE ist!

3.13 Erdumfangsberechnung nach Eratosthenes

ist bereits in Schulbuchern zu finden (z.B. Laub et. al. 1996, S. 222).
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3.14 Quadratische Gleichungen nach Al-Khwarizmi

Die bei der Ableitung der Losungsformel fur quadratische Gleichungen angewandte
Methode der Erganzung auf ein vollstandiges Quadrat wurde bereits vom arabischen
Mathematiker Al-Khwarizmi (7807-8507) angewandt, von dessen Namen das Wort
Algorithmus abgeleitet ist. Auch der Titel seines Hauptwerks, ,aljabr wa’l
muqabalah® lebt heute noch im Wort Algebra fort. Eine Aufgabe aus diesem Buch
lautet:

Ein Quadrat und 10 seiner Wurzeln ist gleich 39 " >
Einheiten.
. . . . . x xz 5.x
In heutiger Schreibweise lautet diese Gleichung:
x2+10x =39
X 5

Die linke Seite der Gleichung deutete Al-Khwarizmi
als ein Quadrat mit zwei angefligten Rechtecken.
Durch Ergénzung zu einem vollstdndigen Quadrat
erkennt man, dass man bei der Gleichung auf beiden “ 25
Seiten 25 Einheiten dazugeben muss:

X2+ 10x+25=39+25=64

(x+5)2=64
Xx+5=8 . s
x=3

Die zweite Losung, eine negative Zahl, konnte mit dieser geometrischen Methode
naturlich nicht gefunden werden. Negative Zahlen waren Al-Khwarizmi auch noch
nicht bekannt. Daher musste er auch mehrere Typen von quadratischen Gleichungen
gesondert untersuchen. In heutiger Schreibweise sind dies folgende Gleichungen:

ax=b ax? = bx ax+bx=c

axt=>b ax?=bx +c ax? +c¢=bx
(Auch Variable fur Koeffizienten waren Al-Khwarizmi noch nicht bekannt; daher findet
man in seinem Buch die Lésungsmethoden stets in konkrete Aufgaben verpackt.)

3.15 Fermat’'s Extremwertmethode

Auf Pierre Fermat (1601-1665) geht eine Uberlegung zur Berechnung von
Extremwerten zurtck, die dieser selbst an folgendem Beispiel zu erlautern
versuchte.

Gegeben sei eine Strecke [A,B] mit der Lange b. Diese ist durch einen Punkt C so in
zwei Teile zu teilen, dass das Produkt der Langen der Teilstrecken ein Maximum
wird.

Fermat argumentiert nun folgendermalRen: Angenommen der Punkt C und somit die
Lange der einen Teilstrecke a wére bereits bekannt, d.h. es ware a- (b-a) maximal.
Dann wirde eine geringfugige Anderung von a sich auf den Wert des Produkts kaum
auswirken:
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a-(b-a) = (at+e)-(b-a-e) (e<<a)
Daraus erhalt man:
ab-a?~ab-a’—ae+eb-ea-—e?
eb ~ 2ae+e?
Nun dividiert man durch e (und setzt somit voraus, dass e=0 ist):

b=2a+e
Da nun — so argumentierte Fermat — e beliebig klein sein kann, muss gelten:

b=2a

b

also: a= —
2

Das Wesentliche an diesem Beispiel ist nicht so sehr die Aufgabenstellung selbst
(solche Aufgabenstellungen sind im Ublichen Mathematikunterricht ohnehin
vorhanden), sondern vielmehr die Argumentation Fermats — und vor allem die
Ahnlichkeit zu Newtons und Leibniz' Argumentation
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