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Ausbreitung von Infektionen:
Epidemiologie und Mathematik

Giinther Hasibeder*

Einfiihrung
Eine Nachricht des ORF-Teletext vom 8. Juli 1996:

Welt-Aids-Kongrefl in Vancouver

Im kanadischen Vancouver ist der 11. Internationale Aids-Kongre8 eréffnet
worden. Bis Freitag diskutieren Forscher und Aktivisten, wie die Immun-
schwachekrankheit 15 Jahre nach ihrem Ausbruch wirkungsvoll bekampft
werden kann. 15.000 Teilnehmer nehmen an diesem bisher grofiten Treflen
zum Thema HIV teil. Im Mittelpunkt der Vortrige stehen neue Arzneimit-
tel zur Behandlung der Immunschwichekrankheit, sogenannte Protease-
Hemmer. Die Zahl der HIV-Positiven werde auf 22 Millionen geschatzt,
sagte der Direktor des UNO-Aidsprogramms, Piot.

Kaum eine Infektionskrankheit hat in den vergangenen Jahrzehinten weltweit ein
solches Medienecho gefunden und die Offentlichkeit, auch in Osterreich, so sehr be-
schiftigt wie AIDS (acquired immune deficiency syndrome). Nach einem Bericht des
European Centre for the Epidemiological Monitoring of AIDS [6] wurden in Osterreich
seit Beginn der Epidemie bis 31.12.1995 insgesamt 1496 AIDS-Fille gemeldet, in ganz
Europa mehr als 160 000. Mit 25 Ncuerkrankungen pro Million Einwohner im Jahr 1995
lag Osterreich in dieser Statistik im curopaischen Mittclfeld, deutlich hinter Spanien
(174), Italien (106), Schweiz (93) und Frankreich (90), ctwa gleich mit GroBbritannien
(25), Schweden (22) und Dcutschland (21).

Schon bald nach Beginn der A1DS-Epidemie wurde bereits in den achtziger Jahren
versucht, die Ausbreitung der HIV-Infektion in ciner Population durch mathemati-
sche Modelle zu beschreiben. Dic meisten dieser Modelle sind aber viel zu komplex,
um sie im Schulunterricht zu behandeln. Teils crfordern sic aufwendige Computcer-
Simulationen, teils Mathematikkenntnisse, dic an hoheren Schulen nicht zur Verfigung
stehen. Doch bereits anhand cinfachster epidemiologischer Modelle konnen interessan-
te Einsichten gewonnen werden.

Fiir die folgenden Ausfithrungen wurden nur Infcktionsmodelle ausgewihlit, die so
einfach sind, daB sie mit den Mitteln der Schulmathematik behandelt werden kénnen.

*Univ.Doz. Dr. Giinther Hasibeder, Abteilung fiir Mathematik in den Naturwissenschaften und
Mathematische Biologie, Technische Universitat Wien, Wiedner HauptstraBe 8/118, A-1040 Wien.




- 200 -

Auch alle Rechnungen wurden dementsprechend aufbereitet. Sie sollen als Anregung
dienen, um auch mathematische Modelle aus der Epidemiologie, einem fiir die meisten
wohl ungewohnten Anwendungsgebiet, in den Unterricht einzubauen.

Einige Grundlagen

Die Mitglieder einer Population, welche von einem Krankheitserreger betroffen ist,
werden im folgenden als Individuen oder Personen bezeichnet. Damit soll aber nicht
gesagt werden, daBl die betrachteten Modelle bloB eingeschrinkt auf menschliche Po-
pulationen zu sehen sind; sie sind gerade auch auf Tierpopulationen anwendbar.

Welche Zustinde durchliuft ein Individuum in bezug auf die Infektion? Eine Per-
son, die fiir bestimmte Krankheitserrcger gewissermafien emplanglich ist, wird (in An-
lehnung an das entsprechende englische Wort) suszeptibel genannt. Mit dem Zeitpunkt
der Infektion beginnt die Inkubationszcit, an die sich die Zeit der Krankheit (charakte-
risiert durch Symptome) anschlieBt. Inkubation und Krankheit alleine sind aber nicht
relevant fiir die Ausbreitung in einer Population. Zugleich mit der Inkubationszeit be-
ginnt fir eine infizierte Person die Latenzzeit, wihrend der sie latent infiziert ist, die
Infektion aber noch nicht weitergeben kann. Diese Weitergabe der Infektion geschieht
erst wahrend der anschlieBenden infektidsen Periode. Mit der Genesung wird die Per-
son, je nach Krankheitserrcger, sofort wieder suszeptibel oder (voriibergehend oder
lebenslinglich) immun, also fiir den Erreger unempfanglich.

Modellannahmen

Auch fiir epidemiologische Modelle sind vereinfachende Annahmen unerlaBlich. Hier
wollen wir im folgenden insbesondere voraussetzen:

e keine Latenzzcit;

keine Inkubationszcit;
e die Population ist unstrukturicrt, also homogen;

e kcine tages- oder jahreszeitlichen Schwankungen;

keine Geburten und Todesfalle;

keine Migration.

Exponentielle Infektionsausbreitung

Mit dem ersten, schr cinfachen Modell studicren wir dic bloBe Infcktionsiibertragung.
Iis wird angenommen, daB cinmal infizierte Personen sofort infektios werden und dies
- fiir immer bleiben. Bin Beispicl dafiir ist 1HV: Jede infizierte Person bleibt bis zu ilirem
Tod infektios.

Bezeichnen wir mit ¢ die Zeit (2. B. in Tagen), mit [(1) dic jewcils aktuclle An-
zahl der infcktisen (bzw. infizierten, kranken) Individuen und mit B (cinem groBen
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Beta) die Anzahl der Personen, welche eine infektidse Person pro Tag infiziert. Die-
ser positive Parameter kann auch als Kontaktrate eines einzigen I-Individuums mit
allen S-Individuen interpretiert werden und beinhaltet neben der Anzahl von entspre- i
chenden Kontakten pro Tag auch die Information, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein
solcher Kontakt zu einer Neuinfektion fihrt (Infektionswahrscheinlichkeit pro Kon-
takt). Diese Wahrscheinlichkeit — hier als konstant vorausgeseizt — ist jedoch bei
HIV sehr unterschiedlich: Bald nach der Infektion steigt die Infektiositat stark an,
geht jedoch bereits nach einigen Wochen aufgrund der Reaktion des Immunsystems
auf einen sehr niedrigen Wert zuriick, auf dem sie jahrelang bleiben kann. Erst im wei-
teren Verlauf der HIV-Erkrankung steigt die Infektiositit dann mit fortschreitendem
Zusammenbruch des Immunsystems allmihlich wicder auf sehr hohe Werte an.

Von den I(t) infektidsen Personen zur Zeit t werden pro Tag B - I(t) Personen
infiziert, sodaB fiir kleines positives Al die Infiziertenzahl zur Zeit t + At etwa

I(t+ At~ () + B - I(1) - At

ist. I(t+ At) ist nicht exakt gleich 1(t) + BI(t)AL, sondern etwas grofer, da in diesem
Term nicht beriicksichtigt ist, da die im Zeitintervall (¢, ¢ + At) neu Infizierten noch
vor t + At bereits weilere S-Individuen infizieren konnen. Die Anzahl der auf diese
Weise in 2., 3., 4. etc. Generation Infizierten hangt wesentlich von At ab, ist aber
plausiblerweise fiir sehr kleines At vernachlissigbar. Deshalb wird diese Anzahl durch
eine Funktion o(At) wiedergegeben, welche auBer durch die Bedingung

lim oAat)

at—0 At =0

nicht niher spezifiziert werden muB. Damit 138t sich nun aber die Infiziertenzahl am
Ende des Intervalls (2,¢ + Al) durch eine Gleichung beschreiben:

I(t+ Aty = I+ B I(t) - At + o(At).
Fine elementare Aquivalenzumformung fiihrt auf

L+ an -1 o(At)
At = 8- 1)+ =g

woraus sich durch den Grenziibergang Al — 0 die cinfache Diflerentialglcichung

I'(ty=B-I(t) (1)
ergibt, der wir dic Anfangsbedingung
1(0) = Iy >0 (2)
hinzufiigen ([o ist also die Infcktidsenzahl zur Zeit L = 0).

(1) kann ohne besonderes Wissen iiber Differentialgleichungen gelost werden: Eine
aquivalente Darstellung lautet ‘

o

re
"‘j‘(_l")- -_— l},
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und wegen M d
"t
T " 71 1(1))
ist
InI(t) = Bt +C. (3)

Fiir ¢t = 0 wird hier (2) eingesetzt und daraus die Integrationskonstante
C=Inl (4)
bestimmt. (3) und (4) liefern zusammen
I(t) = Ipe® (5)

und damit cine explizite Formel fiir dic zahlenmiafige Ausbreitung der Infektion. Die
Infiziertenzahl nimmt also unter den Annahmen dieses Modells ezponentiell zu.

Das Phinomen der exponentiellen Zunahme war tibrigens auch in den ersten Jahren
der Ausbreitung von AIDS zu beobachten. Wihrend einiger Zeit galt in den achtziger
Jahren die Faustregel, daB sich die Anzahl der AIDS-Kranken jedes Jahr verdoppelt.
Die anfangs exponentielle Zunahme der AIDS-Erkrankungen ist umso bemerkenswer-
ter, als die Inkubationszeit von AIDS — anders als dic Annahme in diesem Modell —
ziemlich lange und unterschiedlich ist.

Préavalenz, Inzidenz

Bereits an diesem einfachsten Modell konnen zwei grundlegende epidemiologische Be-
griffe mathematisch gedeutet werden: die Pravalenz und die Inzidenz. Im Pschyrembel
[10], dem bekannten medizinischen Standardbuch, lesen wir:

Privalenz (lat. praevalerc Ubergewicht, Vorrang haben) f: (engl.) pre-
valence; Anzahl der Erkrankungsfalle eincr best. Erkrankung bzw. Haufig-
keit cines best. Merkmals zu cinem best. Zecitpunkt (Punktprivalenz) od.
innerh. ciner best. Zeitperiode (Periodenprivalenz); cpidemiol. MaB z. Cha-
rakterisicrung des Krankheitsgeschichiens in ciner best. Population; ...

Inzidenz [: (engl.) incidence; (statist.) Anzahl der Neuerkrankungsfille
ciner best. Erkrankung inncrh. cines best. Zeitraums; cpidemiol. MaB) z.
Charakterisicrung des Krankheitsgeschehens in ciner best. Population; ..

Iim Modell fiir die exponenticlle Infektionsausbreitung wird somit die Privalenz
durch I(t) wiedergegeben, wahrend (L) als Inzidenz interpreticrt werden kann.

Den zitierten Definitionen von Privalenz und Inzidenz hinzuzuligen wire noch,
daB mit dicsen beiden Begriflen nicht nur Anzahlen, sondern auch die entsprechen-
den Anteile der Erkrankungs- bzw. Neuerkrankungsfalle (aber auch Infcktions- bzw.
Necuinfcktionsfille) an ciner bestimmten Population benannt werden kénnen.
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Infektion mit Genesung: SIS-Modell

Nun soll ein mathematisches Modell studiert werden, das die Ausbreitung einer In-
fektion mit Genesung beschreibt. Infizierte Individuen gollen also nur wihrend eines
begrenzten Zeitraumes infektios sein.

Erginzend zu den bisherigen Voraussetzungen wird nun angenommen, daf die Po-
pulation aus N Individuen besteht und S(t) die Anzahl der suszeptiblen, d. h. an-
steckbaren (engl. susceptible), Personen ist. Wenn eine suszeptible Person infiziert
wird, gelangt sie von der S- in die I-Klasse, durch ihre Genesung von der I- zuriick
in die S-Klasse; deshalb die Bezeichnung SIS-Modell. SIS-Modelle sind insbesondere
fiir bakterielle Infektionen zutreffend (2. B. Gonorrhoe), bei denen infizierte Personen
durch die Behandlung mit Antibiotika gencsen, dann jedoch praktisch sofort (ohne
Immunitit) wieder suszeptibel werden.

Der positive Parameter 8 ist die Kontaktrate zwischen I- und S-Individuen, und
zwar pro I-Individuum und pro S-Individuum,; die positive Genesungsrate a gibt denje-
nigen Anteil an I-Individuen wieder, welcher pro Zeiteinheil abermals suszeptibel wird
(und somit dann nicht mehr infektids ist). Der aus dem Modell fiir die exponentielle
Infektionsausbreitung bekannte Parameter B kann nun durch

B =8N ‘ (6)

definiert werden, was unten noch niher betrachtet wird. Die zeitliche Dynamik der
Infektionsausbreitung beschreiben die Gleichungen

I'(t) = ASWI(t)-ad(t) (7)
= BS—I(VQI(L) —al(l) (8)
Sty = N-=I(t) (9)
mit der Anfangsbedingung
1(0) = [o > 0. (10)

Selbstverstindlich muB stets 0 < S(¢) < N und 0 < I(t) < N scin, was durch (7M-(10)
gewahrleistet ist.

Auch bei diesem Modell kann I(t) als Privalenz interpretiert werden; dic Inzidenz,
also die Anzahl der Neuinfektionen pro Zeitcinheit, ist hingegen hier nicht I'(t), worin
ja auch die Genesungen mitberiicksichtigt sind, sondern bloB der Term

ﬂ-S(t)-I(t):B-é-(NQ-I(t). (11)
Aus (11) ist zu ersehen, daB der Paramcter B in dicsem Modell zu interpretieren ist
als Anzahl der Personen, welche cine inlcktidse Person pro Tag potentiell infizicren
kann. Anders als im ecrsten, cinfachsten Modell produziert aber nicht jeder der D
Kontakte eine Neuinfektion, sondern davon bloB cin Anteil %‘\7‘)-, welcher dem Anteil
der jeweils gerade suszeptiblen Individuen entspricht. Fiir eine sich in einer Population
neu ausbreitende Infektion, S({) & N, ist dicser Quoticnt (nahczu) gleich 1. In dieser
Situation kann B als Anzahl der von ciner infcktiésen Person lalsdchlich neu Infizierten
interpretiert werden, und dies ist auch cxakt die Bedeutung von B im Modell fir die
exponentielle Infektionsausbreitung.
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Mit (9) konnen wir S(t) aus (7) eliminieren, und es ergibt sich
I't) = BIN = W) - al(2) (12)
= ﬁKN—%)—aﬂIm. | (13)
I = 0 ist der infektionsfreie Gleichgewichtszustand des Systems. Aufgrund der An-
fangsbedingung (10) kann vorausgesetzt werden, daB I(t) > 0, wenn wir nun (13)

betrachten. Es zeigt sich, daB in diesem SIS-Modell zwei wesentlich verschiedene Fille
— in Abhéngigkeit von den Werten der Parameter N, o, § — auftreten kénnen:

L N=-5<0 = ['t) <0stlets

2. N-3>0:
I't)<0 < I{t)>TI (14)
I't)=0 < It)=1I" (15)
Ir'ty>0 < I{t)<I" (16)
mit
P:N—%. (17)

Im 1. Fall nimmt die Infiziertenzahl I(t) streng monoton ab und konvergiert gegen
den infektionsfreien Zustand, also limo, I(t) = 0. Die Infektion erlischt somit in der _
betrachteten Population.

Im 2. Fall erlischt die Infektion nicht, und es gibt sogar einen positiven stationiren
Zustand I*, ein sogenannies endcmzsches Gleichgewichl. Ist Iy < I*, wichst die Infi-
ziertenzahl /(t) streng monoton an, ist Iy > I*, so fillt sie streng monol.on und stets
ist limyeo I(t) = I*.

Auch bei diesemn SIS-Modell kann die Privalenz durch cine explizite Formel dar-
gestellt werden, niamlich I

I(l) = (_l: _ l)c"ﬂ"‘ + 17 (18)
die sowohl fiir /* > 0 als auch fiir /* < 0 gilt (fiir den Sonderfall I* = 0 sieht I(t)
anders aus). Insbesondere aber [iir 0 < Jy < I* stellt (18) die z. B. auch aus der
Okologic bekanute Kurve fiir das sogenannte logistische Wachstum dar. (1 8) kann aul
relativ clementarem Weg erhalten werden, indem man in (13) den Term N — 5 durch I*
crsctzt und beriicksichtigt, daB der Kehrwert von (13) gerade t/(1), also die Ab]utung,
der Umkcehrfunktion zu I(t), ist.

Betrachten wir aber nochmals jene Bedingungen, welche dic beiden Fille charak-
terisiert haben. Sic kénnen folgendermaBen dquivalent dargestellt werden:

BN
_—— —< (
N ﬂ_() = — 1 (19)
IN
N-250 £—>1. (20)

Jo) o
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Die darin auftretende positive Grofle

N B
Ry := AN = — (21)
a o«
heiBt Basisreproduktionszahl und erméglicht folgende fundamentale Aussage:
Die Infektion erlischt <= Ro <1, (22)
sie bleibt endemisch <= Ry > 1. (23)

Diese Aussage ist deswegen fundamental, weil sie in dieser Form auch [ir viele
andere Modelle in der Mathematischen Epidemiologie gilt, auch fiir solche, die Infek-
tionen mit ganz anderer und sogar wesentlich komplizicrterer Dynamik beschreiben.
Die konkrete Formel fiir Ro hingl zwar von den Parametern des jeweiligen mathema-
tischen Modells ab und ist selten so einfach wic hier, dic grundlegende Interpretation
ist jedoch stets dhnlich. Die folgenden Uberlegungen dienen als Vorbereitung, um zu
einer recht anschaulichen Interpretation fiir den in der Epidemiologic zentralen Begriff
der Basisreproduktionszahl Ho zu gelangen.

Mittlere infektose Periode

Betrachten wir den Genesungsprozef einer Gruppe von Jo Personen, welche zur Zeit
t = 0 infektids werden. J(t) sei dic Anzahl derjenigen, welche zum Zeitpunkt ¢ noch
immer infektios sind. Dann gilt (mit der Genesungsrate o aus dem SIS-Modell)

J(O) =Jg>0 (24)
J'(0) = —aJ(t), (25)

und daraus folgt
J(t) = Joe™*. (26)

Aus den absoluten Anzahlen ergibt sich der relative Anteil derjenigen Personen, welche
zur Zeit t noch immer infektios sind, als

— = " (27)

Daher kann
Flyi=l=—==1—c" (28)

als Verteilungsfunktion fiir dic Linge der infektiosen Periode aulgefaBt werden, die
entsprechende Dichte ist

f(1) :=F'(l) = ac™™ (29)
und somit die Dichtcfunktion einer Exponentialvertcilung. Fiir klcines di kann f(¢)d!
interpretiert werden als Anteil jener Personen, deren infektiose Periode im Zeitinter-
vall (£,L + dt) endet. Dic mittlere infcktiose Periode Ti, also der Mittelwert dieser
Exponentialvertcilung, ist folglich

R 1=

T; = /U Zuf()dt = (30)
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Interpretation der Basisreproduktionszahl R,

Nehmen wir an, in der betrachteten Population gibt es nur sehr wenige infektidse
Personen, und praktisch die gesamte Population ist suszeptibel, also SN‘ ~ 1. Dann

infiziert (siche (8)) jedes I-Individuum
e pro Tag B = BN S-Individuen

e wihrend seiner gesamten infektidsen Periode, also wihrend durchschnittlich
, = 1 Tagen
i = lagen.

Dic Basisreproduktionszahl Ry = g kann daher so interpretiert werden:

Ry ist die Anzahl der sekunddren Infektionsfille, dic jeder primdre Infekti-
onsfall wéhrend seincr infektidsen Periode in ciner suszeptiblen Population
durchschnittlich verursacht.

Das hier behandelte SIS-Modell ist wohl eines der einfachsten epidemiologischen
Modelle, das es erlaubt, den so wichtigen Begriff der Basisreproduktionszahl beispiel-
haft darzulegen. Einigermafen prazise verbale Interpretationen von R, fiir komple-
xere Modelle mdgen bisweilen sprachlich wesentlich umstindlicher (oder iiberhaupt
unméglich) zu formulieren scin; stets bedeutet Ro aber auch dort in irgendeiner Weise
eine Verallgemeinerung dieses Verhiltnisses von Sekundirfillen zu Primarfallen einer
Infektion in einer suszeptiblen Population.

Im folgenden wollen wir nun ecinige anwendungsrelevante Aspekie der Basisrepro- .

duktonszahl Ry betrachten.

Elimination der Infektion

Eincs der Zicle der Epidemiologie ist es, Moglichkciten aufzuzcigen, wie cine bestimm-
te Infektionskrankheit aus ciner Population eliminiert werden kénnte. Elimination be-
deutet, daB cine vorhandene Infcktion zum Erléschen gebracht und dic Population
daucrhalt gegen cin neuerliches Bindringen der Krankheit (verursacht etwa durch ein-
zelne inlckliose Personen, die in dicse Population irgendwann immigriercn) abgesicherl
wird.

Linige grundsitzliche Aussagen und zumindest grobe Abschitzungen betreffend
der Elimination ciner Infektion erméglicht 12y, Aus den bisherigen Uberlegungen ergibt
sich:

Die Infcktion ist endemisch
&= [y > 1 mit Ry = BT} (31)
= B>1T7N (32)
Die Infektion kann also aus der Population eliminiert werden, falls 12g so weit redu-

ziert wird, daB dauerhaft Ry < | crreicht wird. Als grundsitzliche Maéglichikeiten fiir
gesundheitspolitische MaBnalinen zur Verkleinerung von 12y bicten sich somit an:
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e Verkleinerung der infektionsrelevanten Kontaktrate B : .
(wird nicht nur durch eine Reduzierung der Kontakte innerhalb der Population
bewirkt, sondern auch durch vorbeugende MaBnahmen, welche die, Ubertragungs-
wahrscheinlichkeit pro Kontakt verkleinern);

e Verkiirzung der mittleren infektisen Periode T;
(etwa durch verbesserte Diagnose oder Therapie);

¢ Schutzimpfung
(wird im letzten Abschnitt behandelt).

R, und das endemische Gleichgewicht

Gehen wir nun von Anzahlen zu Anteilen iiber, und bezeichnen wir mit

o) = 24 (33)
den Anteil der suszeptiblen Personen, mit
_ 1)
y(t) = (34)

den Anteil der infektiosen Personen, also die relative Privalenz. Fiir das SIS-Modell
ergeben sich unmittelbar die zu (8) und (9) dquivalenten Modellgleichungen

y'(t) = Bx(t)y(t) — ay(t) (35)
z(t) +y(t) = L. (36)

Bezeichnen wir die Anteile von suszeptiblen bzw. infcktiésen Personen im endemischen
Gleichgewicht mit z* bzw. y*, so lassen sich diese aufgrund von (35) und (36) fiir das
SIS-Modell ausschlieBlich durch Ro ausdriicken, falls Ro > 1 ist:

Ry’ (37)
=1-1t5" (38)

z* =

TR e
Il

y =1-

Aus (38) kann man erkennen — und dicse Aussage ist nicht ohne weiteres auf andere
Modelle iibertragbar —, daB dic Pravalenz streng nonoton mil 12y anwachst, und zwar
am stirksten, wenn Rg nahe bei 1 ist. Das bedeutet, dal Mafnahmen zur Verklcinerung
von Ry die Privalenz stcts auch dann reduzicren, weun sic die Infcktion nicht ganzlich
climinicren. Allerdings zeigt (38) auch, daB mit wachsendem I nicht nur die Préavalenz
sunimmt, sondern auch durch solche MaBnahmen immer weniger reduziert werden
kann, die Wirksamkeit solcher MaBnahmen also immer geringer wird.

Berechnung von R; im endemischen Gleichgewicht

In der Praxis wird cs zumeist schwicrig sein, dic Basisreproduktionszahl fiir cine
bestimmte Infektionskrankheit in einer bestimmten Population anhand der Formel
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Ry = BT; zu berechnen. Zwar ist die mittlere infektisse Periode T; fiir manche Infekti-
onskrankheiten wenigstens ungefihr bekannt, die infektionsrelevante Kontaktrate wird
aber zumeist stark von der jeweiligen Population abhingen und nur mit betrichtlichem
Aufwand abzuschitzen sein.

Fiir das SIS-Modell kann Ry aber ohne Kenntnis der Modellparameter geschitzt
werden, soferne die Infektion endemisch ist und sich im Gleichgewicht befindet. Aus
(37) und (38) folgt namlich

1
Ry = = (39)
und | :
R = = (40)

Damit ist es mdglich, die Basisreproduktionszahl zu berechnen, wenn blo8 die Gleich-
gewichtsprévalenz, bzw. der Anteil der Suszeptiblen, bekannt ist; und diese beiden
GroBen sind wohl in der Praxis zumeist wesentlich einfacher zu schitzen (etwa durch
Antigen- oder Antikérperbestimmung bei Blutuntersuchungen) als die Parameter des
Modells.

Beiden Formeln liegt das SIS-Modell zugrunde, und insbesondere (40) ist fiir andere
Infektionstypen, z. B. falls die Infektion auch Immunitit bewirkt, nicht mehr anwend-
bar., Formel (39) hingegen, die bloB den Anteil der Suszeptiblen im stationiren Zustand
beinhaltet, kann auch in anderen Situationen herangezogen werden (bei Immunitit, bei
heterogener Kontaktstruktur in der Population), um wenigstens eine niherungsweise
Abschiatzung von Ry zu gewinnen.

Berechnung von R; aus der Infektionsausbreitung
zu Beginn

Befindet sich das epidemiologische System nicht (nahczu) im Gleichgewicht, so kénnte
Iy auf eine andere Weise geschitzt werden, falls erst ein sehr kleiner Teil der Po-
pulation infiziert, also nahezu die gesamte Population noch suszeptibel ist. Die dann
gerechtfertigte Annahme
S(t)
—= a1 41
3 (41)

crlaubt cs, anstatt (8) das Niherungsmodell
I'(t) = (B — a)1(1) (42)
zu betrachten. Mit der Anfangsbedingung (10) ist dann
1(t) = IycP-o) (43)

cinc gute Approximation fiir dic Privalenz zu Beginn der Infcktionsausbreitung, dic
cxponentielle Phase.
Bezeichnen wir mit 7 die Verdoppelungszeit der Privalenz, dann ist also

I+ Ty) =2 1(). (44)
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Durch Aquivalenzumformungen erhalten wir daraus mit (43)

InI(t+T;)—InI(t)=1n2

(B - a)T2 = ln2
und weiter mit (21) und (30)
T, = (B—a)'ln2 (45)
= (Ba'-1)"a™'In2 (46)
= (Ro—-1)"'Tin2. (47)

Ohne Kenntnis der Kontaktrate B 1Bt sich also die Basisreproduktionszahl berechnen,
soferne die infektidse Periode T; und die Verdoppelungszeit T, bekannt sind:

r

T
Ro=1+4 ,—1—,; In 2. (48)
Analog kann auch eine etwas allgemeinerc Formel hergeleitet werden mit Tk, jener
Zeit, wahrend der die Pravalenz um den Faktor k anwachst, namlich

nn

T

Séhutzimpfung

AbschlieBend soll nun gezeigt werden, daB cin epidemiologisches mathematisches Mo-
dell auch Aussagen ermdglicht, dic fiir die Planung von Massenimpfungen niitzlich sein
konnen.

Bezeichne dazu p; jenen Anteil der Population, welcher geimpft wird (0 < pr < 1).
Es ist jedoch nicht zu erwarten, da 100% der vakzinierten Individuen immun werden
und dadurch vor ciner Infektion geschiitzt sind. Sei pg der Anteil der Geimpfien, wel-
cher durch die Vakzination dauerhalt immun wird, also der Impferfolg (0 < pr < 1).
Von ciner Population der GroBe N sind damit p;ps N Personen durch die Schutzimp-
fung immunisiert, und bloB dic restlichen (1 = pripe)N Individuen kénnen infiziert
werden. Das SIS-Modell mit Vakzinierung lautet somit

S(L)

I't)y = B—N—l(t)-—al(t) (50)
100) = I (51)
S(0) = (L =ppu)N -1 (52)
S(ty+I(t) = (1 —pipE)N. (53)

Bezeichnen wir mit Ro(ps) dic nun von py abhingende Basisreproduktionszahl, so
erkennen wir durch Vergleich mit dem urspriinglichen Modell (7)-(10) unmittclbar,
daB auch in Formel (21) blo8 N durch (1 — pypi)N crsetzt werden muB. Daher ist

Fo(pr) = p(1 — PIPE)N_ (54)

a
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Mit der Notation I (ohne Argument py) fiir die bekannte Basisreproduktionszahl (21)
im SIS-Modell ohne Schutzimpfung, also Ry = Rgy(0), ist dann die Darstellung

Ro(pr) = (1 — pipg)Ro (55)

méglich. Um die Infektion zu eliminieren, mufl wiederum

Ro(pr) <1 " (56)

sein, was dquivalent ist zu
pr> (1-R5") p5". (57)
Das ist sehr bemerkenswert: s ist also nicht erforderlich, die gesamte Population
zu vakzinieren, damit die Infektion ginzlich erlischt, sondern es geniigt ein Anteil von
wenigstens (1 — Rg')pz'. Fiir Ry = 2 und einen Impferfolg von 95% sind das z. B.

bloB etwa 53%. Je groBer die Basisreproduktionszahl der Infektion und je kleiner der
Impferfolg ist, desto mehr Personen sind zu vakzinieren. (57) zeigt aber auch, daf§

(1 - R;l) pg <1 (58)

cine Grundvoraussetzung ist, um die Infektion durch Massenvakzinierung eliminieren
zu kénnen, also

pe >1 - Rgt. (59)
Kann namlich dieser minimale Impferfolg nicht erreicht werden, falls
pe < 1- Ry, (60)

so verschwindet die Infektion selbst dann nicht, wenn die gesamte Population liickenlos
geimpft wird!
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