- 60 -

Robert Miiller
Bundesrealgymnasium Wien 3

- Ein kurzer Weg zur
Wahrscheinl ichkeitsrechnung

YXenner des Neuen Lehrplans und der Materie konnten den
Titel leicht als Hohn mifverstehen, ist doch gerade der
Neue Lehrplan fir die Oberstufe der AHS im Bereich der
Stochastik (bei gleichzeitiger Stundenkiirzung) gewaltig
angewachsen, und ist doch gerade die Materie "Wahr-
scheinl ichkeitsrechnung”  duferst komplex, sodaB ein
"kurzer" Weg fir viele nirgends zu sehen ist.

Of fenbar gibt es aber Leute - zumindest jene, die den
Lehrplan verfaft haben - die einen solchen kurzen,
schul tauglichen Weg vor Augen haben. Als Mitglied dieser
Kommission will 1ich einen (vgl. (L3]) solchen kurzen
Weg, wie er wdhrend der langwierigen Diskussionen bei
der FErstellung des Neuen Lehrplans vor meinem geistigen
Auge immer konkretere Gestalt annahm und letztlich auch
in einem Lehrbuch [L1] in seinen wesent lichen Ziigen ver—
wirklicht wurde, aufzeigen und kommentieren.

Beginnen wir mit der Frage: Was ist ein kurzer, schul-

tauglicher Weg ? Was muB er beinhalten ? Oder konkre-

ter: »

- Was sind die fundamentalen Ideen, die bei aller Kir-
ze unbedingt behandelt werden sollen ? Und wie sollen
sie behandelt werden ?

- Wie hat man bisher Wahrscheinl ichkeitsrechnung in
der AHS betrieben ? Was davon ist entbehrlich ? Was
fehlte ?

Auf die erste Frage gibt der Neue Lehrplan unter der
‘herschrift “wahrscheinl ichkeitsrechnung und Statistik”
folgende Antwort:

Schwerpunkt soll das Arbeiten mit zumindest einer
Wahrscheinl ichkeitsverteilung und das Bearbeiten von
Problemen der Beurteilenden Statistik sein. Dazu ist
oine ausfiihrliche Behandlung des Berechnens von (be-
dingten) wahrscheinl ichkeiten einzelner Freignisse
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nicht unbedingt erforderlich. Die Verwendung von
Rechengerdten und geeigneter Software ist zweckmidfig.
Das Anwenden soll mit kritischen Betrachtungen, ins-
besondere von Problemen der mathematischen Modellbil-
dung, verbunden werden. Theoretische Fundierungen der
verwendeten Begriffe konnen auch in der 8. Klasse
erfolgen.

Ermitteln und Deuten von (bedingten) Wahrscheinlich-
keiten:

£insicht gewinnen, da@ Wahrscheinlichkeiten durch
Zufallsexperimente oder (rechnerische) Uberlegungen
aufgrund von verschiedenen Annahmen (etwa Unabbangig-
keit, Gleichwahrscheinlichkeit der Elementarereignis-
se) ermittelt werden kOnnen. KXritisches Betrachten
solcher Annahmen. Kennen verschiedener Deutungen von
wahrscheinlichkeit (etwa als Anteil, als relative Hau-
figkeit, als subjektives Vertrauen).

Wahrscheinlichkeitsverteilungen:

Kennen und Interpretieren der Begriffe Wahrschein-—
lichkeit, Erwartungswert und Varianz; Herstellen von
Beziehungen zu den entsprechenden Begriffen bei Hiu-
figkeitsverteilungen. Arbeiten mit diesen Begriffen,
insbesondere beim Losen von Anwendungsaufgaben mit der
Binomialverteilung oder der Normalverteilung.

Testen und Schiatzen:

Priifen von Hypothesen; Schiatzen von Parametern (etwa
von Wahrscheinlichkeiten) oder nichtparametrisches
Testen.

Allenfalls Berechnen von (bedingten) Wahrscheinlich-

keiten: perechnen von Wahrscheinlichkeiten aus gege-
benen Wahrscheinlichkeiten mittels Diagrammen (etwa
Baumdiagrammen) oder Regeln (etwa Additionsregel, Mul-
tiplikationsregel) oder Verteilungsgesetzen (etwa der
Binomialverteilung). Verwenden der BAYESschen Formel.

Man sienht: Der Lehrplan gibt in Form der Zwischenliber-
schriften auf die Frage nach Jden "fundamentalen Ideen”
drei Hauptstofrichtungen vor, wobei er aber als Rahmen-
lehrplan dem Lehrer tei der Gestaltung seines Unter-
richts viel Freiheit 14ft.

30 wird z.B. nicht gesagt, welche Verteilung(en) behan-
delt werden soll(en), welche Tests angewendet werden
sollen, ob man Wahrscheinlichkeiten “"kombinatorisch”,
“aus Verteilungsgesetzten' oder aus Diagrammen (Baumdia-
grammen, Vierfeldertafeln) berechnen soll.
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Bei der Beantwortung der zweiten Frage sollte man die
bisherige Unterrichtspraxis einbeziehen. Leider 1&afBt
diese nur bedingt Rickschliisse zu. Den wichtigsten Rick-
schlufB 148t vielleicht die Tatsache zu, daf (laut Befra-
gung der Studenten) nur rund 50% iberhaupt jemals
irgendetwas von wahrscheinl ichkeitsrechnung im Unter-
richt gehort haben (vor zehn Jahren waren es nur etwa
3% [L4]}. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung gehort of fen—
bar zu den wenig deliebten Kapiteln im Unterricht. Was
kénnen die Griinde dafiir sein ?

Neben dem Umstand, daf@ die wahrscheinl ichkeitsrechnung
lange Zeit in der universitiren Lehrerausbildung ein
Schattendasein fiihrte, liegt der Grund meines Erachtens
auch darin, daB im Unterricht (und den Lehrblichern) die
falschen Schwerpunkte gesetzt wurden, naive Methoden
weitgehend fehlen bzw. zZu frih formalisiert wurden. Hie-
zu einige Thesen:

These 1: Die Wahrscheinlichkeitsrechnung in der 7. Klas—
se wird nach wie vor als "Kombinatorik” - die eigentlich
keine ist - betrieben, aber nicht als Wahrscheinl ich-
keitsrechnung (also als Rechnen mit wahrscheinl ichkei-
ten):

In den Beispielen wurden nicht Zahlverfahren anschau-
lich-suggdestiv dargestellt, daraus 7ihlformeln entwik-
kelt und begriindet, sondern einige wenige fertige Zdhl-
verfahren eingesetzt, wobei der Schiler oft riet, ob er
nun die Formel fir Variationen mit Wiederholung oder
doch die fir Kombinationen ohne Wiederholung anwenden
soll, und ob die Wahrscheinlichkeiten in den Zwischener-
gebnissen addiert oder multipliziert werden miissen. Die
meisten dieser BReispiele sind Anwendungen des Vertei-
lungsgesetzes der Binomialverteilung bzw. der Hypergeo-
metrischen Verteilung und der Pfadregeln, ohne dies aber
zu nutzen. Ein typisches Beispiel dazu aus (L2]:

Beispiel A: In einer Urne sind 7 weife und 11 schwarze
Kugeln. Berechne die wahrscheinlichkeit dafir, mit einem
Griff 2 weifle und eine schwarze Kugel zu ziehen |

In den ausfiihrlichen Losungen steht:

18) . 18217218

3

Anzahl der giinstigen Fdlle: Auf (%) Arten kénnen 2
weiBe Kugeln und auf 11 Arten |1 schwarze Kugel
ausgewahit werden. Cas gibt insgesamt ()11 giin-
stige Fille.

P(E)= (;)»u- 3020l . p,28

Anzahl der moglichen Fdlle: (
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Man sieht: Man rechnet nicht mit Wahrscheinlichkeiten,
sondern zdahlt bestimmte Anzahlen und setzt zum Schluf in
die LAPLACEsche Wahrscheinlichkeits:"Definition” ein.
Dabei erfolgt die Abzahlung (und deren Begriindung) vol-
lig wunanschaulich, ohne Darstellungshilfsmittel. Wenn
man schon 1in eine fertige Formel einsetzen will, dann
doch gleich in das Verteilungsgesetz der Hypergeometri-
schen Verteilung, deren Anwendbarkeit durch die Art der
Ziehung zweifelsfrei vorliegt.

Fortsetzung von Beispiel A: Durch Anwenden des Vertei-
lungsgesetzes der Hypergeometrischen Verteilung (dabei
ist X die Anzahl der weifen Kugeln, n=3, k=2, N=18,
M=7) erhalten wir:

aEest

P(X=2)= ' —mmmmmmmmm = 0,28
18
3

These 2: Die ausschliefliche Berechnung der Wahrschein-
lichkeit, mit der ein "einzelnes” Ereignis stattfindet
ohne Betrachtung der zugehorigen Verteilung, gibt ein
nur unzureichendes “feeling” flir die Wahrscheinlichkeit
dieses Ereignisses und erschwert die Interpretation des
Ergebnisses.

Schon aus der Unterstufe weifd der Schiiler, daf3 die aus-
schliefliche Angabe der Gipfelhthe eines Berges ohne
Kenntnis dariber, wie es um ihn herum ausschaut, nicht
sehr aussagekraftig ist. (Vgl. absolute und relative
Hohenangaben!) Obwohl natiirlich Wahrscheinlichkeiten in
dewissem S8Sinn schon relativ sind, ist auch hier die
Betrachtung der Verteilung in vielen Fallen unerldflich,
Insbesondere gilt dies bei Glicksspielen (Zahlenlotto),
wo viel zusehr auf den Hauptgewinn geschaut wird, obwohl
dieser unter Umstdnden iber die - viel wichtigere -
Gewinnerwartung wenig aussagt:

Zeispiel B: Herr Miller kauft (gegen besseres Wissen)
bei einer Tombola 2 der insgesamt 25 lose zu einem
Stiickpreis wvon 103S. Insgesamt gewinnen 3 Lose, und
ZWAT

{. Preis: Warenkorb im Wert von 800S

2. Preis: Warenkorb im Wert von 600 S

3. Preis: Warenkorb im Wert von 303S
Welchen Gewinn (Verlust) darf (muf) er erwarten ?

Losung: Wir ermitteln alle méglichen Ergebnisse, dann
deren Wahrscheinlichkeiten und zuletzt die jedem Ereig—
nis zugehorige Gewinnerwartung mittels zweier unter-
schiedl icher Mcdelle:
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1. Losungsweg: W’“
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-

*Gewinnerwartung®: -84
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*Gewinnerwartung': -84
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Insbesondere bei den Hypothesenprifungen erschwert die
Fixierung auf Einzelereignisse statt auf die ganze Ver-—
teilung das grundsidtzliche Verstandnis so, daf} es viel-
fach zu fatalen Mifverstdandnissen xommt. Betrachten wir
dazu das folgende

Beispiel C: Eine Fahrschule A behauptet, daf ihre Kan—-
didaten besser seien als die der Konkurrenz B, bei der
nur 50% der Kandidaten beim ersten Versuch bestanden
hitten, wihrend bel ihnen von 29 Kandidaten 14 bestan—
den hiatten.

16sung: Nehmen wir an, daf die Fahrschule A genauso gut
wire wie die anderen, daf also die Hypothese H: p=0,5
gilt. Dann ist das Ereignis X=14 (X ... Anzahl der

erfolgreichen priifungen) tatsdchlich "verdachtig”, weil
es Jja mit der vergleichsweise geringen wahrscheinlich—-
keit P(X=14)=0,036697 =3,7% eintreten sollte, aber
“dennoch” eingetreten ist. Aber: Ist dieser Vergleich
wirklich sinnvoll ? Die wahrscheinlichkeit, dieses oder
ein (fir A) noch vorteilhafteres Ergebnis zu erhalten,
ist Kkeineswegs so gering, dafl man diesen Riickschluf} als
"zwingend” betrachten sollte. Immerhin ist unter der
Annahme H: p=0,5 P(X214)=0,0576625,8% (und damit das
Ergebnis nicht signifikant). Man sieht: Die Betrachtung
"punktueller” Ereignisse ist hier unsinnig, und man
sollte dieser Betrachtungsweise daher auch nicht im Auf-
bau des Kapitels Stochastik Vorschub leisten.

These 3: Grundlegende Ideen der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung werden vielfach in Definitionen "verpackt” und so
"wegdefiniert”. Ein typisches Beispiel hiefilir ist etwa
‘die Bedingte wahrscheinlichkeit. Der Schiiler lernt sie
vielfach in Form der Definition

- P( Ai-.B)

P(A| B) )
als leere Begriffshiilse kennen. Er erkennt nicht, wel-
ches - sehr einfache - Prinzip dahinter steht, namlich

die Bildung des relativen Anteils beziiglich eines neuen
{(kleineren) Grundwerts. Gerade dieses Bildungsprinzip
kann man anhand von Baumdiagrammen lange Zeit immer wie-
der einsetzen, ohne den Begriff "Bedingte wahrschein—
lichkeit” geschweige deren formale Fassung noch themati-
sieren zu missen. Dies kann dann in einer zweiten Phase
der Formalisierung und theoretischen Absicherung gesche-

hen:
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Fortsetzung von Beispiel A: Formalisiere den durch das
Baumdiagramm vermittelten Rechengang |

Lb'sung: \ Hi!l N(H) J
2/252P(Ki Q) ™ 23/25:P(N| ©)
¥ \N
PN / \
[/24=PCK} K) 23/24=P(NI K) 2/ 24PN X) 22/24=P(Hi )
N\

u/ N K/ \n

/ N\ / \ /D / N\

/23 23/23 (/23 22723 (/23 22/23 203 1123
/ \ / \ / \ / \
¥ N H N N N N N
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Will man von Anfang an den formalen Apparat (Mengenmo—
dell und Axiomensystem von KOLMOGOROFFgastérker beto—-
nen, so empfiehlt sich anstelle von Baumdiagrammen die
Verwendung von Vierfeldertafeln (vgl. L31).

Mein Resiimee aus diesem Sachverhalt:

- Kombinatorik in der bisherigen Form ist wenig zweck-
miBig und entspricht auch nicht den Intentionen des
Neuen Lehrplans.

~ Zunachst sollte naiv-anschaulich das Denken mit
Baumdiagrammen strukturiert und (anschaul ich* sugge-
stiv) systematisiert werden.

-~ Auf dieser Grundlage konnen dann (aber miissen nicht
unbedingt) Zahlformeln entwicklet werden. (Man veran-—
schaul icht und entwickelt z.B. die Fldchenformel des
Recktecks auch nicht an einem Reckteck mit den Abmes-
sungen 511:704, sondern an einem einfachen, lberschau-
baren Fall wie 423, und leitet erst dann eine allge-
meine Formel her.)

- Dabei entsteht der Verteilungsaspekt sozusagen von
selbst. Das Verteilungsgesetz der Verteilungsgesetze
(der Binomialverteilung, Hypergeometrische Verteilung,
geometrische Verteilung) muf3 jedenfalls in einem eige-
nen Abstraktionsschritt entwickelt werden.

- Dieser Ubergang von “punktuellen” Ereignissen zu
“Intervallereignissen” ist nicht nur fiir die Hypothe-
senprifung entscheidend, sondern auch fiir den Ubergang
zu stetigen Zufallsvariablen (in der 8. Klasse).
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- Grundlegende Ideen und Ansdtze sollten immer mit-
schwingen und immer wieder bewuf@t gemacht werden. Die
Einbringung von grundlegenden Ideen durch rein formale
Definition wvon Begriffen dient der logischen Fundie-
ru (Axiomatisierung), aber nicht der psycholo%éschen
Fundierung (Genese) der Bedriffe. So ist der griff
"Unvereinbarkeit” bei einem Baum als Fallunterschei-
dung selbstverstidndlich, wdahrend sie im Mengenmodell
(im giinstigsten Fall motiviert) erst in der Form
AnB={ definiert werden muf3. Bedingte Wahrschein-
lichkeit und "Begiinstigungen” sind am Baumdiagramm
beim Ziehen mit bzw. chne Zuriicklegen schon auf infor-
maler Ebene verfiligbar und darstellbar. Der fir die
formale Anwendung der Produktregel notwendige Bedriff
der Unabhidngigkeit braucht zundchst nicht behandelt
werden. (Und wenn er Dbehandelt wird, so in einer
inhaltlich sinnvollen Weise, weil Baumdiagramme einen
"verniinftigen”, inhaltlich motivierten Versuch
beschreiben. Vgl. das beriihmte Beispiel zur Abhangig-
keit von Storchlandungen und Geburten; stochastisch
abhingig heifit eben nicht (unbedingt) kausal abhan-—
gig.) Auch die Idee der Bedingten Wahrscheinlichkeit
mufd nicht erst durch kiinstliche (hypothetische) Frage-
stellungen (z.B. wenn man schon weif3, daB...) ins
Spiel gebracht werden.

Aus diesem Anlie%en heraus ergibt sich (aus meiner per-
stnlichen Sicht folgderichtig z.B.) ein Lehrgang, wie er
in [L1) verwirklicht wurde. Der Leser ist aufgefordert
nachzupriifen, daf8 - und wie - die obigen Gedanken und
Intentionen in diesen Lehrgang Eingang gefunden haben.
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