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Ein intuitiver Zugang zur bedingten Wahrscheinlichkeit

Manfred Borovcnik, Klagenfurt

1. Stochastisches Denken

Unterrichtliche Bestrebungen

Relevante Anwendungen. Im Unterricht und in der Lehrplandiskussion wird
die Wahrscheinlichkeitsrechnung heute wieder zuriickgedringt. Das hat seine
Griinde. In der jlingsten Vergangenheit hat man sich intensiv mit der Eigen-
art der Begriffe, insbesondere des Wahrscheinlichkeitsbegriffs selbst ausein-
andergesetzt; allerdings mit bescheidenem Erfolg. Nun mdchte man nicht
mehr so viel Zeit fruchtlos opfern, noch dazu, wo man sich in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung lange nur mit Gliicksspielen befafit. *"Wiirfelbudenma-
thematik’ wird das auch abschitzig genannt. Man méchte vielmehr ganz
direkt zu wirklich relevanten Anwendungen vorstoBen, und die gibt es im
Zusammenhang mit Beurteilender Statistik in Hiille und Fille.

Stochastisches Denken. Immer wieder ist dabei von der Eigenheit stochasti-
schen Denkens die Rede und davon, wie schwierig es ist, dieses zu vermit-
teln. Auch nach einem Unterricht in elementarer Wahrscheinlichkeitsrech-
nung fallen viele Personen auf die gingigen und vielfiltigen Puzzles herein.

Strategien im Unterricht. Eine Vorgangsweise fiir den Unterricht besteht
darin, den Wahrscheinlichkeitsbegriff und damit die Theorie zu vereinfachen.
Mit der Gleichwahrscheinlichkeit und der Regel ’giinstige durch mdgliche’
mufl man im Anwendungsfall nur mehr richtig abzihlen. Eine andere Strate-
gie besteht darin, mathematische Beziehungen in den Vordergrund zu stellen,
eine klare Sprache und scharf umrissene Begriffe zu verwenden. Ein weiterer
Ansatz stellt die Frage 'Was ist Wahrscheinlichkeit?’ stirker in den Vorder-
grund. Sowohl der mathematisch-kombinatorische als auch der philosophische
Ansatz neigen jedoch dazu, sich zu verzetteln.
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Arten zu Denken

Die Problematik in den Ansitzen, Stochastisches Denken im Unterricht auf-
zubauen, liegt m.E. darin, daB man die Mathematik viel zu sehr in den Vor-
dergrund riickt und das Subjekt und seine Art zu denken dadurch vernachlds-
sigt. Ich mdchte 'Stochastisches Denken’ auf eine Stufe stellen mit anderen
Ansitzen, an Probleme heranzugehen. Damit meine ich insbesondere logi-
sches und kausales Denken.

Logisches Denken. Dabei geht es um eine klare, hierarchische Ordnung von
Bezichungen zwischen Begriffen. Das macht es méglich, da man z.B. einen
ganzen Apparat von Theorie durch einige wenige, grundlegende Eigenschaf-
ten kennzeichnen kann. Fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung sind das die
Kolmogoroff-Axiome und der Begriff der Unabhingigkeit, der in einer Defi-
nition festgehalten wird. Alle anderen Eigenschaften von Wahrscheinlichkeit
kann man dann innerhalb der mathematischen Theorie ableiten. Wenn man
sich vom logischen Standpunkt iiber Wahrscheinlichkeit orientieren will,
braucht man nur diese Eigenschaften anzuschauen und sieht daran, worin
sich die Wahrscheinlichkeit z.B. von einem gewdhnlichen Flicheninhaltsmaf
unterscheidet.

Kausales Denken. Es geht hiebei darum, daB man ganz genau auslotet, wie
die Versuchsbedingungen beschaffen sein miissen, damit eine ganz genau
bestimmte Folgeerscheinung eintritt. Ein Versuchskomplex hat eine wohldefi-
nierte Folge. Wenn man z.B. einen Stein bestimmter Masse aus einer ganz
bestimmten Héhe im Schwerefeld der Erde losldft, so kann man vorhersa-
gen, welche Geschwindigkeit dieser Stein nach einer festgelegten Zeitspanne
haben wird. Wenn man dann mit anderen Gegenstinden wie z.B. Porozell
oder einem Federkleid experimentiert, so kann man sehen, dal man die Ver-
suchsbedingungen noch nicht vollstindig kontrolliert; der Luftwiderstand und
Luftbewegungen wie Wind spielen dann eine Rolle. So hat man mehr tber
die relevanten Versuchsbedingungen erfahren; genau darum geht es bei kau-
salem Denken.
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Stochastisches Denken. Diese Art zu Denken geht z.T. an diesen physikali-
schen Beziehungen vorbei. Ich mdchte das am Beispiel des Miinzwerfens
erliutern. Betrachtet man Miinzwerfen als physikalisches Experiment, so hat
man zu untersuchen, unter welchen Bedingungen die Miinze auf 'Kopf” lan-
det: Neigungswinkel, Anfangsgeschwindigkeit, Spin etc. Stellen wir dann die
Versuchsbedingungen wirklich her, so wird die Miinze immer auf 'Kopf
landen. Wir kdnnen dann das Ergebnis eines Miinzwurfes sicher vorhersa-
gen.

Im Gegensatz dazu begniigt man sich in der Stochastik mit einer bloBen Ge-
wichtung der Mdglichkeiten Kopf oder Zahl. Man nimmt auf die Physik nur
insofern Bezug, als man voraussetzt, daB die Miinze physikalisch sym-
metrisch ist und daB der Werfer nicht versucht, das Ergebnis in irgendeiner
Form zu kontrollieren oder gar zu mogeln. Der einzelne Minzwurf ist ge-
nauso wie im physikalischen Experiment nur ein Fall fiir das allgemeine
Gesetz. Anders als beim kausalen Denken geht man aber nicht auf die Vor-
aussage des konkreten Ergebnisses los, sondern man begniigt sich damit,
Gewichte fiir die Moglichkeiten anzugeben; aus diesen sogenannten Wahr-
scheinlichkeiten kann man dann ’irgendwie’ eine Orientierung fiir das Pro-
blem erhalten (welchen Einsatz man zahlen soli 0.4.).

Ich meine, da man im Unterricht trotz Meta-Betrachtungen und wegen der
Uberbetonung der Mathematik geradezu auf diese Unterschiede und die Her-
ausarbeitung der zugrunde liegenden Denkart 'vergessen’ hat. Der Ansatz,
mit Wahrscheinlichkeiten ein Problem anzupacken, ist ein ganz anderer als
etwa mit logischem Denken oder mit kausalen Betrachtungen. Das heifit aber
nicht, daB nicht doch so manches logisch geordnet ist; z.B. ist die Mathema-
tik der Wahrscheinl‘ichkeitsrechnung selbst logisch geordnet. Auch kausale
Betrachtungen spielen bei Wahrscheinlichkeiten eine Rolle, aber eine andere
als die {ibliche. Die vorhandenen Uberschneidungen zwischen den Denkansiit-

zen fihren zu MiBverstindnissen.
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Begriffliches Denken und bedingte Wahrscheinlichkeit

In der Folge mochte ich einige Beispiele vorstellen, die zeigen sollen, daf
man so ganz direkt nicht zur Beurteilenden Statistik vordringen kann, ohne in
der Wahrscheinlichkeitsrechnung ein bestimmtes MaB an begrifflichem Den-
ken aufzubauen, es sei denn, man verzichtet auf ein tiefergreifendes Ver-
stindnis. Die Beispiele haben allesamt mit dem Schliisselbegriff der bedingten
Wahrscheinlichkeit zu tun.

Umkehrung der zeitlichen Reihenfolge. Eine Urne hat vier Kugeln, zwei
weiBe und zwei schwarze. Zieht man zweimal hintereinander, so kann man
sich in der ’Vorwirts’-Richtung leicht orientieren. Die erste Kugel ist, an-
genommen, 'weiB’, kurz W,. Bedingt darauf ist die neue Wahrscheinlichkeit
fiir eine weife Kugel beim zweiten Zug, abgekiirzt W,, anzugeben. Wird die
Urne wieder aufgefiillt, so hat man |
W(W,| W) =1%;
wird die gezogene Kugel nicht wieder zuriickgelegt, so hat man
W(W,| W) =14

Man kann nun Ereignis und Bedingung von der zeitlichen Reihenfolge loslo-
sen, also z.B. nach der Wahrscheinlichkeit W(W,|W,) fragen; d.h. die Be-
dingung ist 'weiB beim zweiten Zug’, das zu beurteilende Ereignis ist 'weif
beim ersten Zug’. Allein die Umkehrung der zeitlichen Reihenfolge verwirrt
viele; wieso sollte man die erste Kugel verstecken, dann die zweite anschau-
en und dann eine Wahrscheinlichkeitsaussage iber etwas machen, was sich
schon lingst ereignet hat. Die Problematik liegt jedoch tiefer, denn es kommt
zu einer Uberschneidung mit kausalen Denkweisen. Dies wird auch in der
einschligigen empirischen Forschung berichtet; ich Habe &hnliche Erfahrun-
gen aus Interviews mit Studenten.

Im kausalen Sinn ist der erste Zug vom zweiten Zug unabhingig. Wie soll
denn die Farbe der spiter gezogenen Kugel die Farbe der friher gezogenen
beeinflussen? Wegen der kausalen Unabhiingigkeit nehmen viele Personen an,
daf die gefragte Wahrscheinlichkeit wohl nur dadurch beeinflut werden

kann, wie.die Urne anfangs belegt war; da waren vier Kugeln, zwei davon
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weiB, also muB gelten W(W,| W,)=2/4. Es ist intuitiv schwer zu akzeptieren,
daB bedingte Wahrscheinlichkeiten nichts mit der zeitlichen Reihenfolge zu
tun haben. Das Ereignis, das als Bedingung steht, muB nicht zeitlich friher
sein als das Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit bewertet werden soll.

Mit diesem Beispiel kann man weiters sehr gut zeigen, dal die Heuristik,
Wahrscheinlichkeiten durch eine geeignete Urne darzustellen, ithre Grenzen
hat. Wenn man iber Wahrscheinlichkeiten spricht, so sind Urnen zunichst
ein gutes Medium, um iberhaupt die Situation zu beschreiben und um den
zahlenmiBigen Wert der Wahrscheinlichkeit mitzuteilen. Eine Miinze ist etwa
ein Mittel um auszudriicken, daB zwischen zwei ’Gegnern’ eine faire Ent-
scheidung herbeigefiihrt werden soll, die keinen benachteiligt. Man muf} aber
darauf achten, daB Wahrscheinlichkeiten unabhingig von solchen ’Medien’,
iber die man sie darstellen kann, einen Sinn machen. Wenn man in der Vor-
wirtsrichtung des Beispiels denkt, so hat man bei jedem Zug eine neue Ur-
nenbelegung und damit problemlos die gesuchte Wahrscheinlichkeit; in der
Riickwirtsrichtung versagt diese Heuristik, man hat keine Urne fir die ge-
suchte Wahrscheinlichkeit

Ursachen und Indizien. In diesem Beispiel geht es um die Bewertung von
Indizien oder indikativer Information. Das kann vor Gericht sein, wo Indizien
kliren sollen, ob ein Angeklagter schuldig ist oder nicht, oder bei der Dia-
gnose von Krankheiten, wo der Arzt sich aufgrund von Bluttests oder Ront-
genbefunden ein Bild machen muf, ob der Patient eine bestimmte Krankheit
hat oder nicht. Ich méchte den Sachverhalt der Diagnose von Krankheiten
ndher erldutern.

Eine Person kann,.im vereinfachten Fall, eine bestimmte Krankheit X haben
oder gesund sein, was mit G abgekiirzt wird. Es wird ein ganz bestimmter
Bluttest durchgefiihrt, der zu einem positiven (P) oder negativen (N) Resultat
fihren kann. Das folgende Baumdiagramm gibt einen Uberblick iber die
Situation.
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0.96 P
K
0.005
0.04 N
0.10 P
0.995
G
0.90 N

Dieser Bluttest sei unter Kranken stark gehiduft positiv, 0.96 sei die bedingte
Wahrscheinlichkeit dafiir; unter Gesunden sei er entsprechend hiufig negativ,
0.90 sei die entsprechende bedingte Wahrscheinlichkeit. Die bedingten Wahr-
scheinlichkeiten, ausgehend von einem Zustand Z zum Beobachtungsbefund
B,

W(B|2),

konnen kausal gedacht werden, auch wenn die Folge, das ist der Beobach-
tungsbefund, durch den Zustand nicht eindeutig festgelegt wird; MeBunge-
nauigkeiten, Beobachtungsfehler etc. kdnnten dafiir verantwortlich sein.

Verwendet man den Beobachtungsbefund B zu einer neuen Bewertung, ob die
Person krank oder gesund ist, so braucht man dazu die umgekehrte Wahr-
scheinlichkeit. Aus der Bayes-Formel erhélt man:

W(K|P)=0.046, W(G|N)=0.9998.

Diese umgekehrten bedingten Wahrscheinlichkeiten kann man nicht kausal
sondern nur indikativ auffassen; ein bestimmter Blutbefund hat nicht ursich-
lich zur Folge, daB die betreffende Person krank oder gesund ist. Man kann
diese umgekehrten bedingten Wahrscheinlichkeiten nicht umgehen: Ist diese
Wahrscheinlichkeit fiir K nicht schon sehr grof, so mufl der Arzt doch weite-
re Untersuchungen vornehmen, bevor er eine komplizierte Operation bzw.
eine Behandlung mit der Gefahr von Nebenwirkungen vornimmt; umgekehrt,
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wenn diese Wahrscheinlichkeit fiir X klein genug wird, so muB er einmal die
Untersuchungen abbrechen.

In der Vorwirtsrichtung konnen die bedingten Wahrscheinlichkeiten kausal
interpretiert werden, in der Richtung von Befunden zu Zustinden nur als
Hinweis. In empirischen Untersuchungen zum Wahrscheinlichkeitsverstindnis
hat sich gezeigt, da} viele Personen kausal interpretierbare Wahrscheinlich-
keiten viel eher akzeptieren und in ihre Uberlegungen einbeziehen als indika-
tive, die oft Uberhaupt nicht beachtet werden. 'Kausale’ Wahrscheinlichkeiten
werden hidufig auch zahlenmiBig iiberschitzt.

Verschiedene Fehlerarten beim statistischen Testen. Ich mdchte das Dia-
gnosebeispiel von vorhin beniitzen, um die Grundproblematik beim statisti-
schen Testen in vereinfachter Form darzustellen. Als ein statistischer Test
aufgefafit, hat die beschriebene Situation folgende Deutung: Zu Testen ist die
Nullhyphothese H,: 'Person ist gesund’ gegen die Alternative H,: 'Person hat
Krankheit K’. Aufgrund von Daten in Form des Blutbefundes hat man zu
entscheiden, ob die untersuchte Person als krank oder als gesund anzusehen
ist; d.h., ob H, abgelehnt oder nicht abgelehnt werden soll. Der Einfachheit
halber soll der vorliegende Blutbefund die alleinige Basis dieser Entscheidung

sein.

Ist die Person gesund und erhalten wir einen positiven Befund, so lehnen wir
die richtige H, zu Unrecht ab; das ist ein Fehler 1. Art, die Wahrscheinlich-
keit fir diesen sogenannten a-Fehler betrigt mit den Daten von oben
2=0.10. Ist die Person krank und erhalten wir dennoch einen negativen
Befund, so wird die falsche A, zu Unrecht nicht abgelehnt, das ist ein Fehler
2. Art, die Wahrscheinlichkeit fiir diesen 8-Fehler betrigt §=0.04. Fehler 1.
und 2. Art sind demnach bedingte Wahrscheinlichkeiten. Noch mehr: Die
wirklich wichtigen Fragen kann man damit nicht beantworten. Wie wahr-
scheinlich ist eine falsche Zuordnung? Damit ist gemeint, daB8 bei Vorliegen
eines positiven Befundes die Person dennoch gesund ist, sie also filschlich
als krank eingestuft wird,

WG| P)=a’;
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fillt der Befund negativ aus und die Person hat dennoch K, was bedeutet, dafl
die Person trotz Untersuchung als K unerkannt bleibt; die Wahrscheinlichkeit
dafir ist

W (K|N = B
Mit den Daten des Beispiels ergibt sich @’ = 0.954 bzw. g’ = 0.0002. Diese
bedingten Wahrscheinlichkeiten einer falschen Zuordnung sind nicht mit dem
a- und p-Fehler identisch, wie hdufig angenommen wird, weil unzuléssig

W (A|B) mit W (B|A)

gleichgesetzt wird.

Das Beispiel lehrt: i) Die Fehlerwahrscheinlichkeiten « und B sind bedingte
Wahrscheinlichkeiten. ii) Die Wahrscheinlichkeiten fiir eine falsche Zuord-
nung &’ und B’ sind ebenfalls bedingte Wahrscheinlichkeiten, es gilt o’ # a
und B’# B. iii) Die mittlere Fehlerrate ¢ des Diagnoseverfahrens ist ein ge-
wichteter Mittelwert aus « und B:

¢ = a. WG + B.W(K) = 0.0997.

Die bedingten Wahrscheinlichkeiten «’, f° und die Wahrscheinlichkeit ¢ kann
man nur berechnen, wenn man vorweg eine Wahrscheinlichkeit fiir die Zu-
stinde K und G, das sind die Hypothesen in dieser Einkleidung, verniinftiger-
weise festlegen kann. Dies fiihrt zu einer verinderten Herangehensweise, die
derzeit in den Anwendungen stirkere Beachtung findet, die aber viele Proble-
me aufwirft, weil man nicht immer zuverlissige Information fiir die Wahr-
scheinlichkeiten fiir die Hypothesen auftreiben kann. Ohne bedingte Wahr-
scheinlichkeiten kann man die geschilderten Probleme gar nicht ansprechen.

Rl

2. Chancenverhiltnisse

Chancenverhdlinis und Wahrscheinlichkeit

Grad des Vertrauens und Wetten. Es gibt verschiedene Deutungen des
Wahrscheinlichkeitbegriffs, nidmlich als relative Haufigkeit, als Anteil in




- 52 .

symmetrischen Situationen oder als Grad des Vertrauens. Je mehr Vertrauen
man in eine unsichere Sache E hat, desto eher erwartet man, daf sie zutrifft,
daBl E wahr ist; desto mehr kann man bei einer Wette darauf riskieren. Das
Vertrauen kann auch auf der Erfahrung von relativen Hiufigkeiten beruhen,
oder auf der Information iiber Anteile und den Umstand, daB zufillig ausge-
wihlt wird; insofern schlieBen die verschiedenen Deutungen einander nicht
aus. Allerdings soll diese Deutung gerade fiir jene Fille dienen, in denen
man iber keine direkt ’objektivierbare’ Information verfiigt. Gemessen wer-
den solche Wahrscheinlichkeiten iiber die Bereitschaft des Individuums, Wett-
einsdtze zu akzeptieren.

Gewinnquoten. Ist E ein Ereignis in einer ungewissen Situation. Ein Spieler
wettet gegen die Bank; er gewinnt, falls £ zutrifft, er verliert, falls E nicht
zutrifft, Fir W(E) nennt man den Quotienten

W(E) : W(E)

das Chancenverhiltnis (man spricht auch von Chancen oder Odds) von E
gegen E. Fiir W(E)=1/6 hat man ein Chancenverhiltnis von 1/6 : 5/6 = 1:5;
die Chancen stehen fiir die Bank fiinfmal so gut wie fiir den Spieler. Chan-
cenverhdltnisse werden dazu verwendet, die Gewinnquoten auszuhandeln.
Der Spieler sollte in diesem Fall fiir sein hoheres Risiko im selben Verhiltnis
in Geld entschddigt werden; sein Nettogewinn sollte also fiinfmal so hoch
sein wie sein Einsatz,

Chancenverhiltnis 1

05
12

Gewinnquoten 5 Kehrwert der Chancen

Messung der Wahrscheinlichkeit. Zwischen Chancenverhiltnis und Wahr-
scheinlichkeit besteht formal ein eindeutig umkehrbarer Zusammenhang, aus
den Chancen kann man leicht auch auf die damit verbundene Wahrscheinlich-
keit zuriickrechnen. Stehen die Chancen fiir E auf a:b, so gilt

a

WE) = a+b

o T AR L A
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Dieser Zusammenhang wird auch zur Messung der subjektiven Wahrschein-
lichkeit beniitzt. Akzeptiert eine Person z.B. gerade noch die Gewinnquoten
von 5:1, so stehen die Chancen 1:5 und damit betrdgt die Wahrscheinlichkeit
1/(14+5) = 1/6 fiir das Ereignis E, auf das gewettet wird.

Chancenverhaltnis und Wert einer Werte

Preis x Menge. Je mehr man kauft, umso mehr hat man proportional zu zah-
Jen, sicht man von Preisnachldssen ab. Im Wirtschaftsleben gilt vereinfacht

Endpreis = Preis/Einheit x Einheiten

Durch Analogie zum Preis wirtschaftlicher Giiter soll der Begriff "Wert einer
Wette' aufgebaut werden. Im wesentlichen soll dadurch der Zusammenhang
zwischen Gewinnquoten und dem Chancenverhiltnis intuitiv belegt werden.

Gewinn x Einheiten an Sicherheit. Der Wert einer Wette soll wie der Preis
einer Ware behandelt werden. In dieser Analogie ibernimmt der (Netto)Ge-
winn des Spielers bzw. der Bank die Rolle des Preises pro Einheit. Eine
Einheit bedeutet absolute Sicherheit; dann bekime man den gesamten Preis
und briuchte das Ergebnis gar nicht abzuwarten. Von dieser Ware Sicherheit
hat man jedoch nur einen Bruchteil (vor der Wette). Bei der obigen Wette
auf E seien nun Quoten, das sind Preise/Einheit von z.B. 2:1 vereinbart. Da
die Chancen fiir den Spieler auf 1:5 stehen, hat der Spieler an der Ware nur
einen Teil, die Bank hingegen 5. Geht er die Wette ein, so betrdgt der Wert
der Wette fiir ihn 2 x 1 = 1, fiir die Bank jedoch 1 x 5 = 5.

Der Wert der Wette ist gleichzeitig das Angebot der Bank, ihn zur Wette zu
verlocken; der Wert der Wette fir die Bank ist glexchzemg das Angebot des
Spielers an die Bank. In diesem Fall bietet der Spleler 35S gegen 1S der
Bank, er sollte die Wette nicht akzeptieren. Der Spieler sollte vielmehr bes-
sere Quoten verlangen, damit das Angebot der Bank seinem Angebot gleicht,
damit der Wert der Wette. fiir beide Partner gleich ist. Das geht nur, wenn
die Quoten der Kehrwert des Chancenverhéltnisses sind.
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Versicherungsprimien. Der Abschlul einer Versicherung kann auch als
Wette auf ein Schadensereignis gedeutet werden, der Versicherungsnehmer
wettet darauf, daB der Schadensfall eintritt. Stehen die Chancen fiir dieses
Ereignis gegen das sich der Versicherungsnehmer schiitzen will, auf 1:1000,
so sollten die Quoten mit 1000:1 festgesetzt werden. Ist die Zahlung im Ver-
sicherungsfall der Einfachheit halber mit 100.000 festgelegt, so ist die Pri-
mie, ohne Beriicksichtigung von Spesen und Gewinn der Gesellschaft, mit
100S zu bemessen.

Chancenverhdalinis und Erwartungswert

Faires Spiel. Bietet ein Gliicksspiel keinem der Spielpartner einen Vorteil, so
wird es fair genannt. Ublicherweise legt man ’keinen Vorteil’ durch den
Erwartungswert fest. Beschreibt die Zufallsvariable G den Gewinn (netto), so
ist das Spiel fair, wenn E(G)=0. Ein Chancenverhiltnis von 1:5 und Ge-
winnquoten von 5:1 bedeuten aus der Sicht des Spielers

E E

Nettogewinn G 5 -1
Wahrscheinlichkeit 176 5/6

Also ist E(G) = 5-1/6+(-1)-5/6 = 0. Das zeigt, daB die Berechnung der
Einsdtze (Quoten) nach dem Kehrwert der Chancen zum selben Resultat
fiithrt, wie die Bedingung des fairen Spiels nach dem Erwartungswert.

Chancenverhiiltnis gibt dem Erwartungswert Sinn. Der Erwartungswert ist
ein Richtwert fiir das, was in einer lingeren Spielserie durchschnittlich zu
erwarten ist, flir ein einzelnes Spiel bleibt seine Deutyng obskur. Die Berech-
nung der Gewinnquoten hingegen ist durch die Analogie zum Wert einer
Wette auch fiir ein einzelnes Spiel sinnvoll. Durch die angesprochene Bezie-
hung zwischen Erwartungswert und Gewinnquoten hat man gleichzeitig eine
inhaltliche Begriindung und Deutung fiir den Erwartungswert.

Erwartungswert gibt Chancenverhiltnissen Sinn. Es soll nicht argumen-
tiert werden, daf die eine oder die andere Deutung von Wahrscheinlichkeit
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grundlegender in dem Sinn wire, daB man auf ihr alle anderen Deutungen
aufbauen kann. Diese verkiirzende Sichtweise ist bei der Vielschichtigkeit der
Begriffe nicht zielfiihrend. Vielmehr sollen die Beziehungen zwischen ver-
schiedenen Deutungen insgesamt ein Geflecht ergeben, auf dem man den
damit verbundenen Wahrscheinlichkeitsbegriff besser verstehen kann. Wenn
die Analogie mit dem Wert einer Wette nicht {iberzeugt, kann man sie durch
die Bezichung von Chancenverhiltnissen zum Erwartungswert abstiitzen.
Damit kommt man vom Erwartungswert, der zunichst nur fir Spielserien
einen Sinn macht, auf eine Gréfe, die auch fiir ein einzelnes Spiel anwendbar
ist; man kann also den Erwartungswert auch fiir die Bestimmung der Ein-
sitze aus einem Spiel heranziehen. Sind mehrere Spielausginge mdglich,
wird die Analogie zur Wette sehr umstindlich, der Erwartungswert 138t sich
sehr einfach anpassen und erscheint als Rechenvereinfachung unumginglich.

3. Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Einfiihrung der bedingten Wahrscheinlichkeit mit Chancenverhdltnissen

*Herleitung’. Fir W(I)#0 definiert man die bedingte Wahrscheinlichkeit von
E durch

WED = E\%’l

Eine einschrinkende Information I macht eventuell eine Neubewertung der
Wahrscheinlichkeit von E erforderlich. Es gibt verschiedene Wege, die be-
dingte Wahrscheinlichkeit im Unterricht einzufihren, abgestimmt auf die
jeweilige Deutung von Wahrscheinlichkeit, die man vorzieht. Mit *Wahr-
scheinlichkeit als Anteil’ spricht man von anteiliger Chance von £ in /. Hier
sollen bedingte Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe von Chancenverhiltnissen
"hergeleitet” werden. Wettet man auf E, so bestimmt das Chancenverhiltnis
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W(E) : W(E)

die Quoten. Tritt eine neue Information 7 als sichere Basis zum Kenntnisstand
hinzu, so ist es zwar noch immer eine Wette auf E, jedoch ist es sinnvoll die
Quoten aus dem neuen Chancenverhiltnis

W(EA) : WEN)

zu berechnen, 7 ist ja aufler Streit gestellt. Vom Chancenverhiltnis erhilt man
nun die neue Wahrscheinlichkeit von E:

W(EN) _ W(EAD)
W(EN) + W(END) W(I)

W(E|D =

Die Multiplikationsregel ist lediglich eine Umschreibung der letzten Formel.
In diesem Zusammenhang ist bedingte Wahrscheinlichkeit ein Satz, nicht eine
Definition. Das hidngt damit zusammen, daB man in der iibergeordneten
Theorie von Wahrscheinlichkeit andere Axiome iiber rationales Verhalten
festsetzt und daher alle Kolmogoroff-Axiome beweisbare Sitze werden. Die
Theorie ist jedoch im wesentlichen mit der iiblichen Theorie identisch; nur
die Beurteilende Statistik ist verschieden.

Unabhingigkeit. Sind neue und alte Chancen gleich, so ist die Information /
fir die Bewertung von E irrelevant; die Gewinnquoten dndern sich daher
auch nicht. Unabhéngigkeit ist ein schwieriger Begriff; die iiblichen Motiva-
tionen gleiten oft ins Mystische ab: Fehlende kausale Zusammenhinge sind
ein Argument fiir das Anwenden der stochastischen Unabhingigkeit. Wenn-
gleich das manchmal gut paBt, die Begriffe sind gar micht deckungsgleich.

Gesetz der Serie. Nach einer lingeren Serie von z.B. 12-mal ’rot’ am Rou-
lette-Tisch diskutieren Spieler leidenschaftlich, ob nun die Wahrscheinlichkeit
von ’schwarz’ in der nichsten Runde gréBer oder kleiner geworden ist. Falls
es eine Anderung der Wahrscheinlichkeit gibe, hitte das Casino es bemerkt;
es hitte weniger Gewinne gemacht. Dann hitte es aber die Gewinnquoten
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zufolge der neuen Chancen gedndert. Das Casino hatte aber keinen Anlafl
dazu. Eine Serie von 12-mal ’rot’ verindert die vereinbarten Gewinnquoten
(Verhiltnis von Gewinn zu Einsatz) nicht; Spieler titen gut daran, sich keine
Verbesserung ihres Wertes der Wette einzubilden.

Chancenverhdltnisse erleichtern Umgang mit bedingten Wahrscheinlichkeiten

Umkehrung der zeitlichen Reihenfolge. Es geht wieder um die Urne mit
zwei weiBen und zwei schwarzen Kugeln; aus dieser wird zweimal ohne
Zuriicklegen gezogen. Bei der Wette auf W, auf der Basis W, (*vorwirts’) hat
man das Chancenverhiltnis

W(WiaW)) : W(W,5)),

bei der Wette auf W, auf der Basis W, ('riickwirts’) hat man das Chancen-

verhiltnis .
W(W AW, : W(S,aW).

Die Wahrscheinlichkeit der gemischten Serie, das sind die rechten Seiten in
den jeweiligen Verhiltnissen, sind gleich; es kommt nicht darauf an, ob man
die weifle zuerst und dann die schwarze Kugel zieht oder ob dies umgekehrt
ist. Daher sind die Chancenverhiltnisse in der Riickwiérts- und in der Vor-
wirtsrichtung genau gleich. Man erhilt riickblickend genau dieselbe Informa-
tion aus der Farbe der gezogenen Kugel wie vorausblickend, wo man kausale
Beziige durch die neue Belegung der Urne hat.

Ursachen und Indizien. Die folgenden Uberlegungen schlieBen an das Dia-
gnose-Beispiel an. Die alten Chancen, vor dem Befund, sind:

WE : WG) = 1:199 = 1:200

Die neuen Chancen beziehen sich auf den Befund P:
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1 96 1
W(KAP) : W(GAP) = 0.005:096 : 0995:0.10 =—" — = —
( ) ( ) 200 10 20

Das entspricht einer Wahrscheinlichkeit von (exakt) 0.046. Die Pfade im
dazugehorigen Baumdiagramm, die zu Befund P fiihren, sind also im Ge-
wicht zueinander abzuwigen, damit man das neue Chancenverhiltnis erhilt:
Verhiltnis der 1. Kanten x Verhiltnis der 2. Kanten
oder
alte Chancen x Trennkraft
Im Beispiel hat man

1 96

—_— X —

200 10

Die alten Chancen geben die Einschitzung, wie sehr man in Erwédgung zieht,
daf die Person krank ist, ohne daB man den Befund beriicksichtigt. Die
Trennkraft ist eine wichtige Kenngrofle der Untersuchungsmethode; sie gibt
an, wieviel hdufiger der Befund P bei Kranken als bei Gesunden auftritt; im
Beispiel ist die Trennkraft rund 10:1. Erst die Kombination von alten Chan-
cen und Trennkraft ergibt eine Neubewertung der Chancen fiir die Zustinde
K und G. Fragen, die dabei auftauchen, sind etwa: Warum sind die alten
Chancen fiir X so niedrig bemessen? Kann man ein Verfahren verwenden,
das eine bessere Trennkraft hat? Wie ist die Trennkraft bei negativem Be-
fund?

Diese Fragen im Zusammenhang mit Chancencenverhdltnissen bestimmen
eine Strukturierung des Problems hin zu einer Art Denken in Informationen.
Es ist nicht mehr wichtig zu unterscheiden, ob man von Zustinden zu mégli-
chen Befunden oder umgekehrt schlieft. Daher 16st sich das Problem mit der
kausalen Deutung der bedingten Wahrscheinlichkeiten auf. Es geht nur mehr
darum, ob man eine gegebene Information als Indiz verwenden kann, ob sie
also die bedingte Wahrscheinlichkeit verdndert oder nicht: Ist ein positiver
Befund z.B. cine geeignete Information, um die Wahrscheinlichkeit fiir
’krank’ nach oben zu verdndern und wie gut ist diese Information? Da nun
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auch die Ausgangswahrscheinlichkeit fir K und G offen einer Bewertung
unterliegt, verliert die neue Wahrscheinlichkeit fiir ’krank’ auch einen weite-
ren 'deterministischen’ Aspekt: W(K) ist nicht eindeutig, nicht unveréinder-
bare Eigenschaft des Patienten, sondern lediglich das Ergebnis einer wohl-
iiberlegten Bewertung aller Vorweg-Information iiber diese Person. Das
gleiche gilt auch fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit W(K| P).

Fehler beim Testen. Uber die verschiedenen Fehler, die weit {iber den «-
und B-Fehler hinausgehen, wurde schon berichtet. Die Einkleidung im Dia-
gnosebeispiel sowie die Verwendung von Chancenverhiltnissen und dem
Begriff Trennkraft macht deutlich, da$ bei einem Testproblem verschiedene
Qualititen von Information vorliegen. Der Kenntnisstand tiber Zustinde (Hy-
pothesen) vorweg fihrt zu Ausgangschancen; dieser Kenntnisstand wird im
gewdhnlichen Testverfahren nicht einbezogen. Nur indirekt einbezogen wird
die Trennkraft des Befundes. Indirekt deswegen, weil bei Einhaltung eines
bestimmten a-Fehlers und Optimierung des B-Fehlers der ibliche Test die
Trennkraft von Befunden bestméglich ausnutzt. Die tatsichliche Trennkraft
wird allerdings nicht interpretiert. Man beschrinkt sich auf a- und B-Fehler.
Wichtige Eigenschaften von Testverfahren sind nur mit bedingten Wahr-
scheinlichkeiten zu erfassen. Chancenverhiltnisse und der Diagnose-Kontext
konnen helfen, elementare MiBverstindnisse zu vermeiden.

Chancenverhdltnis und Bayes-Formel

Die Formel. Die Herleitung der bedingten Wahrscheinlichkeit fiihrt auch
schon zur Bayes-Formel, wenn man im neuen Chancenverhiltnis die Wahr-
scheinlichkeit fiir die Und-Aussagen nach der Multiplikationsformel auflost.
Eine neue Information / veridndert die Chancen zu

W(EAD : WEN) = W(E) WU|E) : WE) W(J|E)

Das wiederum ist gleichwertig zu
Das ist lediglich eine Umskalierung des Chancenverhiltnisses. Man kann die
Beziehung wie folgt lesen:
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WE) WD .
WE WdIE)

neues Chancenverhdltnis = altes Chancenverhiltnis x Trennkraft

Je groBer das alte Chancenverhiltnis, je groBer die Trennkraft, desto groBer
das neue Chancenverhiltnis. Die Bayes-Formel mit Wahrscheinlichkeiten
anstelle von Chancen ist kompliziert in Gestalt, sie ist schwerer herzuleiten
und sie stellt eine komplizierte Beziehung zwischen alter Wahrscheinlichkeit
W(E) und neuer, bedingter Wahrscheinlichkeit W(E|/) dar. Die Trennkraft
selbst, eine wichtige Gréfe zur Beurteilung, taucht nicht explizit auf. Das
macht die Bayes-Formel und Probleme, die damit bearbeitet werden, so
schwierig. Die Darstellung mit Chancenverhéltnissen fordert auch die ange-
sprochene Art des Denkens in Informationen.

Diagnosebeispiel. Die Eingangsdaten seien wie folgt abgeindert. Alte Wahr-
scheinlichkeit, krank zu sein, sei gleich 0.1%; ein Bluttest erkennt Kranke
mit Sicherheit 0.99, er stuft durchschnittlich 5% der Gesunden filschlich als
positiv ein. Das neue Chancenverhiltnis bei positivem Befund ist daher

1 .099 1 20 1

— — s—

999 005 1000 1 50

Das Chancenverhiltnis ergibt eine Wahrscheinlichkeit von lediglich 2%. Das
ist nicht Ergebnis einer schlecht angelegten Diagnoseprozedur. Das positive
Resultat erhoht die Chancen fiir X immerhin um den Faktor 20. Die kleine
neue Wahrscheinlichkeit fir K wird hauptsichlich durch die kleine alte
Wahrscheinlichkeit von X mit W(K) = 0.001 verursacht. Es ist zu iiberlegen,
ob dieser Wert iiberhaupt dem Problem angepaBt ist. Wiren die alten Chan-
cen um den Faktor 20 héher, so wiren es auch die neuen Chancen, die resul-
tierenden 2:5 wiirden dann eine Wahrscheinlichkeit fir K von ca. 30% erge-
ben. Man beachte, daB8 die Trennkraft des Diagnoseverfahrens hierbei nicht
gedndert wurde. Ein inverses Baumdiagramm (Borovcnik, 1986) ist sehr
hilfreich; die Bayes-Formel mit Chancen ist daraus leicht abzulesen. Die
Pfade von den verschiedenen Zustinden zum Befund werden mit den ent-




sprechenden bedingten Wahrscheinlichkeiten beschriftet. Fiir das Beispiel hat

man:
alte Chancen Zustinde  Trennkraft bei P neue Chancen
1 K 0.99 —\
999 G 0.05 ——/ |

Bertrands Schubladen-Paradoxon. Ein abschlieflendes Beispiel soil zeigen,
wie schnell man mit Chancenverhiltnissen zur Losung kommt, und, worin
bei Bayes-Problemen der Witz liegt. Es gibt drei Késtchen mit je zwei La-
den; in einem Kistchen befindet sich in den Laden je eine Goldmiinze, in
einem befindet sich je eine Silbermiinze, im dritten ist je eine Gold- bzw.
eine Silberminze in den Laden. Zuerst wird ein Kistchen, dann eine Lade
zufdllig ausgewdhlt. Die Lade wird gedffnet, es befindet sich eine Goldmiinze
darin. Wie grof ist nun die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB sich in der anderen
Lade auch eine Goldmiinze befindet? Die Antwort findet man leicht aus dem
Ublichen Baumdiagramm, das jedoch nicht hilft einzusehen, warum die Lo-
sung von der intuitiv erwarteten abweicht; viele Menschen geben die Antwort
1/2, da alle gleich wahrscheinlich sind und nun nur mehr zwei der drei Kist-
chen in Frage kommen, weil das Kistchen mit den zwei Silbermiinzen ausge-
schieden ist.

1 G/G 1 N
1 G/S 172 G’
1 S/ 0 /
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Aus dem inversen Baum sieht man, daB sich die neuen Wahrscheinlichkeiten
wie 1 : (1/2) : O verhalten, das ergibt eine neue Wahrscheinlichkeit fiir das
Kistchen mit den zwei Goldmiinzen von 2/3. Das Diagramm macht deutlich,
daB der Befund 'G’ unter dem G/G-Kistchen zweimal so wahrscheinlich ist
wie das 'gemischte’ Kistchen, "G ist folgerichtig' ein deutliches Indiz fiir das
G/G-Kistchen.

Bedingte Wahrscheinlichkeiten sind mit Fehlvorstellungen verbunden, die aus
der Uberlagerung von stochastischem Denken mit logischem und kausalen
Denken stammen. Die ibliche Formalisierung und der Kalkiil erschweren das
Verstindnis unndtig. Durch die Darstellung mit Chancenverhiltnissen kann
man Abhilfe schaffen. Die mathematischen Zusammenhinge werden einfa-
cher und erlauben auch eine Strukturierung der Probleme und das Denken
dariiber. Ein tieferes Verstindnis fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten ist fiir
die Beurteilende Statistik unerldflich, soll sie nicht rein schematisch erlernt
werden.
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