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1,) DAS VERFAHREN VCN NZWTCN=RAPHSCON

x2-2x+2=0 Nacn der bekannten Formel ergeten

. e . - +
sicn 2ie veiden Ldsungen X, 2=1- 1=2 =1-i
’

1, 2sp.:

werdet man das idnerungsverfanren Formel von NCWTCN:
von EWTON an, so ergibt sich: f(xk)

2 X =X, -

X: =2%, +2 xi_a k+17 7k f'(xk)
Xpe1 "Xy~ I mZ T X2

Sei anwendung von reellen startwerten ergeben sich diver-
gente Folgen. Z.B.: (5;2,87;1,67;0,59;2,01;...;-16,03;..)
Las ist xlar, da es xeine reellen Nullstellen gibt.
Verwendet man jedoch eine komplexe
(nicht reelle) Startzahl x,=i,s0
ergibt sich die Folge vyt
<i; %*%1;1,075+O.9751;O,998+0,997i;.)

Diese Folge scheint gegen 1+i zu kon-

vergieren.

2. 3sp.: x°-120 (Bestimmung der 4

3, Zinneitswurzel)

NEWTON: £(x)=x2=1; £ (x)=3x° * Xy
Abb.1

xi-1 2xi+1
X, =X, - =
k+17 7k 3XE 3xi
Fur x,=i erhdlt man die Folge (i;- % N %1;-0,5&0,921; )

die nach ~0,5+0,866031 konvergiert.

Zgi
Zxakter Wert: e = -0,5+0,86601




2,)ITERATION

SPe: x3-2x2-x+1=0
aul irgendeine Art na

eDe (:)x X 2x +1

- 1
OLER: @) x= \/ -

QoER: @ X=

\N

-
-

Zx +xX=1
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fethode:
ch x.

2
ergibt X, 4=

ergibt Xy

ergibt Xy p1=

3
4 =
\’ -x +1

2x,+xk-1

Aufldsung der Gleicrung

Numeriscéé
(1;0;1;0;1;..> div.
(2;1;0;... div.
(0}5:0.63;0,6a;o,67;

O.AO;..;0,99;O,O1;..)

divergiert immer?

Ja, BSew, spater.

D

(1;0,71;0,57;0,55; ..}

konv. nach 0,55495813a

=0,

@

(1;1.26:1.51;1.72;.)
konv. nach
q2=2.2h6979601

3, )KONVERGENZ von ITERATIONSVERFAAREN

rrage:
Form xk+1=F(xk) ?

In einem Ldsungspunkt

X ist X =F(&X).

Wann konvergiert ein Iterationsverfahren der

Das Iterationsverfanren definiert eine Folge X, ,mit X, 1:F(xk).

ses,: ® =1lim X Sei
k-»00

&'-x

ék. der Fehler im k-ten Schtitt.

wir denken uns F(x) in eine Taylorreihe (um xoscx) ent-

wickelt (ohne weitere Gedanken iiber die Mglichkeit der

Entwicklung).

Also F(x)=F( J+F* (&) (x-0¢ )+ EfX L) e, .,

s 4

speziell: x:=0-§& k=%
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E‘(xx)=tx+:“'(cx J(=E )*e.

£ (&)
[

.

Xk_’1—q =-F'(0( )£k+ i%‘g—z(ék)z"aoo

X “Xg+17 E k+1 =£kF’(a )= %EiF"(q ASEE

. )2e...

X o= F' (% ).E + (%, =&

1.Fall: F' (X )#Q Fiir kleine &k gilt in

erster Ndherung: Ek+1=5RF'(0() (d.h. &, 4 ist von
derselben Grdfenordnung wie Ek (allerdings nicht im

physikalischen Sinn)).

samit die Iteration konvergent sein kann, muB !Ekﬂ <| & k‘
sein,

Das ist erfiillt, wenn IF‘( o )l <1,

17,4- Fix)

F'(G) > 1 YJK
|
[ /A |
Al
yamn
l I |
AL

Abb.3

2.Fall: F'(X)=0; F'/(X )#0

somit & gqe- 3EF (x)=E5(- E5ED),

Zahl
also £k+1 ist von der Gréfenordnung éﬁ (Iteration 2.0rdnung)

wieder: Konvergenz, wenn l&k+1l< lE_kj .

Also:

2 IER‘Zahl|<1
immer machbar, wenn &, klein genug gewshlt
wird.

Ek+1
€k
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Somit gilt: Zin Iterationsverfahren 2.Crdnung konvergiert,
wern der Startwert x, nahe genug bel X liegt.

wir wenden die vorige uberlegung auf NEWTON=raAFH3CON an:
f‘
.(xk)
=xk-
£f7(x

F(x,)

Ist das N:«”CN-Verfanren ein Verfanren 1.oder 2.0rdnung?

xk+1
K

R TR LS Yt W 4 4

f’2 f'2 f’2
ilso: F'(&)=0, da f(x )=0. Somit ist das NEWTCN=-Verfahren
ein Verfahren 2.0rdnung.

Unbeantwortet bleibt die Frage, was "nahe genug" bedeutet.

Fi=1=

Nachtrag : warum divergiert das Verfanren L vom 3.58p.?
x=§3—2x2+1 ' F'(x)=3x2-Ax
r(x) F/(X 4)==1,29
F (X ,)=6,15
P (04 5)=5,12

~lso divergiert das Verfahren fir Jede der drei Nullstellen.

4.BSp.: x°-X=0,220

1.lteration: X k+1=;/ xk+0,2 ergibt die Folge

(1;1,037;1,0A3;1,Ohb;..) konvergiert nach q1=1,0bh7617
2.iteration: xk*1=xi-0,2 ergibt die Folge
(O;-O,Z;-O,ZOO};.) konvergiert nach G23-0.20032259

Metnode: Gehe mit Schrittweite Ax solange nach rechts, bis

sgn(f(x)) wechselt. Dann wird Ax ersetzt durch - —%5

Cann gehe mit neuem 4 x solange nach links (hdchstens zwei
Schritte), bis sgn(f(x)) wechselt usw. Die Schrittlangen
durchlaufen fast eine geometrische Folge. Las Verfahren
konvergiert rasch.
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wicntizg: Sinnvolle
angen und

er start- \/'{(x)

(IS

Abb.b

anwencung ces sucnprogramms auf unser Seispiel (mit
X,==0,5 und  x=9,1) liefert <13=-o,942086566.
somit: xs-x-0,2=(x- X 4 ) (x= 0(2) (x= 0(3) (Ax2+Bx+C)
Die Folynomdivision liefert: A=1
Be==0,097647755
C=1,014359448,

Caraus ergeben sich die beiden letzten Ldsungen
>, 5=O,Ob8823878:i.1,005970018.
L4

L,)HERCNsches Verfahren zur Berechnung der Juadratwurzel

3=a.
5.Bsp.: Bere ung von (& = V12 = V3.a =GM(3;4) b=0,
as geometri..ne Mittel (GM) von 3 und 4 kann ich nizht be=-

bk 7

recnnen, dafiir aber das arithmetische Mittel (AM) == = =,
Sexanntlicn gilt AM ZGM. Also ist % zu grofi. Man bperecnnet
run eine dazupassende linke 3chranke, sodaB das geometrische

viittel von % = b2 und a, wieder 12 ergidbt ==ba2.b2=12

. . 7 Za - 3 1 -
~lso aj= 12.b2= 12: 3 = w— o ES erglbj sich eine_Interyall

schacntelung fir |12 : ( [3#*] .[’273 ; % .B;é ; g%]. )
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wocn einmal: nurze ZSeschreibung des rHcRCNschen Verfanrens
- . Y +
zur Zerecnnung von X ='.Va1.b1 = Vc a;,b;€Q

(Gonifaods o [ond frned e

. 1
mit bk+1= Z(ak*bk)

a .b 2a, b.

; k' "k K K
a, = C:0, = - =
x+1 K+1 O o1 akiﬁk
1.3eh.: a3, 41> a, Vor.: ak<bk
Bew, : Zak K > a
by 7K
2b, > a) +by
b, > a, (das ist die Voraussetzung)

ebenso: bk+1<:bk (Beweis leicht)

2.Beh.: Cie Intervalldngen gehen nach O
bk-ak=|Ikl= Intervalldnge von Ik

2
2a, b (a, +b, ) "=ba D
' 1 K"K Kk’ Kk _
EQW. . l Ik‘Ja bk+1-ak+1= z( ak+bk) ak*bk 2( ak*bk) T

2 2
(a -b,) (be-ay )™ 4

- 2(a +5,) 2, +b, 2

wir betracnten den wuotienten von zwei aufeinanderfclgenden
intervallingen (dahinter steht die Hoffnung, es kdnnte sich
um eine GF handeln,ODcR es kénnte eine Majorante sicnatbar
werden).
(b, -a,)2

k k- .1

lIk+1 ) a, +by 1
[Tk ] by-a, 2
2ahl< 1
b, -a
, k K
Beh.: +b1 <1
D=2, 3, +by
-8, < 8y 0.K.

|1

somit ist T—}-(-Iﬂl—<z Also ist <lI1l >eine Majorante.

Somit liegt eine rationalwertige Intervallschachtelung vor.

T
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5.) Zerecnnung _ZhAl.LCGARITHIaN

"szuadrieren und durch 10 dividieren"

c.izz.: 10'iog 7=x <» 10%=7 l2 xX€ EO;"]
102%249 |110
162%" k9 2 o<ax-1<1

xe[%ﬂ]
104%-2.24,01 |10
10%%=3.2,601 P 0<¢ux-3<1
Xe€ [8;1]
1086 .5 750801 |2

1018%=12  _33 2329, |10
1076X=13 3 33329,.,  0<16x-13¢1

Xe [}%;1h]

Nacnteil: Rundungsfenler wirken sich bald aus.

Vergleiche: Iterationsverfahren wirken "selbstregulierend".
JD.h, immer kann man einen Punkt Xy als Startpunkt ansehen
und verbesserte Werte Xpepqree bestimmen.

usw,

5.) ALGERBRAISCHE und NICHTALGZBRAISCHE reelle Zahlen

A in rationale und nicht rationale Zahlen ein.
satz: 27 ist abzdhlbar ( < gleichmdchtig wie N)
Zeweis mittels CANTORschem Diagonalverfahren:

Also ' (und somit Q) 148t sich als Folge schreiben.

Satz: R ist nicht abzihlbar (wir betrachten nur das Intervall
Ea;ﬂ ).

Bew.,: Angencmmen es gdbe eine Folge <¥1,x2,...) aller reeller
Zahlen aus obigem Intervall etwa in Dezimaldarstellung
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etwa x1=o:a1ja12313...
X3=O,a313323.}?. *e
RN

so lassen sicn sofort Zahlen aus dem Intervall angeten,
die in der Folge <xk> nicnt vorkommen: z.B.die Zanl
O,b1b2b3... mit b1fa11; bzﬁazz;... wid,

~lso hat R eine grdlere Macntigkelit als 4.

2.xlasseneinteilung von R: Sel X€R
sef.: £ine Zahl x heildt algebraisch, wenn sie Nullstelle
eirnes Polynoms p(x) ist.
P(x)=Anxn+An_1xn'1+...+A1x+AO mit A, € Z
satz: Die Menge der algebraischen Zanlen ist abzdhlbar. (!)
Sew.: Zum Beweis des Satzes beniitzen wir die Definition der
HUHE n eines Polynoms: h=n+'Anl+lAn_1|+...+le[
rlar ist: Zu Jjeder Hohe gibt es nur endlich viele Folynome.
Z.3.: 2ur Hohe h=4 gibt es folgende Folynomgleicnungen
:x3=0
t2x%20 Ix%Ix=0 Ix®%1s0
Tix=0 ZoxI1=0 IxI2s0
weiters: Jedes Polynom n-ten Grades hat hdchstens n ver-
scnhiedene Nullstellen.
..an denke sich also zu jeder H&he h=2;3;4;... Jjeweils alle
Polynome (die endlich vielen zu einer speziellen Hohe in
peliebiger Reihenfolge),sowie zu jedem Polynom alle Null=-
stellen (wieder in beliebiger Reihenfolge) angeschriebven.
Das ergibt eine Folge aller algebraischer Zahlen.

Bemerkenswerterweise vergrdfert die Betrachtung aller
Ldsungen aller Polynomgleichungen p(x)=0 die Miachtigkeit
der Menge aller L&sungen der Gleichung A1x+AO=O nicht!
(Aq,A5€ Z) (Es handelt sich jedoch nicht um dieselbe Menge.)
Folynome(mit ganzzahligen hoeffizienten) vom Grad n haben
h8chstens n (reelle ) Nullstellen,

Nicht-algebraische Zahlen heifien transzendent.




104

». % Las arithmetiscre und das geometrische Mittel (n4:GM)

.2sp.: iegecen sxrq zwel Punxte Aq (2/1); A2(7/D' und eire
~ge <nx> ait CAK+2 2(Cd *CAK+1) ..Haldblerungspkt VOn A4d,

.: srenzwert der r'olge

trojektionen auf die 7 a
1

X-aCcnse. as ergiot die .

'O.L&e < > <2 792,--) gi

A AR

nit a, o= 2(3k+ak+1)'
Jur expliiziten Zarstel-
lung oenitzen wir einen
zweistuliigen ansatz: Ry e
() a_=9" ‘ vty
n- ! ‘
n+2_ 1, n, n+l )
3 = g(q +q ) g a, q F=a

Abb,
2=1+q 2

2q
29%-q-120
Ciese Gleichung hat die beiden L&sungen q4=1, 9= = %.

n n
<:> 3,=AQ4+Bq;
1
n=1; 2=A= =B
g filhrt auf A= %é und B= %Q
n=2: T=n+ ZB

Somit erhdlt man die explizite Darstellung

(ak> = <%§.+ %9(- %)k> , deren Limes sich sofort als %é

arxennen laﬁt. Das ergibt somit den Limes der gegebenen

rolge ( 3—

8

[§7]

.3sp.: Gegeben ist die Folge a1=1; az=10 und
deSo . L&.mes
(a.) {13103 Y110 N1oVo ...

wir betrachten die rolge der Exponenten von

3 :
(2) - (100;101;102;1dn;...> namlich (en> . <o;1;%;%;...>
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. . - - . —— 1
mit dem Bildungsgesetz e,=0;e,=1 und e .= E(en*en*1)'
vieder fiihrt der zweistufige Ansatz mit
, 1
iﬂ eﬁ:qn auf q1=1 H q2= - z

1
p—

(2) en=Aq?+qu auf A= % und Ba= % .

Somit ergibt sich die Exponentenfolge <%n>=<%.1n+ %(- %)%ﬁ
cderen Limes % betragt.

Tamit ergibt sich der Limes der gegebenen Folge <an>
2

mlt 1O3=u,6&150 .

8,) Rekursive Doppelfolge zur Berechnung von I

Zinem Kreis wird ein regulidres n-cck derart eingeschrieben,
daf der Umfang des n-Ecks gleich 1 ist.(z.B.ein Juadrat mit
Seitenlédnge a,= %)

Nichster Schritt: Man konstruiert ausgehend vom n-zck ein
regulires 2n-£Eck, das wieder Umfang 1 hat.(Das erfordert
natiirlich einen anderen Umkreisradius.) usw.

wir erhalten eine rolge von regulédren 2P-Ecken (alle mit
Umfang 1),deren Umfénge sich dem jeweiligen Kreisumfang
immer mehr nihern. Im Grenzfall: U=2r¥ =1

Interessant ist also die Folge der Radien der Umkreise der

n-ccke,

Abb,.b6
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Sei a_ die Seitenlinge des reguldren n-ccks, sodafB n.an=1 ist.
? sel der zugendrige Zen*rlwlnxel. Camit ergib®t sich nach
iem Teripheriewinkelsatz y%n 2 }% Las Dreieck AqA,C wird
im vernaltnis 2:1 ver-
Aleirert,{Zas laidt den
Lmfang des 2n-zZcks wieder
1 werden.)Aus abb,7 sient

an i en*rn
JPZn

Im Lreieck A1AZM gilt:

a
(53)2+ P2-rs

Im Zreieck A1A2C gilt:
a

2
('”3)2+( fn*r )2=(2r2n

}) 9n+2 PnTn*t -1+r§n

Fﬂ?rag} 2

r ‘ = r Abbo7
I#E_J 2n

also: 2

cder: ro =\[T . PZn

Semit ernalten wir zwei gekoppelte rekursive rolgen

ntTn | _V———'
PZn= ' | Tan® {Tn" PZn

3+artet man mit dem Juadrat (a.‘a %), so ist 91= % und r.,:@- =
=0,1768. Wir erhalten die beiden Folgen

<r;n>»= (0,1768;0.1633;0,1602;0,159&;0,1592;,..>
4

<§)2n> i <°"25;0.1so9;o,1571;o,1586;o,1sgo;...)

Zeide Folgen konvergieren nach 0,159155(ein Naherungswert fur

4
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9,) was heifit "nahe"?

3.3sp.: x3-3x2-6x+6=o Eine Nullstelle liegt sicher im Inter=-
vaii [0;1], da £(0)=6 und £(1)=-2 ist.
Zine mdgliche Rekursion z.B. ist X, 4= %(x3-3x2+6)=F(x).

Mit versclhiedenen sStartzanlen
r

ergeben sicn die rolgen Y
(3:3,3:93,0;129527, ..J div. ?
(2;140.67;6,63;0,75;..) Kon. '
(5:3,07:2,49;0,68;0,90; .) kon. ;
(=2;-2,33;-3,84;=15,80; .} div. ‘
(=1;¢,33:0,55:0,69;0,82; .) «on. s

~ie Iteration ist eine Iteration

1,{rdnung und konvergiert '

nur fir Startwerte nahe dem 3

grenzwert X . Aus Abb.,8 ist er- 1

sichtlicn, daB8 fir Startwerte
zwiscnen den beiden &dufieren

Scnnittpunkten mit der 1.
Mediane die Iteration kon-
vergiert und auflernalb diver=-
giert (In der Abb. ist Je ein
konvergenter und ein divergenter
weg eingezeichnet,)

er Limes der Konvergenten
Iterationen ist 0,77653792.
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10.) anwencungen Iterativer metnoden

a
b

(W)
L

sp.: sesucnt sind & Zanien a,b,c,d, die foligenden oSe-
. - 2 .
L..gen genigen: 1 a"=o

s

[V 0%

§4.

i1I a+o+c+d=1
111 4ab+c=d
1V ab=cd

nir gewinren caraus eine Iteration der rorm n n
cn dn
Lie verbesserten serte erria.ten wir aus
. 2
@ On+1—an
+c + +d =3
a4 Dn n*Cn
a [} ¢ d
n . n n n
D apr s @ o= 3 O =3 ® dpq= 5
=Lb +
@ 4,,q=4a b *c
c_d

semerkung: In den acnt Punxten sind die"a"-Zeichen im Sirne
einer Zuweisung zu verstehen, etwa "wird belegt mit".

Nach Jjeweils einem Durchgang erhdlt man verbesserte Wert.
(ausgehend von & Startzahlen z.B. a=zb=c=d=1).

%n ®n n dy

1 1 1 1

0,50 0,25 0,25 0,50

0,39 0,17 0,17 0,39

0,38 0,14 0,15 0,35

0,37 0,14 0,15 0,36

0, 370 0,137 0,145 0,348 Das sind die L&sungs-
zahlen(auf 3 Rkst.).




109

11.3sp.: Gesucht sind drei Zanlen X,Y,2Z, die fo.gencen se-

cingurngen genlgen: I x2+y2+22<:2
II z=2xy=-C,2
III 3xz+y=0,5

.iecer geben wir eine Iteration fiur (x, vy, z_) arn.
_ie Ungleicnung I wird mittels der Scnlupfvariaplen t in

die Gleicnung I° x2+y2+z +|t| =2 Ubvergefihrt.

Jernesserte nerte ernalten wir aus
2 .2 2
+ +

X
N
@ xn+1= T]’? @ yn-o-‘]

® zp,1=2%,Y,-0,2

yn zn tr
(:> 2 T — (S’ t = —
2‘(_15 n+1 2\{—'5 n+

wieder sind die "="-Zeichen als Zuweisung =-etwa "wird be-
legt mit"~ zu verstehen.
wir erhalten mit den Startwerten x=y=z=1 folgende Tabelle:

xn yn zn
1 1 1

0,35 0, bk 0,05
0,29 0,48 0,02
0,27 0,46 0,03
0,26 0,47 0,03

0,288 0,4735 0,0355 Das ist ein m&gliches
Lésungstripel.
£s gibt noch andere Ldsungstripel: (0,2236 0,4878 0,0182);
(0,3536 0,L069 0,0877);..
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12.3sp.: #ieder sind 4 Zanlen a,b,c,d gesucht mit den cigen=-

scnaZzten I ac=-bd=0

II alc=bd

III a+b+c+d=t . 2
- Ondn 8n°n
1.iterative Aufldsung: (1) A ,.1* o ; (:) dn+1= _;Z;
a b n
.. n n .
@ a +bn+cn+dn=b’ @ qnse1* 3 0 @ bn+1' 3
c d
n, it
<:> cp+1= 3 <:> dn+1= s !
a b c d a b c d
1 1 1 1 1 =2 3 -4
0'25 0,25 0925 0,25 0929 ‘0,22 0'33 0,59
-0,26 -0,08 0,22 1,22
0 0 0 1
stabil
opdy,
2. iterative Aufldsung: (:) Cret= -Z;- ;(:) an+bn+cn*dn=8;
2
a bod
n . nn .
<:> an+1= 3 ! usw. <:) an+1= cn '
a b c d a b c d
1 1 1 1 1 2 3 4L
0,25 0,25 0,25 0,25 0,09 0,13 0,53 0,27
stabil 0,13 0,15 0,43 0, 31
0,15 0,16 0, 38 0,32
1 1 1 1
[ B 3 3
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11,) Arnwendung auf ein Integral

13.2sp.: I= jsinzn”x dx= [sinznx.sin X dXs=
o

sinznx V==C0S X

, -1
du= 2n.51n2n X.C08 X; dv=sin x dx

ell: /u dv=uv- (v du

2n=1

u

H

nar
--51n X cos r OS X.2n.sin X.,c08 x,8x=
(=]

1
==C0S X.sin xlI+2n./cos X. sm2 X dx=

&
=-cos X,.Ssin x[l+2n /(1-sin2x)sin2n-1x dx=

4

= 0 +2nj/sin2n'1x dx - 2n_/sin2n+1x ax

o o
somit (‘l+2n)./isin2n+1x dx = 2n /Einzn'1x dx

L o

° 4
sin®P* Yy ax- T%SH ./sinzn'1x dx

o o

nocnmalige anwendung der partiellen Integration fiihrt auf:

-

£ £

2n  2n-2 . 2ne3 2n 2n-2 2 ]’ .
In= T+n' 2n-1° sin X dx= usw, = To3n° TnaTe 3 sin xx

o -4
.2n+1
In— /51n X d X= 1 3 5 7‘-..?‘7 =',,(]."1) L 4 J"
Qo I -4‘3—- —— - - ¢ m— g

-('ldi

Das ergibt die Tabelle:

n Il (n) &

j/5u4 x o'x

1 0,6667 o6 1t
2 0,5333
3 0,4571 o% %
L 00,4063
50 0,124k 2
500 0,0396
5000 0,012532 "gz, ‘
10000  0,008862
CYEN
AY6 s ounged
o1 ¢ J"’J.s.?.,.w T X X0

10 . O 0 SO e %
———
Abb.9 <n
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Rem.: Die Tabelle gibt Anlal zur Vermutung, daf

1
1 2 L
oo} fslnzn*"X dX= 1.%.?00-.%...:‘0

ung: ~er orenzgraph des Integrandep (fir n—+00 ) ist
< 0 mit Ausnahme an der sStelle x= % ( f(%)=1) und
er wert des Integrals gleich O.
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Seacnte: Die Tragerkurve des Graphen der funktion £f: n—{|(n)
wurde nicht in Sleichungsform angegeben.,
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3ip das nacnste Glied der Folge durch Ankreuzen an:

Musterbeispiel: <2;ﬁ;6;..> 4 8 {10 | -7
X
3eispiel: <1;2:3;..> 7 5 L | =2
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