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Algebra - Aufldsen von Gleichungen

Franz Halter-Koch (Graz)

1.

Im Algebraunterricht der AHS werden im wesentlichen 3 Themenkreise

behandelt:

- "Buchstabenrechnen" ("Operieren mit Termen");

- "Zahlbereiche" (von N Uber Z bzw. @, zu Q.
R und C );

- "Aufl8sen von Gleichungen".

Im folgenden werden einige Aspekte der Gleichungsaufldsung im
Schulunterricht diskutiert. Dabel werden bewuBt alle Fragen des
Operierens mit Termen ausgeklammert und Zahlbereichserweiterungen
nur insofern behandelt, als sie unmittelbar mit dem Aufl&sen von
Gleichungen zusammenhdngen. Es wird auch nicht versucht, zu-
sammenhingende Unterrichtssequenzen darzustellen; viele der ange-
sprochenen Aspekte kdnnen (und milssen!) auf verschiedenen Niveaus

thematisiert werden.

2'

Durch den Einzug der Mengenlehre in der Schulmathematik ist auch
das L&sen einfachster Gleichungen mengentheoretisch formalisiert
worden und stellt sich h#dufig so dar: Gegeben sind eine Grund-
menge und eine Aussonderungsvorschrift (Gleichung oder Unglei-
chung) mit einer eigenen Definitionsmenge; gesucht sind jene ge-
meinsamen Elemente von Grundmenge und Definitionsmenge, welche
der Aussonderungsvorschrift geniigen: Sie bilden die Ld&sungsmenge.
Wie schwierig die Einordnung einer etwas komplexeren Aufgabe in
dieses Schema ist, mag das Beispiel der Gleichung

a-1 0

2ax - — =
X




- 28 -

zeigen. Zwar ist es keine allzu groBe Kunst (die in der 6. Klasse
der AHS beherrscht werden sollte!), diese Gleichung nach a bzw.
nach x aufzuldsen und Art und Anzahl der Losungen in Abhdngig-
keit des Parameter x bzw. a zu diskutieren; man kann auch die
durch die Gleichung definierte reelle Kurve zeichnen und disku-
tieren (Tangenten, Asymptoten usw.). Dagegen macht die Einordnung
der Gleichung in obiges Grund-, Definitions- und LOsungsmengen-
schema erhebliche Schwierigkeiten; sie fdrdert die Ldsung nicht,
sondern hemmt sie. Im folgenden Abschnitt werde ich an drei ein-
fachen Sachaufgaben zu linearen Gleichungen in einer Unbekannten
zeigen, zu welchen Schwierigkeiten die Festlegung einer (mathema-
tisch unverniinftigen) Grundmenge vor Beginn der Rechnung fihren

kann.

3.

Die drei folgenden Beispiele sind zugegebenermaBen weder besonders
originell noch besonders interessant; aber es sind typische Schul-
buchbeispiele, wie sie landauf, landab mit mehr oder weniger Ver-
stindnis in Hunderten von Schulklassen gerechnet werden.

1. In einer Schulklasse sind doppelt so viele Knaben wie Mddchen;
diese Schulklasse besetzt in einem Autobus gemeinsam mit ihren
Klassenvorstand a (€ N) Plitze. Wie viele Mddchen waren in
der Klasse?

2. Marktverkauf roter und schwarzer Ribisel: In einem Bottich
sind doppelt so viele rote wie schwarze Ribisel, das Eigenge-
wicht des Bottichs betrdgt 1 kg , das Gesamtgewicht betridgt
a kg (a € —J—NCQ , da sicher nicht genauer als bis auf dag

10
gewogen wird). Wieviel schwarze Ribisel sind in dem Bottich?

3. Ein Abtransport von Zuckerrilben erfolgt mit einem gréBeren und
einem kleineren LKW; bei Einsatz nur eines der beiden LKWs
miiBte der gr¥Bere a-mal, der kleinere b-mal (a,b € N, a < b)
fahren: nun fahren (aus Griinden der Organisation des Be- und




Entladens) beide gleich oft; wie oft?

Die ersten beiden Beispiele sind durch die Gleichung 3x+1 = a
zu ibsen, welche genau im Falle a = 1 mod 3 eine Ldsung in N,
aber stets eine L&sung in @ Dbesitzt, welche man mit dem iibli-
chen Algorithmus berechnen kann; hinterher kann man dann nach-
schauen, was diese Losung fir die gestellte Aufgabe bedeutet.
Wiirde man sich im ersten Beispiel von vornherein auf N als
Grundmenge zuriickziehen, so bendtige man ein Verfahren zur Auf-
18sung von Gleichungen in N (in diesem Beispiel natirlich tri-
vial, aber im allgemeinen - siehe diophantische Probleme -
4uBerst schwierig} und wirde dariilber hinaus auf Information ver-
zichten, welche eine nicht in N liegende LOsung der Gleichung
fiir das Problem liefert {"Aufgabenstellung falsch", "bDa hat sich

einer verzihlt, wahrscheinlich waren es [%] " ousw.).

Das zweite Beispiel filhrt auf dieselbe Gleichung, die Ldsung ist
eine rationale Zahl, aber der Informationsgehalt der raticnalen
2ahl fiir das konkrete Problem ist zu hoch, da man im allgemeinen
aur an der der rationalen Zahl am ndchsten liegenden Zahl aus
%5-N interessiert sein wird.

In der dritten Aufgabe ist wieder 2ine Losung in XN gesucht,
aber nur bei sehr speziellen Parametern hat die Gleichung

§~»% = 1 , welche das Problem beschreibt, eine L¥sung in N

nun erheischt die Aufgabe aber in jedem Fall eine Antwort und
man mus zusehen, wie man aus der L&sung x € { in verninftiger
Weise eine ganzzahlige Antwort ableitet (etwa (x] +1 , falls

x - [x] 2 ¢ , und [x] sonst, wobei ¢ eine gewisse Toleranz-

grtBe ist, Uber die noch diskutiert werden mi8te).

Diese drei Beispiele zeigen, da8 eine rationale zahl als L3sung
einer Gleichung in verschiedenen nealzltuationen verschied=an zu
interpretieran ist und Verschiedenes besagen xann. Der Grund,
sich fir die mathematische Behandlung von linearen Glaichungen
bei Sachaufgaben auf @ als Grundmenge fir die Rechnung zurici-

zuziehen, ist folgender:
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Q ist ein K8rper; in @ ist jede Gleichung der Form ax+b = ¢
mit a,b,c € @, a # 0 , eindeutig lbdsbar; das Operieren mit

Termen wird {iber Kbrpern geilbt.

4.

Fir Gleichungen héhéren Grades ist @ als Grundmenge nicht mehr
geeignet; bekanntlich hat bereits x2 = 2 keine Lésung in Q ,
und viele Beispiele aus Wirtschaft und Technik fihren auf alge-
braische Gleichungen, fiir die das Problem eine L8sung verlangt,
die aber keine L8sung in @ haben. Was tut ein Taschenrechner,
wenn er 2 ausrechnet? Er bestimmt eine rationale Zahl 2z der-
art, das z2 und 2 sich um weniger als die Rechengeniuigkeit des
Rechners unterscheiden, d. h. |22-2| < ¢, wobei € eine dem
Rechner eigene Strukturkonstante ist. Flir die praktische Berech-
nung besteht nach der Existenz einer reellen Zahl, welche eine
Gleichung 18st, kein Bediirfnis; diese ist ein theoretisches Kon-
strukt, welches es erlaubt, in einfacher Weise {iber die (nun exi-
stierende) L8sung zu reden und weitere Manipulationen an ihr vor-
zunehmen. Diese reelle Zahl kann man natiirlich wieder nicht "aus-
rechnen®, sondern nur beliebig genau durch rationale Zahlen an-
ndhern (etwa durch eine Dezimalbruchentwicklung). An dieser Stel-
le hat ein wesentlicher Standpunktwechsel stattgefunden: Wdhrend
man zunichst anstelle einer (in @ wunldsbaren) Gleichung

£(x) = 0 eine nX¥hernde Ungleichung |f(x)| < € in @ geldst
hat, geht man nach dem Standpunktwechsel von der Existenz eines

£ mit f£(£) = 0 aus und approximiert dieses £ durch rationale

zahlen, etwa zu |x-E] < 6 .

Die Bedeutung der reellen Zahlen fiir die Gleichungsaufldsung liegt
in der folgenden Existenzaussage, welche nicht der Algebra, son-
dern der Reellen Analysis angehdrt:

Iwischenwentsatz {in stetige Funktionen [ZWS): Eine stete Funk-
tion f: [a,b] - R (a,b € R, a<b) mit f(a)f(b) $ 0 hat
mindestens eine Nullstelle x € [a,b) .
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5.

(ZWS] erlaubt (insbesondere bei Zuhilfenahme eines programmierba-
ren Taschenrechners) schon sehr schnell die Berechnung guter Na-
herungsldsungen fir Gleichungen hdheren Grades. 50 sieht man etwa

bei der Gleichung

x3-6x' 2 =20

an einer einfachen Skizze, daB je eine reelle Nullstelle in den
Bereichen 2 < X, <3, 0c¢< X, < 1 und =3 < X4 < -2 1liegt,
und mit Hilfe des Halbierungsverfahrens kann man diese Nullstel-
len in n Schritten mit einer Genauigkeit von 7R approximie-
ren. Schneller geht es natiirlich mit dem Newton-Verfahren (bei
welchem man aber aufpassen muB: Es ist ein lokales Verfahren mit

Anziehungs- und AbstoBungsbereichenj .

Die oben angefilhrce Gleichung 3. Grades gestattet eimne "geschlos-
sene"” L¥sung mit Hilfe der sogenannten Formeln von Cardano: Man
setzt u = Y-1+/=7 , »p = %(—1+¥—3) und findet {xi,x7,x3} =

= {2 Re{uj , 2Refpu} , ZRe(pzuH . Diese Losungsformel verwendet
komplexe Zahlen [/=7. /=3] wund mub als der historische Anlasd
fir die Einfihrung der komplexen zahlen angesehen werdan. Man be-
achte, daB es sich hier um ein im Reellen gestelltes PFroblem mit
3 reellen Lésungen handeli, welche aber zu ihrer Darstellung mit-
tels Wurzelzeichen komplexer Zahlen bedirfen. Mit Hilfe galois-
theoretischer Methoden kann man sogar nachweisen, daB eine Dar-
stellung d=r LOsungen mit rein reellen Wurzelausdriicken nicht

mbglich ist.

Fiir die praktische Berechnung bzw. Approximation der Losung=n
obiger Gleichung hat man durch die Formeln von Cardano nichts gJe-
wonnen; durch sie wurde das Problem nur auf das der Rorechnung der
Kubikwurzel aus einer komplexen 73h]1 zuriickgefihrt, unad letzteres
ist sicher nicht sinfacheri Diese Ubsrlegung gilt mutatis mu-
tandis fir allie Formeln zur Aufldsung von Gleichungen, inshe-

sondere auch fur die im Unterricht so peliebte Ldsungsformel IUr
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quadratische Gleichungen: Hier wird iiblicherweise eine nur in
einem Sonderfall funktionierende Sondermethode mit besonderer

Hartnickigkeit trainiert!

6.

Die Bedeutung der komplexen Zahlen fiir die Aufldésung algebrai-
scher Gleichungen liegt in dem bekannten Fundamentalsatz der
Algebra, dessen Beweis iiblicherweise mit analytischen Methoden
gefihrt wird (das ist nur natiirlich, denn € besitzt neben der
algebraischen eine topologische struktur, und erst beide gemein-

sam machen die Bedeutung von € aus).

Fundamentalsatz den Algebra. Uber € zerfdllt jedes Polynom in
Linearfaktoren:

n=-1

n = o (x- . o (x-
anx +a X t...taxt+a = a, (x a1) ceet (X un) (an# 0).

n-1 1

Aus dieser Formulierung des Fundamentalsatzes kann man leicht den
Wurzelsatz von Vieta herleiten; durch sie wird auch die Defini-
tion der Vielfachheit einer Nullstelle nahegelegt sowie der Satz,
daB8 ein Polynom genauso viele Nullstellen besitzt wie sein Grad
angibt, wenn man nur jede Nullstelle "mit ihrer Vielfachheit
z4hlt" (besser: sind Gqreeerly die paarweise verschiedenen
Nullstellen eines Polynoms n~-ten Grades mit Vielfachheit

r
Via,),...,Vla) , so folgt n = 2_Viag) ).
i=1

Auch wenn man nur an den reellen Nullstellen eines Polynoms in-
teressiert ist, liefert erst die Einfiihrung der komplexen Zahlen
das richtige Instrumentarium zum Verst&ndnis des Zusammenhangs
zwischen Grad, Koeffizienten und Nullstellen eines Polynoms. Der
Fundamentalsatz der Algebra zeigt, daB € die mathematisch rich-
tige Grundmenge fir die Behandlung algebraischer Gleichungen ho-
heren Grades ist.
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7.

bie in den Cardano'schen Formeln auftretenden Kubikwurzeln aus
komplexen Zahlen sind mit besonerer Vorsicht zu behandeln. Fir

a € €\{0} hat die Gleichung x? = a in € genau n L&sungen
und das Symbol P/a steht in der Regel fiir irgendeine dieser

n Losungen. Im Falle a € R kann man bekanntlich Eindeutig-
keit durch die Normierung "a € R, erreichen, und in diesem Be-
reich gelten dann alle {blichen Rechenregeln fiir Potenzen und
Wurzeln; verwendet man aber das Zeichen a auch fir a £ R,
und versteht man darunter eine in irgendeiner Weise normierte
L8sung von x® = a , so muB man auf die Verwendung der gewohnten

Rechenregeln verzichten, wie die beiden folgenden Beispiele zei-

gen:
/6 = /(=2 < (-3) = /=2:/=3 = i/Z:4/3 = -/8 ;
T U A o I AN F IR

Aus diesem Grunde erliBt man gern die Vorschrift: "Nur aus posi-

t+iven Zahlen darf man Wurzeln ziehen,”

Die Bestimmung aller L&sungen der Gleichung x" = a in € ist
ein sch8nes Beispiel flir die Formeln von Moivre, welche in wun-
derbarer Weise den Zusammenhang zwischen Trigonometrie und kom-
plexen Zahlen aufzeigen und neben dem Fundamentalsatz der Algebra
den Hauptgrund dafir bilden, daB die komplexen Zahlen im Unter-
richt nicht fehlen sollten: Setzt man a = re{cos6+isin0)

(r >0, 0 $0 <21 oder -m < O0s$n - es ist gleichgilltig, wie
man normiert), so sind die n L¥sungen der Gleichung x" = a

Q+2KT | 4, gyn0t2km
n n

il

) ((k=0,...,n=1).

gegeben durch x, = Vr «(cos

Die Mehrdeutigkeit des Wurzelzeichens ist insbesondere bei der
Behandlung von Wurzelgleichungen zu bericksichtigen. Ein typi-
sches Beispiel, etwa die Gleichung

V=1 + /2x=1 = 2+/3x%-1 ,
mul entweder so behandelt werden, da8 man von vornherein fordert,

daB alle unter dem Wurzelzeichen auftretenden Zahlen positiv sein
sollen; oder aber man muB der Unabhédngigkeit der Normierung der

Wurzeln Rechnung tragen und die Gleichung in der fForm
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az =x-1, 82 = 2x-1, yz = 3x-1, a+B = 2y

schreiben. Nur: Wozu behandelt man iiberhaupt Wurzelgleichungen?
(Fir Exponentialgleichungen ist das schon wieder etwas anderes:
Diese spielen in der Rentenrechnung und bei Tilgungspldnen eine
Rolle.)

8.

Die bisherigen Uberlegungen bezogen sich auf Gleichungen mit nur
endlich vielen L¥sungen in der maximalen mathematisch verninf-
tigen Grundmenge (etwa € ); in solchen Fdllen ist es unndtig,
von Ldsungsmengen zu sprechen - es verkompliziert nur die Spra-
che und tridgt nicht zur Kldrung der Situation bei.

Im Falle von Gleichungen in mehreren Unbekanntenh - insbesondere
im Zusammenhang mit geometrischen Deutungen - ist der Begriff
der LBsungsmenge sinnvoll. So ist etwa die LSsungsmenge einer
Linearen Gleichung iiber IR

ax+by = ¢
in 2 Unbekannten x, y eine Punktmenge des ZRZ , und zwar ent-
weder ganz ‘m2 , eine Gerade des :mz oder leer, je nachdem
(a,b,c) = (0,0,0) , (a,b) # (0,0) oder (a,b) = (0,0) ,
c # 0 . Damit ist es dann einfach, die geometrische Struktur der
Lésungsmenge von 2 linearen Gleichungen in 2 Unbekannten zu be-
schreiben: Sie ist von der Form L = L1f\I? ,» wobei L, und
Lz je entweder ganz 2R2 , eine Gerade oder leer sind, d. h.:

L -'m? , eine Gerade, ein Punkt oder leer.

Erheblich komplizierter wird die Situation, wenn man an Stelle
zweier linearer Gleichungen 2zwei algebraische Gleichungen h&he-
ren Grades betrachtet; die L&sungsmenge ist wieder als Teilmenge
des :m2 geometrisch interpretierbar und zwar im einfachsten
Fall als Schnittgebilde aus einem Kegelschnitt und einer Geraden
oder aus 2 Kegelschnitten. Die intuitive Grundidee, wonach ein

Gleichungssystem




f(x,y) =0, glx,y) =0,
f, g Polynome der Grade d, e 21
d » e Losungen hat, erweist sich als richtig, falls man

- sich auf irreduzible Polynome beschrdnkt, die vonein-

ander "unabhingig" sind
- die Ebene projektiv und komplex erweitert, also die

Gebilde im ZPZ(C) untersucht
- den Begriff der Vielfachheit der Lbsungen geeignet de-

finiert

(satz von Bezout}.




