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REIHENENTWICKLUNGEN

F. Schweiger und H. Stegbuchner
(Salzburg)

1. Lineare Apnroximation

Eine M&glichkeit, Differentialrechnung zu interpretieren, ist

die Idee der linearen Approximation. Ublicherweise definiert

man die (erste Ableitung) durch

f(x)=-f(p)

£'(p) = lim =

X-p
Dies bedeutet, daB fir alle Punkte X, die geniigend nahe
bei p liegen, gilt

f(x)-f(p)

t
f'(p)n X-D

oder

f(x) ~ f(p) + f£'(p) (x-p).

Geometrisch ausgedriickt: Die Funktion f wird in der Nihe

von p ndherungsweise durch die Tangente T,
y ]

T(x)
f oo

*
'
L]
t
’

v

T p
T(x) = f(p) + f'(p) (x-p), beschrieben.

Schreibt man
f(x) - f(p) ~ £'(p) (x-p),

50 kann diese lineare Approximation auch so interpretiert

werden:
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Das Intervall I = [p,x] (oder [x,p]) wird n3dherungsweise
auf das Intervall f(I)und die Ladnge des Bildintervalls
f(I)ist ungefihr [f'(p)|mal der Linge des Intervalls I.
Man deutet f'(p) als Verzerrungsfaktor. Eine andere

Deutung ist folgende: Ist x ein Nidherungswert von p, s0
ist f(x) ein Ndherungswert von f(p) und der absolute Fehler
| f(x) - £(p)| ist ungefdhr |f'(p)| mal dem absoluten Fehler

| x-p | . Diese Interpretation wird in der Fehlerrechnung

genitzt.
Aufgaben hiezu:

(1.1) Es wird die Kantenldnge eines Wiirfels gemessen und das
Volumen daraus berechnet. Statt des genauen Wertes p = 2,00
mift man 2,01. Wie grof ist der ungefidhre Fehler fiir das

Volumen?

“Zsung: f(x) = x3

£1(x) = 3x°

f(x) - f(p) ~ 3p2 (x-p)

x> - p3 " 3p2 (x-p)

x3 - 8,00 ~ 12,00 « 0,01 = 0,12
(1.2) Berechne einen Ndherungswert fiir V26!

Lésung: f(x) = Vx'
1

f'(x) =
2 Vx'

-Da V25 = 5, nimmt man p = 25 und erhdlt:

/38 - 5'”“%7‘ (26-25)

vab' A 5,1
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2. Exkurs: Wiedergewinnung der
Differentiationsregeln.

Rechnet man mit linearen Approximationen, so kann man folgende
Vereinbarung treffen: Wendet man eine Grundrechnungsart an

und entstehen dabei Glieder hd&nerer Ordnung (als lineare),

so werden diese nicht beriicksichtigt! Diese Vereinbarung ist
v811lig analog zur Vereinbarung etwa Uber eine feste Zahl von

Nachkommastellen.

(2.1) Diese Vereinbarung kann zur besseren Einsicht in die

Differentiationsregeln dignen:
f(x) ~ f(p) + £'(p) (x-p)
g(x) ~ gl(g) + g'(p) (x-p)
Dann ist etwa
f(x) + g(x) ~ £(p) + g(p) + (£'(p) + &' (p)) (x-p)
f(x)g(x) ~ f(p) -g'p) + (f(p)g'(p) + £'(p)a(p)) (x-p)
Also ist
(f+g)' (p) = £'(p) + &' (p)

(fg)'(p) = f(p)g'(p) + £'(plg(p)

(2.2) Da (1=-x) (1+x) = 1-x2 A~ 1 fir kleines x, gilt
1
T+x M- x
Dann ist
1. 1 21 1
F{x) f(p)+f" (p){x-p) S fp) C T, () (x-p)
Fp)

v (1 - 2R )y e - (x-p)
f(p) fi{p) P/ 1) 2 P
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Dies illustriert

1 ' {p)
()" (p) = - LN -2l
&'\p:\

(2.3) Sei weiters VT+x ~ 1 + a.x mit der (nceh unbekannt

-~

1
gedachten) Ableitung a,, Dann ist
1

T+ x v 1 + Qa1x
Also ist a, = !
P} - 1 - ‘z a
Ebenso: 3J1+x A S a,x ergibt 1 + x 1 & 3a1x,
also a, = ]
1 - 3

Weitere Aufgaben hiezu:
(2.4) Begrinde die Kettenregel mittels linearer Approximation!

Losung: f(x) ~ f(p) + £'(p) (x-p)
g(y) ~ g(f(p))+ g (f(p)) (y=rip))
Dann ist

g(f(x)) ~ g{f(p)) + g (£(p)) (f(x) -~ f(p))
nvog(f(p)) + g (F(p)) £'(p) (x-p)

Alsc ist
(f ° g)'(p) = g (f(p)) ' (p).

(2.5) Berechne die Ableitung von X+ -———  im Punkt p = 0.
v iax
Losung: _ LVRR e a,x
J T+x
. . 1 ]
Quadrieren : Tix vl o+ 2a1x

Mulitiplikation mit 1 + x :
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18 1 + (2a1+1)x
. _ 1
Daher ist 2a1 +1 =0, d.h, a, = = 5 -

1=%
1+x

(2.6) Berechne die Ableitung von x - im Punkt p = 2.

+

L8sung: -%E; = :%ié§%§l ~ - % + a1(x-2)

»

-3 -3 (x=2) ~» =3 - (x=2) + 9a1(x-—2)

4 - .2
£

3

(2.7) Berechne die Ableitung von x = x” - x im Punkt x = 1.
Losung: x5 - x = (1+(x=1))3 = (1=(x-1))
v+ 3(x-1) = 1 = (x=1) =

= 2 (X-’)

Bemerkung: In den Aufgaben (2.6) und (2.7) wird bewuft die

fir die Taylorentwicklung eines Polynoms wichtige Umformung

X = x - p + p verwendet und keine Regel der Differentialrechnung!
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3. Approximation durch gquadratische Polynome

Die Darstellung
f(x) ~ f(p) + a1(x—p)
legt es nahe, eine genauere Approximation in der Form
2
f(x) ~ f(p) + a,(x-p) + a,(x-p)

zu versuchen. In vielen Fdllen kann man diese Darstellung
chne Differentialrechnung gewinnen, wenn man folgende neue
Vereinbarung trifft:

Wendet man eine Grundrechnungsart an und entstehen dabei
Glieder hdherer Ordnung als quadratische, so werden diese

nicht bericksichtigt, d.h. weggelassen.

(3.1) Wir beginnen mit v1+x '~ 1 + a,x + a2x2

Quadrieren! 1 + x v 1 + 2a1x + 2a2x2 + a12x2
Also ist 1 = 2a1
2
0 = 2a2 + a1
Di ibt 21 a. = 1
ies ergi a; =%, 27 - g

Natirlich ist es zweckmé&Biger, Aufgabe (2.3) zu verwenden und
YT+x' v 1+ % + a2x2

anzusetzen!
Wir wenden dies nochmals auf V26 (Aufgabe (1.3)) an:

/1! 1 1 1 1
v2b = 5 1+§§ ~v5 (1 + 35" F - Egg ) = 5,099
Der TI-30 liefert V26 = 5,0990195.




1 X 2
(3.2) ———-——'\.1-?+a2x
+X
Quadrieren! 2
! LV RS X -x+2ax2
T+ X T 2
x2 2
1A 1 4+ T - X ¢+ 2a2x + X - X
=1 + (- % + 2a2) x2
. - 3
Daher ist 32 = - g-

Sei nun allgemeiner f(x) ~ f(p) + a1(x-p) + az(x-p)z.

Wir brauchen eine Vereinbarung, die es er‘m'dglicht,a1 und a,
zu bestimmen. Unsere Vereinbarung ist: Die quadratische
Approximation soll fir die Ableitungsfunktion eine lineare

Approximation liefern! Aus

f(x)n f(p) + a1(x—p) + az(X-p)2

folge
fr(x) ~ a, + 2a2 (x-p)
Daher ist einerseits erneut a, = f'(p) und weiters
a - f"(p)
> T T -
Aufgaben:
(3.3)
Man gebe eine quadratische Approximation fiir f(x) = x3 - 2x + 1
im Punkt p = -1 an,.

L6sung: Erster Weg durch Differentialrechnung!

F(x) = x3 = 2x + 1, F(-1) = 2
£1(x) = 3x° - 2, £r(=1) = 1
f"(x) = 6bx, fr(-1) = -6

Daher f(x) ~ 2 + (x+1) = 3(x+1)2

S S N D e
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Zweiter Weg durch Entwicklung von x!

3

%3 2 2x & 1 = ((x+1)=1)3 = 2 ((x+1)=1)+1

(x+1)3 - 3(x+1)2 + 3(x+1) = 1 = 2(x+1) + 3

N2 e (x+1) - 3(x+1)7

(3.4) Man gebe eine quadratische Approximation fir f(x) = 1ln x

im Punkt p = 1 an.

: Lésung: f(x) = 1ln x, f(1) = 0

, 1

f'(x)=§, f£r(1) = 1
g £ (x) === Fr(1) = -1
X

2 Also

! 1 2
: In x v (x=-1) =~ = (x=1)

Man nehme x = 1,01 und erhdlt

: 0,012
g 1n 1,01 ~ 0,01 - LI - 0,00995

Der TI - 30 liefert

%
|
| In 1,01 = 0,00995033
1

! Hinsweis: Benutzt man Integralrechnung so auch folgende

L&sung mdéglich:

T Tty v - (k=1

Z Z 2
In z = f %? v L (1-(x=1) dx = (z=-1) = LE%ll——

1 1

!
i
11
s
B
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4. Approximation durch Polynome hdherer Ordnung

Hier geht es um eine Approximation der Fornm

f(x)~ f(p) + a1(x-p) + aa(x-p) + ... + an(x-p)n

Die Strategie des unbestimmten Ansatzes erweist sich mit
wachsendem n als zusehends unbrauchbarer, sodad die

folgende Vereinbarung zweckmidBig erscheint:

Die Approximation n-ter Ordnung soll fiir die erste Ableitung
eine Approximation (n-1)-ter Ordnung liefern (und daher fir
die zweite Ableitung einer Approximation (n-2)-ter Ordnung

UsSw. ).
Daher ist es fast trivial (sit venia verbo!), daB

a f'(p)

1]

1
_ f"(p)
a, = Z

- f""(p)
3!

Y]
w
]

i f(")(p)
n - n!

gilt!
Wir beginnen gleich mit Aufgaben!

(4.1) Man gebe die ersten 5 Approximationen vecn f(x) = sin x

im Punkt p = 0 an.

Lésung: f(x) = sin x, £(0) = 0
f'*(x) = cos x, f'(0) = 1
f"(x) = -sin x, f"(0) = 0
f™(x) = -cos x, £f'™@0) = -1
f(U)(X) = sin x, f(u)(O) =0

f(S)(x) = cos X, f(S)(O)

]
—_
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Also T1(x) = Tz(x) = X
x3
T3(X) = Tu<)&/ = X - *6—
3 5
T5(X) -= X - %(-— + %—6 U.Sf.

foo- sinx)

3
X . - o
- - o ! = IJ 7
T3(X) X = hat die positive Nullsteile Vv © yg,u 91%9;

. N TR ; - Z R
und das Maximum bei V27 = 1,4142136. T5(x) = X - B+ T3

hat keine positive Nullstelle, allerdings

ein lokales Minimum bei 3,076378 (eine "verlehlts Nullstelle™
sozusagen und schon in der N&he vonx ) und ein lokales Maximum
bei 1,5924504. Erwidhnt sei, daB die qualitativ so wichtige
Figenschaft der Periodizitdt der Sinusfunktion durch diese

Approximation kaum in Sicht kommt!

(4.2) Ohne Differentialrechnung kann man die Ndherungs-

1, .
polynome von T im Punkte p = 0 studieren. Denn
1 2 n
— A 1 4+ X + X + ... + X
1-x

ergibt sich durch Ausmultiplizieren (Summenformel fir die

gecmetrische Reihel),
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5. Hinweise auf Exaktifizierungen

Wir haben als Strategie vorgeschlagen: Die Approximation
n-ter Ordnung soll fiir die erste Ableitung eine Approximation

(n-1)ter Ordnung liefern.
Es gilt nun tatsédchlich:

Satz: Es sei f im Punkt p n-mal differenzierbar. Dann ist

lim f(x) - f(p) - a,(x-p) - ... - aa(x-p)n -0
X =D (x-p)°

genau dann der Fall, wenn

(1)
ai‘z‘f—i'—(-p_)"liiin
gilt.

Beweisidee: Man verwendet Induktion!

fir n = 1 ist

lim f(x) - f(p) -
x-p (Tox= p -ay) =0

genau fir a, = f'(p) der Fall,

Sei f n-mal differenzierbar, so ist f'(n-1)-mal differenzierbar.
Es ist daher

1im L0 - 7 (p) - P lXep) o e o By Lep)™
X =D (x-p)" "~
f.(i-ﬂ)(p)

fir bi = I R

1< i< n-1,

der Fall.
Wir setzen G(x) = f(x) - f(p) - a1(x-p) - e, = an(x-p)n.
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Dann ist es plausibel (und mittels des verallgemeinerten
Mittelwertsatzes der Differentialrechnung leicht beweisbar),

daR

lim —gizl— = l
n

X-=p (x—p)n

1lim ELQQ———
n-1
X=-p (x-p)

gilt, woraus die Behauptung folgt.

Wir haben am Anfang erwdhnt, daR lineare Approximation
bedeutet:
f(x) -~ f(p) ~ f'(p) (x-p)

Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung lehrt

f(x) « f(p) = f'(€) (x-p),
wo & ein Punkt zwischen x und p ist.

Allgemeiner gilt:
Satz: Die Funktion f sei n-mal differenzierbar.

Dann ist
n-=1 (i) . (n) . ..
f(x) - I £-T%£l (x-p)l = 1 n!(g) (x—p)n

i=0

Zum Beweis: Eine Beweisidee verwendet wiederum den

verallgemeinerten Mittelwertsatz. Sei

n-1 (i) .
F(z) = ¢ £ (2) (45l
120 it
= (z-x)" - (x-p)n

H(z)

Dann ist (wir denken uns nun x und p fest):

F(X) = f(x)
n-1 (i)
Fep) =z LB oyt
i=0 :
f(n)(z) 1

F' (Z) = - —(n__—,‘—j—!' (X"'Z)n_
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H(x) = =-(x-p)"

0

"

H(p)

H'(z) = n (z-x)"""

Daher ist
(n)
F(x) - F(p) _ F'(g) _ f (g)
H(x) - H(p) ~ H'(g) -~ = " ntf

Eine andere Beweisidee verwendet partielle Integration (eine
wichtige Strategie der Integralrechnung!):

X f,(n)(z)

T e LR o 3 I A LT ANL
/ ! ! ! !

n-ld

Auf der rechten Seite gelangt man induktiv absteigend letztlich

Zu

X
J f'(z)dz = =-f(p) + f(x)
P

Links verwendet man den verallgemeinerten Mittelwertsatz
der Integralrechnung

X

(n) X n-1
£ -1 -
fo S (-2 az = 10 {)%,—f%u— dz =
n
- (), (x-p)

n!

Nachtrag: Wir formulieren der Vollstédndigkeit halber eine
Version des verallgemeinerten Mittelwertsatzes der Differential-
rechnung und des verallgemeinerten Mittelwertes der Integral-
rechnung.

(1) Sind f und g: [a,b ] -~IR (lUberall) stetigund im offenen
Intervall Ja,b[ (lberall) differenzierbare Furktionen und
ist g'(x) # 0 in Jla,bl, so gibtt es ein€ e Ja,b[, sodaB gilt:

f(b) - f(a) _ f'(€)
g(b) - gla) ~ g (&)
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(2) Sind f und g : [a,b] -~ R stetig und istf(x) # O auf
Ja,b[ , so gibt es einkela,b[ mit

b b
£ f(z) g(z)dz = g(g) S f(z)dz
a

6. Unendliche Reihen

In vielen F&llen ist naheliegend, daR man von

n f(r)(p)

£(x) ~ zo = (x-p)©
rs=
A
® (r)
F(x) = z L) (yopyr
r=

Ubergehen kann. Schon die Reihe

--1— = z Xr

r=0

lehrt, da® dies nicht uneingeschrédnkt der Fall sein muB.
In diesem Fall ist Konvergenz und Gleichheit nur fiir

fx | <1 richtig.

Die Potenzreihen filir sin x, cos x und e* sind bekanntlich fir
alle Werte von x konvergent und stellen die gegebene Funktion

dar.

Pie Funktion
x = 0

f(x) = e.vxz x 40

ist ein Kuriosum in der anderen Richtung: Es ist f(n)(O) = 0
fir alle n, also ist die nach unserem Verfahren gebildete
Potenzreihe sicher konvergent (zum Grenzwert 0), stellt aber
nur fir x = 0 die gegebene Funktion dar.

Konvergenzuntersuchungen stehen aber nicht im Vordergrund dieser

Uberlegung und gehdren wohl eher nicht in den Unterricht!




