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,~Nobody is perfect”’

Bei den folgenden Programmen drackt der Rechner Ergebnisse auas, die teilweise
wesenthich von den danehen angegebenen, auf 6 geltende Ziffern vichtigen Werten

abweichen,

1. Das Programm
100 PRINT " X", " 2-x°
110G FOR I-1 TO 5
120 READ X : PRINT X, 2-X
130 NEXT I
140 DATA 1.9, 1.99, 1.999, 1.9999, 1.99999
bewirkt dic Ausgabe
X 2-X
1.9 -1 1
1.99 P.99999E-03 L0t
1.999 1. QUQ0BE-03 REIT
1.9999 7.98974E--05 ANK
1.99999 1.01328BE~05 00001
2. Das Progrann
100 PRINT * X", " COS(x)"
110 FOR I=1 YO S
1220 READ X : PRINT X, COS(X)
130 NEXT I
140 DATA 1.5, 1.56, 1.57, 1.57¢7, 1.5708
bewirkt die Ausgabe
X COs (X)
1.5 . 0707371 707372
1.96 0107961 10796
1.57 7.963U9E-04 7060278
1.5707 9.62483E--05 O 632681 - 5
1.5708 ~-3.74507E-04 3 HTI2E 6
as Programm
3. 100 PRINT * X", M 1-COSX)" " 2a85IN(X/2)T12"
110 FOR I=1 7O S
120 READ X : PRINT X, 1-COS(X), 28SIN(X/2)[2
130 NEXT I
140 DATA .1, .01, .0D01, .0001, .0Q0001
hewirkt die Ausgabe
X 1-COS (X) Z2ESIN(X/2) L2
.1 4,99582E-Q3 4, 7938TE-OT [ IR RN DR
.01 5.00083E-05 5. 00005E -05 (IR U DO
1E--0X 5. 264426 -07 4,99933E~-07 Y DI
1E-04 0 q.?9924E-09 Al 4
1E -05 A} 4.92471FE-11 61 i
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Manchmal, wie bei den ersten 2 Beispiclen, ist e unvermeidlich, da8 eine oder
mchrere der ausgedruckten Ziffern |, Phantasieziffern® sind.

Schuld daran ist die begrenzte Genanigkeit, mit der cin mit binirer Verschlitsselung
arbeitender Rechner Dezimalzahlen speichern kann.

Die ro auftretenden Fehler werden als Rundungs-, Verschliizselungs- oder Kodie-
rungsfehler hezeichnet.

Wir wollen uns aber mit der hlofien Feststellung des Grundes fiir das Auftreten dieser
Kodierungsfehler nicht begniigen, sondern ein Maf fiir die GriBe dieser Fehler
angeben. Auf Grund dieses MaBes werden wir imstande sein zu entscheiden, auf welche
der vom Rechner ausgedruckten Ziffern wir uns verlassen kénnen und welche von
ithnen ,,Phantasieziffern’ sind.

Manchmal aber ist, wic beim letzten Beispiel, der Programmierer an don auftretesilen
Ungenauigkeiten schuld, niamlich dann, wenn cin ungiinstiges Rechenverfaliven
gewihlt wurde. Man spricht von cinem Verfahrensfehler. Im letzten Beispiel konnen
wir den Term 1 —cosz umformen in

R 4
1 —-cos::::.‘!smzi

und erhalten mit dicsem Verfahren einwandfreio Ergebnisse.

2. Kodierungsfehler

Unser Rechner speichert jede Zahl als Binirzahl (Dualzahl).

Bei ganzen Zahlen treten hier keine Probleme auf; jede ganze Zahl ist exakt als
Binirzahl darstellbar und, wenn sie betragsmiflig nicht zu grof ist, auch exakt
speicherbar.

Viele Dezimalzahlen kann man ebenfalls exakt als Binidrzahlen darstollen, z. B. .25,
6.5, 1.125.

Im allgemeinen wiirde aber eine Dezimalzahl zur exakten Darstollung cine Binirzahl
mit unendlich vielen Bindrziffern erfordern. Zur praktischen Verwendung mull also
die Binirzahl irgendwo abgebrochen werden.

Uber die so auftretenden Kodierungsfehler wollen wir uns mit Hilfe des nachfolgenden
Programms cincn Uberblick verschaffen.

100 READ X% : X=X#
110 KF=X#-X : KR=KF/X#
120 PRINT X#, X,KF,KR
¢ PRINT CDBL{(X) : PRINT : GOTO 100
200 DATA 23, .25, 3.3125, .3IZ3IIIII3IH, .1234567898, 1234567894,
3. 14159265, 2.508

Zuniichst wird jeweils cine Konstante in die doppeltgenaue Variable X 4 cingeleson
und dann die cinfachgenaue Variable X =Xt gesctzt. Der dabei auftretende
Kodicrungsfehler ist KF = X #--X,

der relative Kodierungsfchler KR = KF/X 4.




Aus der Ausgabe ersehen wir:

Der relative Kodierungsfehler KR st fir INT-Zahlen Null, INT-Zahlen werden
exakt gespeichert.

Fiir SNG- und DBL-Zahlen ermittelt das folgende Programm den jewetligen relativen
Kodiernngsfchler KR.

lia berechnet fir jede eingetastete Zaht A die kleinste positive Zahl X fiir die noch

A4 X >A gilt, und den Quotienten NJA.
Alle Zablen A4 7 mit 057 - X wenden als A gespeichert,

Der Quotient X/A entzpricht somit dem relativen Kodierungsfehler KR,

Das Programm

100 I=0 : INPUT “"DOPPELTE GENAUIGHEIT «CJh =1 ) "3l
: IF I=% THEN DEFDBL A : E=1F16 : FLSE DEFSNG A : E=1E&

110 INFPUT "y =":A 1 H=A/E : X=0

120 X=X+H : IF A+X=N THEN 1220

130 X=X-H z H=H/10 : IF H*X2_,0001 THEN 120

140 PRINT CSNG(X/A) : PRINT : 6070 100

bewirkt die Ausgabe:

DOFFELTE GEMNNUIGHELT « JA = )» 7

A =71

S.76E-08

DOFFELTE GFNAUIGHEIT ¢ JA =1 ) 2

A =" 1EX

T.051E-08

DOFPELTE GEMNAUIGKEILT «Ja =1 ) 2

A =D LEZOQ

2.777E-08

Welehen groBten Wert kann nun der Betrag von KR bei den versehicdenen Variablen.
typen annehmen ! Wir bezeichnen diesen Wert, als Kodicrungrgrenzfehler KG.

Wir kénnten nun KR fiir cine grofle Anzahl von Zahlen A mit Hilfe des vorstehenden
Programms berechnen, um eino Abschiitzung von K zu orhalten. Kinfacher ist, 08,
das folgende Programm, das Zufallszahlen verwendot, mit grollem N laufen zu lassen,

Das Programm

100 I=0 : INPUT "DOPPELTE GENAUIGKEIT ( JA = 1 ) "3I
: IF I=1 THEN DEFDBL. A : E=1E16 : ELSE DEFSNG A : E=1E6
105 INPUT “N =":N : K=0 : M=0
110 A=RND(10) : H=A/E : X=0Q
120 X=X+H : IF A+X=A THEN 120
130 X=X-H : H=H/10 : IF H>X%.0001 THEN 120
140 IF X/A*M THEN M=X/A
150 K=kK+1 : IF KN THEN 110
160 PRINT "M="M, “N ="N : GOTO 100
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bewirkt die Ausgabe:
DOPPELTE BENAUIGKEIT ( JA = 1 ) ?

N =? 1000

"= 35.96E-08 N = 1000

DOPPELTE GENAUIGKEIT ( JA = 1) 2 1
N =? 1000

W= 1.387E-17 N = 1000

Wir sehen, daB dic oben fiir A =1 berechnoten KR-Werte betragsmaBig nie iiber-
schritten werden.

Wir wollen uns also merken:

KG==0 fiir INT-Zahlen
KG ~6E—8 fir SNG-Zahlen
KG v 1.4E—17 fiir DBL-Zahlen

Relativer Fohler einer Funktion In einer Variablen

Durch welehes allgemeine Verfahren kénnen wir in jedem einzcinen Fall feststellen,
auf wie viele geltende Ziffern man sich verlassen kann?

Wir beantworten zunichst die Frage:

Wenn in einer Funktion /(z) das Argument mit dem Fehler Az, also dem relativen

Fehler RF(z) = 4; behaftet ist, wie groB ist dann der relative Fehler RF(y) = Ay
y

des Funktionswerts y = [(x)?
Der Verhiiltnisfaktor der beiden relativen Fehler ist

RFG)_ by =

TP = ==
VY =R~ Bz y

Ea gilt also

“RF(y) = VF . RF(z)

Aus dieser Gleichung kann man bei bekanntem Fehler RF(x) und bei bokanntem
Verhiltnisfakior VF den relativen Fohler RF(y) borechnen. ...1

VF iat cine Funktion von z und Az, dic Abhingigkeit von Az kann aber bei kleinen Az ver-
nachlissigt werden.




_l{.I'j‘(x.) ka-m: t_l\{rch cine MeBungenauigkeit bedingt sein oder durch die nur angenihert
magliche k(x'lwrung der meisten Dezimalzahlen durch unseren Rechier. In diesem
!M.-ztpn Fall gilt | R‘P (z)] < KG, wo KG der schon besprochene Kodicrangsgrenzfehler
ist. Daraus folgt die Abschatzung )

[RF(y)] < |VF] . K

Hinweis:

Wenn | VF| < 1 ist, gilt nur [RF(y)] << KG, da ja auch » nur angenihert gespeichert,
werden kann, 7

A .
Wir wollen nun den Verhaltnisfaktor VF = AZ / % goeometrisch deuten.

R~
i
rh i
=
~ <
Py %5 X
by
A J
. {3\ 1y | .
I] X
x ax
- - e

A
By ist die Steigung der Sehne PP,. Es gilt - 4 = banag.
Az Ax

Da wir nur kleine Fehler Az und Ay betrachten wollen, kénnen wir tanag ~ tanap =y’
setzen, also die Steigung der Sehne durch die Steigung der Tangente ersetzenl,

Fs gilt daher

A
Y > tanor

Ar
% ist die Steigung der Strecke 0P, also

y
~— =tan
il
Der Verhiltnisfaktor ist daher
. tanagp
VE 2y =
tanf

| Wir setzen also voraus, daf die Funktion differenzierbar ist.
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4. Kritische Stellen

Besonders interessieren uns die Stellen, wo |VF| schr groB ist. Solche , kritische*
Stellen liegen z. B. in der Umgebung der Nullstellen einer Funktion, weil dort tanf

sehr klein ist, wie etwa in den ersten zwei Beispielen,

In der Umgebung der Nullstelle zo kdnnen wir uns die Funktion durch ihre Tangente
ersetzt denken!:

Der Verhiltnisfaktor VF ist dann
tanar y y _
VI~ tang mz-—-:l:o/x =

Den Quotienten § = z—;xq kénnen wir als relativen Abstand der Stelle x von der Null-

stelle zq deuten.
‘ VFN% ...

1 Wir beschrinken uns auf Nullstellen mit nichthqrizontaler Tuﬁgentc, also auf Nullstellen erster

Ordnung.
* Fir Nullstellen n-ter Ordnung erhalten wir VF ~ —:;—




5. Relativer Fehler einer Funktion in zwei Variablen

Voo den innktionen in zwer Vavtablen wollen wir nur die Groandeechnimgsarten

betrachien,
Der relative Fehler des Produkts a7 ist

Atry) Ny Ar Ay |
ey o

Ly xy

oder
B Gry) = RIS 1 REON

Fiir die Diviston craiht sich in iihndicher Weise

BRI ( , ) = R RE)

In heiden Vallen ergibt die Fehlerabsehatzune

)‘ OREG) e RE

|
i

. ; L
REG b (S

| U
Der Fehler des Ergebnisses ithersteigt alzo grolenordnungsmaBie nicht die 1ehler der
Argumente oder; anders ausgedrivekt:

Das Frgebnis enthalt etwa so viele richtige Ziffern wie das ungenaneve der

Argnmente,

Bet der Addition erhvilt, man

Ao tyy ArdAy  Arx Ay oy
£ty e ‘1/7" T [~y i /4 o ]
r y

ader R (e ks Rl - p I ]“"(_//) .
' xrol-y £ty
RIGr) sind Dier mit den Faktoren »i(e ty) hzw

Die relativen Fehler RI(r) how
yfee Ly multipliziert. Wenn o und g gleiches Vorzeichen habhen, sind diese Faktoren
Kletner als 40 der velative Fehler des Brgebniscos swird also anch hier in der Graflen.

ordnung des groleren der beiden Tetlfebler RFG) and RIEGy) bleiben,

T Eligentlich gilt
AV B E o I WS IR § T IR ) B TR /A W N S B W VT

Da wie jedoch nur Kleine Fehler Ar and Ay hetrachten, kimnen wir daa Produkt. Ao Ay nla

klein gregenuber den anderen Summanden vernachlissigen,
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Kritisehe Siclen liegen aber z. B. auch inder Umgebung von vertikalen Asymploten,
weil dort tanagy schr grofB ist.

. Ohne Beweis soll hier angefiithrt werden, daf3 sich in diesem Fall

Vi~ —

0]

ergibt!.

Zusammenfassung:

In der Umgebung ciner kritiachen Stelle z¢ gilt

|\7F]:e»-l- mit 6="f_f_f2
x

9]
| BEISPIEL

" Das Beispicl 2 von Secite ist so zu erweitern, daB auch VF und N=Ig|VF| aus-
gedruckt werden.

Das Programm:

100 PRINT = X"," COS(X)"," VF",” N"

s M=1/L0G(10) 1 XO=1.5707963
110 FOR I=1 TO 5 : READ X t VF=X/(X-X0)
120 PRINT X, COS(X), VF, LOG(ARS(VF))1H
130 NEXT 1
200 DATA 1.5, 1.56, 1.57, 1,5707, 1.5708

bewirkt die Ausgabe:

X Casx) VF N
1.5 . 0707371 ~21.1876 1.32608
1.56 .0107961 —~144,. 495 2.13985
1.57 7. ?6TB9E~04 ~1971.57 J. 29481
1.5707 9.6248FE-05 -163046.9 4.212X7
1.5708 ~3.74507E-06 411776 3.61466

Aus der Zahl N & 5.6 schlicBen wir, daB y um 5 bis 6 Stellen weniger genau ist als das
Argument. Da das Argument bei SNG-Genauigkeit nur auf 7 bis 8 Stellen genau
gespeichert werden kann, so diirfen wir uns beim Funktionswert nur auf ctwa 2 Stellen

verlassen.

\Wir setzen voraus, daB er Kehrwert der betrachicten Funktion in zy cine nichthorizontale
Tangente hat, die asymptotische Anniherung der nrapriinglichen Funktion also von erster

n
Ordnung ist. Bei arymptotischer Anniherung der Ordnung n erhalten wir VF e — T

R N




Wenn aber o und oy verseliiedene Varzeichen hiaben, also hei der Sabtraktion. dann

)

Konuen die Falktoren i b)) wied e 1 oy) sehie grof sein

i Betspiel soll dies evliotern.

£ HOISGT wnd e - -5 08234 sollen beide anf 7 geltende Zitforn cenaun =ein. die
weiteren Dezimal=tellen sind niehit hekannt, Wie genan st woe gy

D.OH2IS6T 0

hooglungr oy

(. Q0032670

Wie man sieht o ist das Kreehnis nae noch aul 3 oeltonde Zitfern repan

Das ergibt sich anch ans dev Bereehnung von REG -y

Die Falctoren /(e by and y e dg) Heaen ber inserem Beispiol o der CeaBono dneme
von 104 dhe arspritngliche Gennuizkeit vou 1007 07 cojtonde Zaffernd it also anf
1070t -0 33 eeltonde Zidfern) veduziert warden

Pureh Subteaktion kénnen alzo erhebliche Genanigheitaverhoste cuttehen.

ber Rechner druekt cine bestimmte Anzabl von Stellon aus msa 8 sich aber in
klaren sem. dald ciige Ziffon time Extremfadl cocar alle!) Phantaciezifforn scin
konnen.

8.6. Verfahrensfehler

Wir habien schon auf Seite cin Bewspielangegeben, bhei dem nicht Kodicrungsfehler
fie die Ungenaatgheiten ome Bregehnis veeantwortlich waren, sondert ein unyiinstives
Rechenverfahren Wir konnten dadveeh hewssere Froehntsse erverchen, bald wire die

| S . . .
Funktion gy toecose durch gy =2 5in? , ersetzten wnd so die cenaniekeitsver-

nndernde Subteaktion vermiedon,
wound gy hefern zwar ber unbegrenzter Genautekeit die slechon Brgetnisse, bha
begrenzter Clenauigheit! st aber das vweite Verfahion, besonders i dor Cmgebang
vou - -0, wesenthelh genauer,

AL e LD e

. : / : : .
e Fanktion y o N e A Tw ward besser nach folgendem Verfahren

bevechnet :
2o

Yy == R
4 LV —

V1 -}.‘:

Jeder Kechner hat nur cine begrenzte Genauwgkeit!
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Bei dem folgenden, der technischen Praxis entnommcnen Beispicl handelt es sich
ebenfalls um einen Verfahrensfebler.

Gegeben scien DI =11 und D2 =10.834.

. . D1 D2\z  1—(D2/D1)2

Zu berechnen ist RO= - - . Vl+ (i)_l) TK(EQ/DI)

2
Mit dem Programm
100 READ Dt,D2

110 D3=D2/D1 : D4=DI:D3
120 PRINT D1,D2,D1/23%SQR(1+D4+(1-DA)/LOGI(D3}) ¢ GOTD 100

130 DATA 11, 10.834
erhalten wir die Ausgabe
11 10.834 .061122

Mit dem Taschenrechner TI-58, der bekanntlich mit 13 Stellen rechnet und 10stellig
anzeigt, erhalten wir R0 =0.0677693.

Wir erkennen: 109, Abweichung!
Nicht einmal die erste Stelle ist sicher!
Wir wollen nun die einzelnen Rechenschritte iiberpriiffen. Wir rechnen wieder mit

unserem Taschenrechner und runden alle Zwischenwerte auf 7 geltende Ziffern. Wir
erhalten
- D3=D2/D1 =.9849091
D4 = D3»D3 = .9700459
1—D4=.0299541 (nur noch 6 geltende Ziffern!)
(1—D4)/LOG(D3) = —1.96989 (auch nur 6 geltende Ziffern)

Der Radikand 1+ D4+ (1—D4)/LOG(D3) ergibt sich zu

1.970046. ..
—1.96989. ...

0.00016. . ..

Die Genauigkeit ist von 7 auf 2 geltende Ziffern zusammengeschrumpft!

Auch das Endergebnis ist daher nur noch auf 2 geltende Ziffern genau.

DaB unser Rechner nicht einmal diese 2 geltenden Ziffern richtig liefert, hat seinen
Grund darin, daB bei ihm die eingebaute LOG-Funktion fir x-Werte in der Néahe
von 1 schlecht programmiert ist. Es gibt aber BASIC-Varianten, bei denen dieser
Fehler behoben ist und die tatsichlich RO nach dem oben angegebenen Rechen-
verfahren auf 2 geltende Ziffern genau liefern.

Es stellt sich nun die Frage, ob man durch ein anderes Rechenverfahren zu einem
genaueren Ergebnis kommen kann.

Da sich bei unserem Problem keine Umformung anbietet, wollen wir eine Reihen-
entwicklung versuchen.




I
O
ol
!

Wir setzen

CDrenz
T b2

‘ e ] S ‘
md entwickeln nach Potenzen von o in eine Taylor-Reihe,

Wir erhalren:
Di-D2 g e
RO = . R - .
\ b6 \ 30
Woenn wir o eester Naherune denn Klammerinbale el 1 osetzen, erhiadten war
R Dt—D2 v b
Mit den Daten unseres Beispiels cvaibt sich R JORTT6E02 alsocin #chon auf 5 cedtende
Ziffern gvenaver Wert!
Die ndachstheste Nihernng ist
Rbe= R (02 3m

Rt Hicfert fitr kieine o0 gnte Froehnisze fur crolie 70 wber ungenaue Werte da sich
dann Jdas Weglassen der Gheder hoherer Ordpung auswirkt, Far grofie o0 kinnen
wir aber die Definitionsformel fiite RO v on der vorhergebonden Seite verwenden, die
ja unr fur kleine 0! anbranchbar ist.

Mit Hilfe dieses Testprogramms kimnen wir die Grenze feststellen. bis zu der man
ibei einfacher Genauigkeit) hesser mit R1 und ab der man besser it RO recbnet,
3ei unserem Rechner liegt divse Crenze hei (3, 012,

2 . . . . .
Auforund unserer Cherlegungen sind wir nun imst ande, das folzende knrze Programm
aufzustellen, das im gesamten Anwendungsbereich der Formel cinwandfreie Kr-
sebnisse liefert. obwohl es nuy mit einfacher Genauighkeit arbeitet.

10 READ D1.D2 : DI=D2/D1 : D4=DI¥DT : D=(D1-D02) 7 (D1+D2)

20 FRINT "Di ="D1l, "D2 ="D2 : FRINT "RG ="j

“0 IF ABS(D) ».12 THEN PRINT DI1/2¥SQR{1+DA+{1-D4) /LOG(DIY)
ELSE PRINT AES(D1-D2) /S0OR(6) % (1+4DXD/I0)

A0 DATA 11.10.97%4

Dicses Programm bewirkt dic Ausgabe:

D1 o= 11 N7 = 10.874
RGO = J0&77691






