Zur Axiomatik der Geometrie - Strahlensatz

Leopold Peczar, Wien

Die Punkte: A,B,C,...,P,Q,..., Geraden: a,b,c,...,g,h,... und
Evbenen: a ,R,¥yeeese,9,... sind die Elemente der Geometrie. Dabei ;
werden die Geraden und die Ebenen als Punktmengen aufgefalt. A€ g
bedeutet: A ist ein Element von g; A liegt auf g und g geht durch
A. B liegt nicht auf g wird Bf g geschrieben. Analoges bedeuten

P€ e, bzw. Qf ¢ fiir die Inzidenz von Punkt und Ebene.

Ax 1 (Axiom 1): Zwei verschiedene Punkte A(%), B bestimmen

eindeutig eine Gerade g auf der sie liegen; g= AB.

Ax 2: Auf einer Geraden gibt es mindestens zwei Punkte und
ebenso gibt es wenigstens drei Punkte, die nicht auf einer Geraden

liegen.

Ax 3: Drei nicht auf einer Geraden liegende Punkte A,B,C legen
eindeutig eine Ebene ¢ fest; e = ABC. In jeder Ebene liegt stets
ein Punkt. Es gibt mindestens vier Punkte, die nicht in einer Ebene

liegen.

Ax 4: Sind A($), B zwei Punkte einer Ebene ¢, so liegt auch
jeder Punkt von g=AB in e¢. g ist Teilmenge von e¢; g<e. Damit er-
kennt man, daB e = ABC auch durch g(= BC) und A(f g) und ebenso durch
g(= CB), h(= BA)-gn h = {B} - zwei sich schneidende Gerade bestimmt

ist.
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Satz 1: Schneiden sich zwei Ebenen in einer Geraden, so trifft
jede Gerade der einen Ebene die andere in einem Punkt, der auf der
Schnittgeraden liegt oder sie ist zur Ebene und zur Schnittgeraden
parallel.

Aus ac ¢ und aneo = (A} folgen A€ a, also A€ ¢ bzw. A€ ®» und
somit A€ s = eno. Ist aljm, d.h. sneo = { }, so muB auch ans = { }

sein, weil an s = {S} den Widerspruch an® = {S} ergeben wiirde.

Satz 2: Schneiden sich je zwei von drei Ebenen €11€5,€3 in einer
Geraden Syp=€4NrF,, s23=:2n €3 531 =e3n €, und sind diese ver-
schieden; 815 i 323 $ 531, so gehen diese Schnittgeraden durch einen
Punkt oder sie sind parallel.

8y, liegt ja in e, und e,. Nach Satz 1 muB daher {5} = SypN e
auf €N €3 = 813 und e,N €5 = 523 liegen., Die drei Geraden gehen
durch S. Ist sy,Nes = { }, so werden auch s,,n Spz = 84N 834 = {1},

also die drei Geraden parallel sein.

Ax 7: Sind A,B,C drei Punkte einer Geraden, so liegt genau einer

zwischen den beiden anderen.

In der Figut liegt C zwischen A und B.

A ¢ B
’ ’ Die Strecke (AB) ist die Menge aller

Punkte zwischen A und B. A,B sind ihre

N "
T T

A c 8 Endpunkte. Zwischen A und B sind ihre

Innenpunkte. Alle iibrigen Punkte der Geraden AB sind die AuBenpunkte.

Ax 8: Sind A,C Punkte der Geraden g, so gibt es mindestens einen
Punkt B, so daB C zwischen A und B liegt.

Ist Cf AB, so bilden die drei Punkte das Dreieck (ABC), (AB),
(BC), (CA) sind seine Seiten und A,B,C die Eckpunkto,

ks a5 SR, ks 5 i

I 8




A

Ax 9: Geht eine Gerade durch keinen Eckpunkt eines Dreiecks,

schneidet sie jedoch eine Seite, so muf sie nocn genau eine wel-

tere 3eite scnneiden.

9 Jede Strecke (AB) haot demnsach einer
Innenpunkt., 38 zibt Ja nach AX < einen
Punkt C & g = iE und nasch ix £ einen

G/ \ ‘
4/4/////, Punkt P, fir fen C zwischen B und ~

auf BC liest, ibenso #ibt 23 auf AT einsn Punkt % mit A zwischen P

ané Q (wieder nach Ax 8!'), & = C mul d=nn nach Ax 9 (iB) in einen
Innenpunkt schneiden.

Tet Oz 2 und ehenso 47 a, so erfilllen 2lle Punkte K€ 2, die
e (AZ) bilden, fur die O Auflenpunxt ist, eine Hualbgerade &y
van n, iie sich auf der einen Seite von O erstreckt, alle Ubrigen
Punkte der Geraden bilden die komplementire Hnlbgerade a, von u.

Ist 2N b = {0}, so bilden &(a1b1), 4(b1a2), 4(32b2), 4(b2a1) vier
Winkel. Dabei sind x(2,by) = ¢(a2b2) und ebenso x(a,0,) = <(ayb,)
Jeheitelwinkel., Sie sind immer gleich. Sind nlle vier Winkel gleich,
50 werden sie Rechte Winkel mit der Malzahl 9C° (ilterad) genannt,
3ie errelen zusammen den Vollen Winkel 360°., Zwel Rechte dinikel er-
~eben 180°, den Sestreckten Winkel, dessen Uchnenkel komplementire
Halboerade sind. ©8 ist immer 4(a1b1) +4(b1a2) = 180°, Zwei leben-

n zussnmen 180°,

ax 10: Tst x(a,p) vnd a' eine Halbgerals, so gibt es in einem
vorsezebenen Sin eindautig eine weitere o', fir die x(ab)=x(2'b")

ist.
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Ax 11: Sind (AB)c g und A'€ g'(g), so gibt es auf jeder Seite
von A' auf g'(g) einen Punkt B'€ g'(g) fir den (AB) = (A'B') ist.

Ax 12: Fur zwei Strecken (AB) und (BC) auf g und (A'B'), (B'C')
auf g', die jedesmal keinen Innenpunkt gemeinsam haben, folgt aus

(AB) = (A'B'), (BC) = (B'C') immer (AC) = (A'C').

Ax 13: Ist bei den Dreiecken (ABC) und (A'B'C') : (AB) = (A'B'),
(AC) = (A'C') und x(BAC) = x(B'A'C'), so gilt x(ABC) = x(A'B'C')
und damit auch x(ACB) = x(A'C'B'),

Es muB dann auch (BC) = (B'C') sein.

¢
/\ Denn wire (BC) = (B'C;), so miBte !

i

A Y B nach Ax 13 x(BAC) = x(B'A'Cy) =x(B'A'C")
s sein, was wegen Ax 10 nur fiir C'=0C,
4 B’ mdglich ist.

Satz 3: Stimmen zwel Dreiecke in zwel Seiten und den eingeschlos-
senen Winkel Uberein, so sind sie kongruent. D.h. entsprechende Seiten

und Winkel sind gleich.

Satz 4: Ist im Dreieck (ABC) (AB) = (AC), so miissen auch
5 (ABC) = x(ACB) sein.
Nach Ax 13 sind ja (ABC) und (ACB) kongruent.

Satz 5: Sind bei den Dreiecken (ABC) und (A'B'C') (AB)= (A'B'),
g (BAC) = x(B'A'C') und x(ABC) = x(A'B'C'), so sind sie kongruent.
Wdre (BC) = (B'C,), so miiBten die Dreiecek (ABC) und (ABC,) kon-
gruent sein. Daraus folgt x(BAC) =x(B'A'C,)=4B'A'C'), was nach

Ax 10 nur mdglich ist, wenn C'=C4y, also Satz 5 gilt.
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catz 6: Die in Satz 11 postulierte Streckeniibertragung ist
eindeutig.

Wire nimlich (AB):z(A'B')::(A'B1), dann ergibt ein, nach \x 2
existierender Punkt C'§ g'(= A'B') die nach 3atz % kongruenten
“reiecke (A'B'C') und (A'B1C'). Damit miBte x(A'C'B') = 4(A'C'B1)
sein, was nach Ax 10 nur fur B'::B1 mdglich ist.

Ist a eine Gerade der Ebene, so kann in der folgenden Weise
jedem ihrer Punkte P einer P, zugeordnet werien: Man verbindet
Aca (Ax 2) nit P, Ubertrigt den Winkel a = x(aAP) an a weiter
und trist auf diesem Schenkel (AP) = (AP1) auf., labei socllen P
und P1 auf verschiedenen Seiten von a liegen. Zs sind dann die
Lreiecke (ANP) und (ANP1) kongruent, was K(AHP):=4(ANP1)==9O°
(Nebenwinkel) ergibt. n=PP, schlieBt mit a einen Rechten Win-
kel ein und (PN)::(NP1). Diese Abbildung ist die Spiegelung an

P}

a, die Geradenspiegelung mit der Achse a,; P, =3 (P)., Es ist

1T Ya

[SN

offer>-r ~ach P==Sa(P1). S, ist mit der inversen Abbildung iden-

3,

M

fiscn. Jie ist involutorisch. £ine Gerade g schneidet a in G;

iecke (GNP)

A
Ul
o
je
[N
'r.i.
[{¥]
~
D
rJ

Nach Ax 17
und (GNP1) kongrusnt., Damit ist
1(GNP)=Q_=4(GNP1) fir jeden Punkt

-

von 2., Nuoch Ax 10 miissen P1,Q1,...

o

Auf der Geraden g, durch G liegen,
™1 o

Jatz 7@ Bel einer Geradenspiegelung gehen Gerade in terade,
Strecken in Strecken ilber und entsprechende Strecken sind gleich:

() = (PyQ).
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Die Punkte von a sind Fixpunkte. a ist Fixpunktgerade. Die
Geraden n, die auf a normal stehen sind Fixgerade. Auf ihnen werden
die Punkte in einer Punktspiegelung vertauscht. Ihr Zentrum ist
nns = (N}.

Eine Punktspiegelung SI bekommt man, wenn man die Punkte P des

Raumes mit einem festen Punkt I, dem Spiegelungszentrum verbindet
und auf dieser Geraden PI die Strecke (PI) von I weiter auftrigt;
(PI)::(IP1), P1==SI(P). Es ist dann auch P==SI(P1). S; ist involu-
torisch. Sie stimmt mit ihrer inversen Abbildung iiberein. I ist der
einzige Fixpunkt. Alle Geraden durch I sind Fixgerade und alle Ebe-
nen, die I enthalten Fixebenen. Bei einer Punktspiegelung SI einer
Ebene ¢ (Fixebene) geht eine Gerade gc e, die I nicht enth#lt, in
eine Gerade g,ce Uber. A,B,C€ g ergeben ja A = SI(A), By = SI(B),
Cy = SI(C). Nach 4x 13 sind (IAB), (IA,B,) und (IAC), (IA4Cy) zwei
Pazre kongruenter TCreiecke. Nach Ax 10 mlissen die Winkel in A und
in Ay gleich sein. 4,,B,,C, liegen auf einer Geraden gy &y =57(g).
Es ist auch g=S;(gy). Aus gn gy ={F} wirde sich g,n g={P,} er-
geben, woraus nach Ax 1 P::P1= I folgt. Wenn g, wie angenommen,

nicht durch I geht, mu8 gn g, ={ } sein.

Satz 8: Bei einer Punktspiegelung geht jede, nicht durch das
Zentrum gehende Gerade, in eine zu ihr parallele Gerade lber.

Jede Strecke geht in eine zu ihr parallele gleichlange Strecke
iber. Sind nun g, gy zwel parallele Gerade und t eine sie beide
schneidende Gerade, eine Transversale; tn g= {4}, tn g1=={A1}, S0
ktnnen wir auf g B annehmen (Ax 2) und auf g1 By so bestimmen, daB
(AB)==(A1B1) ist (Ax 11). B und B, mOgen auf verschiedenen Seiten
von t liegen. Es ergibt sich dann AA, n BB, = (I} und S; fihrt (AB)
in (A1B1) uber. I ist der Mittelpunkt von (AA1) und (BB1). Die Dre-
ecke (ABI) und (A1B1I) sind kongruent und damit die gleichstimmigen

und entgegenstimmigen Parallelwinkel in A und A; gleich.




Satz 9: Die gleichstimmigen und entgegenstimmigen Parallelwiniel,
die sich beim Schnitt einer Geraden (Transversalen) mit zwei parallelen
Geraden ergeben, sind gleich.

Sind a,b und c¢,d zwel Paare naralleler

4

Geraden, die verschiedene Richtung haten,
50 bestimmen diese das Parallelogramm
(ABCTD). ds wird durch (AC) in die Drei-
acke (ABC) und (ADC) zerlegt. Sie
stimmen in der 3Jeite (AC) und nach

Satz 9 in den ihr anliegenden Winkeln

tberein. S5ie sind nach Satz 5 kongruent.

B35 missen daher (AB)= (CD) und

(AD) = (BC) sein.

satz 10: Zwel Parallelenpaare, die nicht die gleiche Richtung
haben, bestimmen ein Parallelogramm. In einem solchen sind gegen-
liberliegende Seiten gleich.

Ist M der Mittelpunkt der Strecke (AB) und n die durch M gehende

reiecke (AMX)

)

Mormale zu AB, so sind fir jedem Punkt 7 von n die
und (BMX) koneruent. Sie stimmen ja in (AM) = (BM), (MX) und den von

ihnen eingeschloasenen (Rachten) Winkel Uberein. (ix 13) (AX) = (BL).

die nracn Ax 17 eindeutig existisren~—

den Parallelen zu AB und BC, s0 szind
reiacke (AN

2

wegen 3atz 5 konzruent. s wird daner

- /at
R Loy > nnd L ::’Tq g C )
3 2

was weiter nach 3atz 10 (M?M3>::(BMT)
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und (M1M2)=:(BM3) und demnach (AM3)==(BM3), bzw. (CM;)=(BM,) er-
gibt. M, ist der Mittelpunkt von (BC) und My der von (AB).

Satz 11: Die Verbindungsstrecke der Mittelpunkte zweier Dreiecks-
seiten ist zur dritten Seite parallel und halb so lang wie diese.
Sind a,b zwei parallele Gerade, A€ a2, B€ b, bzw, C€ a, D€ b,
T der Mittelpunkt von (AB) und II der von (CD), so ist I II zu a
und b parallel. Nach Satz 11 geht die Parallele zu b durch I duréh

den Mittelpunkt III von (AD) und aus dem gleichen Grund durch II.

Satz 12: Die Mittelpunkte der Streeken, die ihre Endpunkte auf
zwel parallelen Geraden haben, liegen auf einer Geraden, der Mitte-

linie des von den Parallelen gebildeten Streifens.

Ax 14: (Archimedisches Axiom): Sind auf einer Geraden vier Punkte
A,B,C,D gegeben, so'gibt es eine Anzahl n, daB das n-malige Hinter-
einanderauftragen der Strecke (CD) von A aus, auf der B tragenden
Halbgeraden, uUber diesen Punkt hinausfilhrt.

Es ist nun mdglich jeder Strecke (AB)

A4 No. c « eine ILingenmaflzahl LB zuzuordnen.
INI~. - Jn b Schreibt man nimlich der Strecke (CD)

A 8 D 8 die Linge CD=1 zu - Einheitsstrecke -,
'on. C h"'“ i)
1 » n so kann diese nach Ax 14 in (AB) (n-1)-
n-4 n-0,5 n:e,l-f n
x, By oy, mal untergebracht werden. Es gibt dabei

X’ Y

2

zwei MOglichkeiten: entweder ist da-
durch (AB) vollstdndig erfaBt, oder
es bleibt noch eine Teilstrecke (B'B) Ubrig. Im ersten Fall hat (AB)
die Linge AB=n-1. Im zweiten Fall liegt B in der Strecke, die dem

abgeschlossenen Intervall [x1ly1], mit x1==n—1 und yy=n entspricht.




S
Seogann nun B mit diesem lMittelpunkt zusammentaller, Turn hoo A
iie Lfnre LE=1n-C,5. Tr anderen Frpll liepgt F oin sir » dew Taio.
ctrecken. Dos, ihr zugehtripge Intervall soll [x/jy:J Lezeicrnet worien,
A
n erreicht sco, entweder nuach endlichvielen Zohrit<en dern Tavmkt B

cier bekommt eine Folze von Streclen

sine solche Menge von Strecken (Intervallen) eine Jtreckenschachtelung
(Intervallschachtelung). s ist plausibel, daf fir die ehen teschrie-

tene Schachtelung gilt:

Ax 15: (Cantor-Dedekinsches Stetigkeitszexicm der Geraden): Jele
ichtelung von abpeschlosse Strecken (Intervallen), die zicl
von einer 3trecke (einem Intervall) ausgehend dureh fortgesetate

Halbieren ergibt, legt ein

D
ry

1 Funkt (eine Zahl) fest

Jeder Punkt B der Cers

Y
(o))
¢!
—
=

entispricht so oine Zrhl., Sie ¥onn als
Dezimalzahl mit endlichvielen oder unenilichvielen Ztellen weschriebven
voerden. De Zahl ist aie Lirngenmalizanl der Strecie (4B)

derden die Uchenkel a,b eines Wi

‘3

kels v = x(a,b) von den zwei
parallelen Geraden ¢ und d geeschnitten, so0 belkomrt man =
Mankte 4, P und auf b die FPunkte B, (. Wiahlt men fir dis Strecker-
sessung auf ¢ die Finheitsstrecke AC=1 und O ale Inilipunkt, so ent-
cpricht dem Iunkt A die Zuhl 1. Anzlog ergibt cich auf bt fir die
Einheitsctrecke EC =1, wenn dem Punkt C wieder ¢ zucehdrt, fiir B

auch die Zanl 1. Den Mittelpunkten H und I@ von (ACQ) tow. (B0) en<-

spricht dann jedesmal 0,5. Nach Satz 11 ist HM zu ¢ und 4 e
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Die Punkte P und Q, fiir die and = (P} und bnd = {Q} ist, liegen

in den Strecken (AC) bzw. in (BC). Diesen Strecken entspricht
jedesmal das Intervall [x1]y1] =[@/1]. Bs wird durch die Mittel-
punkte in [2!0,5] und [ 0,5/ 1] zerlegt. In einer der entsprechenden
Strecken liegen P bzw. Q. [x2]y2] sei des Intervall, das diesen
Teilstrecken gemeinsam gehSrt. Setzt man diesen Vorgang fort, so
btekommt man durch das fortgesetzte
Ealbieren eine Folge {fxn{yn]} von
Intervallen in der jedes seinen Nach-
folger enthdlt, eine Intervallschach-
telung. Dabeil sind die Verbindungs-
geraden der zu X, gehtrenden Punkte
auf a und b und ebenso die den In
entsprechenden zu AB=c¢, PQ=4d nach

Satz 11 und Satz 12 parallel und be-

grenzen einen Streifen, der d=PQ
enthdlt. Die beiden Streckenschachtelung auf a und b legen nach
Ax 15 die Punkte P und Q fest. Beiden Streckenschachtelungen ent-
spricht die gleiche Intervallschachtelung. Das bedeutet, daBl die
beiden Zahlen p und g, die P und Q zugehOren, gleich sein missen:

p = q = CP/CK = TQ/T5, TF: Tk = 7Q : TB.

Sz+z 13 (Strahlensatz): werden die Schenkeln eines Winkels von
zwei parallelen Ceraden geschnitten, die nicht durch seinen Scheitel
gehen, so stehen, die auf beiden Schenkeln vom 3Scheitel bis zu diesen
Schnittpunkten gemessenen 3trecken, im gleichen Verhdltnis.

Da AP= AC-FC ist, wird AP : PC = AC/PC-1=EC/QC-1 = (BC-GC) : ¢C=3Q : GC.

Legt man durch Q die Parallele zu a, s0 schneidet diese ¢ in A,
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Nach

]

osten Sachverhalt ist
TS =38: 1% = RC: 30
damit weiter:
= AC : BC,
| Sztz 14: Auf nicht durch den 3cheitel eines Winkels
rerallelen Geraden werden von “en Schenkelr 3¢
lerer Verhiiltnis cleich dem der vonm
auf den Zchenkeln ist.

]
[N

1 begre

]

k4
sjchein2l zsemessenen Abschnitte






